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Ce  livre  représente,  avec  les  développements  que  j'ai  cru 
nécessaires,  le  cours  que  je  professe  depuis  sept  ou  huit  ans 
soit  à  rÉcole  normale,  soit  à  la  Faculté  des  sciences  de 
Paris. 

Dans  un  ordre  d'idées  où  l'analyse  et  la  géométrie  ont 
tour  à  tour  fait  leurs  preuves,  le  choix  des  méthodes  pour- 
rait sembler  n'être  qu'une  question  d'école.  S'il  est  vrai 
qu'il  se  trouve  encore  des  mathématiciens  pour  bannir 
systématiquement  de  leurs  écrits,  les  uns  l'analyse,  les 
autres  la  géométrie,  ce  système  d'exclusion  absolue,  quels 
qu'en  soient  le  sens  et  le  caractère,  ne  m'a  pas  semblé  con- 
venir à  un  enseignement  véritablement  scientifique.  Malgré 
les  redites  auxquelles  on  s'expose  en  revenant  sur  ce  lieu 
commun  de  la  prétendue  rivalité  entre  l'analyse  et  la 
géométrie,  qui  paraît  bien  plutôt  être  celle  des  analystes 
et  des  géomètres,  faut-il  rappeler  quelles  complications 
entraine  l'analyse  pratiquée  sans  précautions;  combien  il 
est  faux  de  penser  qu'elle  suffit  à  tout  donner  pourvu  que 
l'on  s'y  abandonne?  La  méthode  géométrique  a  les  avan- 
tages de  la  vue  directe  et  de  la  rapidité  des  solutions  dans 
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quelques  cas  choisis;  souvent  aussi  elle  constitue  une 
méthode  d'exposition  et  de  synthèse  très  propre  à  mettre 
en  relief,  après  coup,  les  rapports  cachés  des  choses.  Mais 
ce  succès  n'est  pas  assuré.  On  nous  parle  des  problèmes 
où  elle  a  réussi;  on  ne  nous  dit  rien  de  ceux  où  elle 
échoue.  En  géométrie  infinitésimale  surtout,  où  le  problème 
se  traduit  par  une  équation  dilTérentielle,  il  faut  avoir  sous 
la  main  une  méthode  plus  sûre,  qui,  tout  en  suivant  pas  à 
pas  les  indications  de  la  géométrie,  puisse  la  suppléer  à 
l'instant  où  elle  se  dérobe;  une  méthode  où  la  question 
des  signes  des  éléments,  si  essentielle  à  la  précision,  ne 
fasse  jamais  un  doute.  On  ne  saurait  croire  combien  ces 
questions  de  signes  deviennent  délicates  dans  la  géométrie 
livrée  à  elle-même. 

Il  falLiit  donc  introduire  dans  ces  questions  une  mélhode 
ayant  la  précision  et  la  rigueur  de  l'analyse,  donnant  au 
temps  voulu  les  équations  différentielles  qui  concentrent 
sur  elles  et  précisent  toutes  les  difficultés  du  problème  et 
manifestent  si  souvent  des  parentés  entre  des  problèmes 
d'origines  très  éloignées.  Et  cependant,  cette  méthode 
devait  à  chaque  pas  s'inspirer  des  faits  géométriques  pour 
écarter  les  inconvénients  inhérents  à  l'emploi  des  coor- 
données ordinaires. 

L'usage  d'un  trièdre  de  référence  mobile,  choisi  de  la 
manière  la  plus  appropriée,  offre  tous  ces  avantages.  Entre 
les  mains  d'Albert  Ribaucour  et  de  M.  Darboux  il  est 
devenu  un  instrument  de  découvertes.  Il  était  donc  naturel 
d'introduire  cette  même  idée  dans  l'exposition  de  la  ciné- 
matique et  de  familiariser  ainsi  de  bonne  heure  les 
étudiants  avec  la  méthode  la  plus  sûre  et  la  plus  puissante 
qui  soit  en  géométrie  infinitésimale. 

Nous   n'ignorons  pas  que   la  synthèse  géométrique   se 
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prête  avec  une  rare  élégance  à  rexposition  des  faits  les 
plus  essentiels  de  la  cinématique;  mais  nous  estimons 
qu'un  professeur  qui  se  borne  à  démontrer  et  à  exposer, 
sans  fournir  en  même  temps  à  ses  élèves  des  moyens 
pratiques  d'investigation,  n'a  rempli  qu'une  faible  partie  de 
sa  tache.  Un  enseignement  qui  se  confine  dans  un  cadre 
fermé  et  qui  se  contente  de  moyens  qui  n'en  sortent  pas, 
ne  saurait  être  un  enseignement  vraiment  scientifique.  Or, 
l'emploi  du  trièdre  mobile  constitue  une  méthode  de 
recherches  pouvant  atteindre  à  tout  avec  autant  d'élégance 
que  de  sûreté. 

On  verra  que  j'ai  commencé  par  développer  la  théorie 
abstraite  et  purement  géométrique  des  segments.  Il  le  fallait 
bien  puisque  cette  théorie  n'a  pas  encore  pénétré  dans 
l'enseignement  élémentaire.  Quant  à  la  mêler  à  l'exposition 
même  des  faits  cinématiques,  il  y  a  là  le  même  inconvénient 
qu'à  noyer  la  cinématique  dans  la  dynamique,  ainsi  que 
cela  s'est  longtemps  pratiqué.  La  tâche  du  géomètre  est, 
non  seulement  de  découvrir  des  faits  nouveaux,  mais 
encore  de  classer  les  vérités  acquises  et  de  grouper 
ensemble  les  idées  d'un  même  ordre.  La  théorie  des 
segments  appartient  à  la  géométrie;  elle  trouve  en  statique 
et  en  cinématique  deux  applications  importantes,  elle  peut 
en  avoir  d'autres. 

La  cinématique  tout  entière  repose  sur  le  théorème  de  la 
composition  des  vitesses  et  sur  l'expression  de  la  vitesse 
d'entraînement  d'un  point  d'un  corps  solide  en  mouvement. 
J'ai  déduit  ces  faits  par  l'analyse  qui  offre,  pour  les  établir, 
la  plus  simple  et  la  plus  naturelle  des  méthodes.  L'interpré- 
tation des  formulés,  faite  avec  le  soin  nécessaire,  conduit 
au  résultat  classique  du  mouvement  hélicoïdal  tangent.  Plus 
d'un  trouvera  cette  méthode  un  peu  indirecte,  et  cependant 
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n'est-elle  pas  la  plus  conforme  à  la  réalité  des  faits?  Ne 
met-elle  pas  mieux  en  lumière  ce  qu'il  y  a  d'artificiel  et  de 
voulu  dans  cette  décomposition  du  mouvement  infiniment 
petit  en  rotations  autour  d'axes  conjugués?  Ces  rotations 
n'existent  pas  en  réalité,  et  ce  n'est  qu'au  point  de  vue  des 
vitesses  que  tout  se  passe  comme  si  elles  existaient.  J'ai 
tenu  cependant  à  exposer  aussi  les  principes  de  la  méthode 
géométrique  directe. 

L'emploi  du  trièdre  mobile  conduit  en  quelques  lignes 
aux  formules  de  Bour  et  au  théorème  de  Goriolis.  J'en  ai 
déduit  les  apphcations  classiques  aux  courbures  dans  le 
mouvement  autour  d'un  point  fixe.  J'ai,  à  propos  du  mou- 
vement d'une  figure  plane,  indiqué  les  principes  d'une 
méthode  propre  à  faire  connaître  la  forme  d'une  trajectoire 
dans  le  voisinage  d'un  de  ses  points. 

Dans  le  mouvement  général  d'une  figure,  j'ai  insisté  plus 
qu'on  ne  le  fait  habituellement  sur  la  question  intéressante 
du  roulement  des  courbes  gauches  dans  l'espace. 

Enfin,  les  déplacements  à  plusieurs  paramètres  ont 
acquis  dans  ces  derniers  temps  une  telle  importance  que 
j'ai  cru  devoir  leur  consacrer  tout  un  chapitre. 

Dans  les  deux  derniers  chapitres,  j'ai  traité  avec  quelque 
développement,  d'une  part,  la  théorie  relativement  jeune  des 
systèmes  articulés  et,  d'autre  part,  la  question  plus  abstraite 
des  rapports  qui  existent  entre  les  déplacements  et  l'homo- 
graphie. J'ai  eu  ainsi  l'occasion  d'indiquer,  en  passant,  les 
liens  importants  qui  rattachent  la  question  des  déplace- 
ments à  la  théorie  des  variables  complexes. 

Quelques  notes  terminales  sont  consacrées  à  des  ques- 
tions qui  ne  pouvaient  trouver  place  dans  le  corps  même  de 
l'ouvrage. 

Il  serait  injuste  d'oublier  ce  que  l'enseignement  de  la 


INTRODUCTION.  IX 

cinématique  doit  à  mes  vénérés  maîtres  et  prédécesseurs 
Bouquet,  Darboux,  Tannery.  Ils  ont  apporté  dans  l'étude 
des  questions  cinématiques  cette  rigueur  et  cette  précision 
inséparables  de  toute  véritable  science.  M.  Tannery  notam- 
ment, par  un  enseignement  de  plusieurs  années  à  la  Faculté 
des  sciences,  a  exercé  la  plus  salutaire  influence.  Il  a  montré 
le  vrai  parti  que  Ton  peut  tirer  de  Tétude  des  accélérations 
dans  la  théorie  des  courbures,  et  bien  mis  en  relief  ce  fait, 
qu'on  paraît  trop  disposé  à  perdre  de  vue,  que  le  temps  en 
cinématique  n'est  qu'une  variable  auxiliaire  quelconque,  en 
sorte  que  la  cinématique  n'est,  à  proprement  parler,  que  la 
géométrie  du  déplacement. 

Je  me  fais  un  plaisir,  en  terminant  cette  introduction, 
d'adresser  mes  affectueux  remerciements  à  deux  de  mes 
élèves  de  l'École  normale,  MM.  Cotton  et  Marijon,  qui  ont 
bien  voulu  m'aider  dans  la  rédaction  des  premiers  cha- 
pitres. Mes  remerciements  aussi  à  mon  excellent  ami 
M.  Hermann,  qui  a  apporté  à  la  publication  de  ce  livre  un 
empressement  et  un  soin  tout  particuliers  (*). 


Depuis  que  ces  lignes  sont  écrites,  au  cours  même  de 
l'impression,  je  me  suis  décidé  à  réserver  pour  un  autre 
volume  les  applications  de  la  cinématique.  L'étendue  même 
de  ces  applications,  comme  aussi  celle  qu'ont  prise  les 
développements  purement  théoriques  qui  composent  ce 
volume,  m'ont  imposé  cette  détermination. 

Je  profite  de  cette  circonstance  pour  adresser  mes  plus 


(})  Les  lignes  précédentes  reproduisent,  à  peu  de  choses  près,  la  préface  placée 
en  tête  du  premier  fascicule,  pai*u  en  1^  et  qui  comprenait  les  dix  premiers 
chapitres. 
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vifs  remerciements  à  M.  Darboux,  qui  m'a  fait  l*lioiineur 
de  me  donner  trois  Notes,  dont  Tune  particulièrement 
importante  et  entièrement  inédite  sur  les  mouvements 
algébriques. 

MM.  Eugène  et  François  Cesserai,  qui  viennent  de  publier 
dans  les  Annales  de  la  Faculté  des  sciences  de  Toulouse 
un  travail  très  étudié  sur  la  mécanique  des  milieux  conti- 
nus, ont  eu  Tamabilité  de  m'en  donner  un  extrait,  que  l'on 
trouvera  vers  la  fin  de  ce  volume;  je  les  en  remercie  bien 
cordialement. 

Kérity,  24  octobre  1896. 
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6  LEÇONS  DE  CINÉMATIQUE. 

Tétraèdres         La  considération  des  tétraèdres  s'est  présentée  aux  premiers  au- 
deChasles.      teurs  (Charles,  Sylvester,  Môbius)  qui  ont  écrit  sur  la  théorie  des 
segments.  ^ 

On  a  reconnu  ensuite  que  l'emploi  du  parallélipipède  permettait  de 
rattacher  cette  considération  à  celle  des  moments  pris  par  rapport  à 
des  axes,  dont  l'usage  est  beaucoup  plus  ancien  en  mécanique.  Les 
parallélipipèdes  ou  moments  de  deux  segments  permettent  donc  de 
réunir  dans  une  même  idée  générale  l'ancienne  théorie  des  moments 
pris  par  rapport  à  des  axes,  et  les  propriétés  des  tétraèdres  introduits 
par  Chasles. 

Le  moment  de  deux  segments  donne  lieu  à  quelques  propositions 
élémentaires  que  nous  allons  démontrer. 

Indifférence        Théorême  L  —  Le  moment  de  deux  segments  reste  invariable 
au  glissement,  gi  j»^^  ^^^^  glisser  Vun  d'eux  sur  lui-même. 


En  effet,  soient  A6,  CD  les  deux  segments,  il  suffît  de  prouver, 
par  exemple,  que  le  glissement  de  CD  sur  lui-même  laisse  inaltéré 
le  volume  du  tétraèdre  ABCD  ainsi  que  son  signe. 
Pour  le  signe,  il  est  bien  clair  que  le  glissement  de  CD  sur  lui- 
même  ne  change  pas  la  nature 
(dextrorsum  ou  si7iistrorsum)  de 
la  disposition  des  deux  segments, 
et  pour  ce  qui  est  de  la  valeur 
absolue  du  volume,  on  voit  aussi 
^    ^'  D*  que  celte  valeur  ne  change  pas.  Il 

^^'  ^'  suffît  de  regarder  ABCD  comme 

une  pyramide  de  sommet  A  et  de  base  BCD.  Le  glissement  de 
CD  laisse  la  hauteur  inaltérée,  et  le  triangle  de  base  BCD  reste 
évidemment  équivalent  à  lui-même,  puisqu'il  conserve  sa  base  et  sa 
hauteur. 

Corollaire.  —  Le  moment  de  deux  segments  ne  change  pas  si 
l'on  fait  glisser  arbitrairement  chacun  d'eux  sur  lui-même. 

Théorème  IL  —  Soient  kB,  CD  deux  segments,  CX  une  per- 
pendiculaire au  plan  ABC,  et  CD'  la  projection  de  CD  sur  celte 
droite;  on  a 

moment  (ÂB,  GD)  =  moment  (aB,  CD^). 
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Première 

expression 

analytique  du 

moment 

de  deux 

segments. 


Ea  effet,  observons  que  CD  et  CD'  sont  d'un  même  côté  du  plan 

ÂBC  mené  par  ÂB  et  C,  car  D'  peut  s'obtenir 
en  menant  par  D  un  plan  parallèle  au  plan 
ÂBC  et  prenant  sa  trace  sur  CX;  donc  la  dis- 
position (dextrorsum  ou  BÎnUtrorsum)  de  AB 
et  CD'  est  la  môme  que  celle  de  AB  et  CD.  Le 
signe  des  deux  moments  est  donc  le  même. 
Leur  valeur  absolue  est  aussi  la  même,  car  les 
tétraèdres  (A  BC  D)  ( AB  CD'),  considérés  comme 
des  pyramides  de  base  commune  ABC  et  de 
sommets  D  et  D' ,  ont  même  base  et  même  hau- 
Fig.5.  teurCD'. 

On  peut  déduire  de  là  une  expression  analytique  utile  du  moment 
de  deux  segments. 

Observons  d'abord  que  la  notion  de  disposition  dextrorsum  ou 
siniatrorsum  que  nous  avons  définie  pour  deux  segments  s'étend  au 
cas  d'un  segment  et  d'un  axe  et  au  cas  de  deux  axes. 

Cela  posé,  considérons  la  droite  CX  construite  précédemment;  un 
sens  de  parcours  de  cette  droite  est  dextrorsum  par  rapport  à  AB,  et 
l'autre  est  sinistrorsum.  Choisissons  l'axe  dextrorsum  et  soit,  pour 
ne  pas  compliquer  les  notations,  CX  cet  axe.  Le  segment  CD'  est 
mesuré  sur  l'axe  CX  par  un  nombre  a'  ;  je  dis  que  l'on  a 

moment  (aB,  CD)  =  moment  (ÂB,  CF) 

=  2SœS 

où  S  désigne  l'aire  du  triangle  ABC. 
Il  suffit  de  prouver  que 

tétraèdre  (ÂB,  CD)  =  tétraèdre  (ÂB,  CD*) 

Cette  égalité  est  vraie  en  valeur  absolue,  car  la  valeur  absolue  de 
9'  est  précisément  la  hauteur  du  tétraèdre.  Elle  est  aussi  vraie  en 
signe.  Supposons,  en  effet,  9'  positif;  il  faut  prouver  que  le  tétraèdre 
est  alors  positif  ou  que  les  segments  A B  et  CD'  sont  dextrorsum. 

Or,  puisque  a'  est  positif,  CD'  a  le  sens  de  l'axe  CX  qui  est  dex- 
irorsum  par  rapport  à  AB  ;  donc  CD'  est  aussi  dextrorsum  par  rap- 
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port  à  AB,  On  verra  de  môme  que  si  a'  est  négatif,  le  tétraèdre  doit 
bien  être  négatif,  car  alors  A B  et  CD'  sont  3i7\i8tror8um. 


du  théorème 
de  Varignon. 


Première  THÉORÈME  III.  —  Soient  GD^,  CD,,  ...,  CD„  n  segments  concou- 

*Hn  th*il!^*mr    *'^'^  î"®  ^^^  P^^^>  V^^  glissement,  amener  à  avoir  même  origine  C, 

et  A  B  un  autre  segment;  construisons  le  segment  CD,  somme  géo- 
métrique des  n  premiers  segments;  la  somme  des  moments  des 
segments  CDj  et  du  segment  kB  est  égale  au  moment  de  kB  et  de 
la  somme  géométrique  CD  des  n  segments. 

Cette  extension  de  la  belle  proposition  due  à  Varignon  se  démontre 
comme  il  'suit  : 

Choisissons,  comme  plus  haut,  Taxe  CX  normal  au  plan  ABC  et 
dextrorsum  avecAB;  soient  CD|,  CD^,  ...,  CD^etCD'  les  projec- 
tions sur  CX  des  segments  CD^,  CD,,  ...,  CD^,  CD;  et  jj,  ai,  ..., 

/  ci,  (j'  les  nombres  qui  mesurent  ces  projec- 
tions; on  a,  par  le  théorème  des  projec- 
tions : 


+  d». 


Multiplions  par  -  S  où  S  est  Taire  du 

o 

triangle  ABC,  on  aura 
1  1,1,  1       , 

-  S  ff'  =  -  S  (j[  4-  g  S  (ïi  +  ...  -4-  -  S  ffi. 


ng,  S. 


.    1 


Mais  -  S  qI  est  le  tétraèdre  construit  sur  les  segments  AB  et  CD,; 

1  "^  _      — 

-  S  ff'  est  le  tétraèdre  construit  sur  A  B  et  CD;  on  a  donc 

tétraèdre  (aB,  CD)  =  tétraèdre  (ÂB,  CD^) 

+  tétraèdre  (ÂB,  CD",) 


Seconde 


tétraèdre  (aB,  CdJ. 

En  multipliant  par  6  les  deux  membres  de  cette  égalité,  on  a  le 
théorème  énoncé. 
Soient  deux  segments  A  B  et  CD,  par  glissement  on  peut  amener 


du  moment  de  ^^^  origines  A,  C  des  deux  segments  aux  pieds  de  la  perpendiculaire 
deuxsegments.  commune  aux  droites  AB)  CD,  qui  les  portent,  de  sorte  que  AC  est 
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cette  perpendiculaire  commune.  Soit  p  sa  longueur.  Élevons,  comme 

dans  le  théorème  II,  la  perpendiculaire  CX  au 
plan  ÂBC  et  projetons  CD  en  CD'  sur  GK.  On 
a,  d'après  le  théorème  II, 

moment  (ÂB,  CD)  =  moment  (ÂB,  CÏÏ). 


Fig.  4. 


Or,  le  moment  de  AB  et  de  CD'  est  aisé  à 
calculer  en  valeur  absolue.  Nous  avons,  en  effet, 

moment  (ÂB,  CD)  =  ±  2  ABC  X  CD'  ; 


or,  Taire  du  triangle  ABC  est  égale  à 


gAB.p, 


donc 


moment  (aB,  Cd)  =  ±p  AB.CD'. 


Soit  CD'  la  projection  de  CD  sur  le  plan  ABC;  la  droite  CD'  est 
parallèle  à  la  droite  AB  et  est  la  trace  sur  le  plan  ABC  du  plan  XCD; 
appelons  a  l'angle  aigu  de  CD  et  de  CD';  l'angle  DCD'  est  le  com- 
plément de  l'angle  DCD'  ou  a,  et  l'on  a 


donc,  enGn, 


CD'=CD.sina, 
moment  (AB,  CD)  =  ±  p  sin  a.AB.CD. 


Deux  droites  étant  données  dans  l'espace,  leur  angle  est  indéter- 
miné, comme  on  sait,  mais  le  sinus  de  leur  angle  a  deux  valeurs  qui 
sont  égales  et  de  signes  contraires.  Nous  appellerons  sinus  de  Tangle 
de  deux  droites  celui  de  ces  deux  sinus  qui  est  positif  (^). 

On  peut  alors  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème  IV.  —  La  valeur  absolue  du  momeiU  de  deux  seg- 
ments est  égale  au  produit  de  leurs  deux  longueurs,  multiplié  par 
leur  plus  courte  distance  et  par  le  sinus  de  V angle  des  droites  qui 
les  portent. 


(*)  La  même  remarque  B*étend  aux  cas  de  deux  axes.  Le  cosinus  de  Tangle  de 
deux  axes  est  déterminé»  mais  non  le  sinus  qui  a  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires. 


Segment 

unitaire 

attaché  à  un 

axe. 


Moment 

par  l'apport 

à  un  axe. 

Moment 
de  deux  axes. 

Définition 

classique 

des  moments 

par  rapport  à 

un  axe. 
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Ce  ifaéorëme  a  par  lui-même  une  certaine  portée  pratique,  mais  on 
peut  lui  donner  une  forme  plus  précise  en  introduisant  les  moments 
pris  par  rapport  aux  axes. 

H.  Faisons  en  premier  lieu  la  remarque  que  le  glissement  d'un 
segment  sur  lui-même  est  sans  importance  au  point  de  vue  des 
moments,  des  projections,  et  du  nombre  qui  mesure  le  segment;  nous 
sommes  ainsi  amenés  à  regarder  comme  identiques  deux  segments 
ÂB,  A^B^  tels  que  l'on  passe  de  ÂB  à  Â^B^  par  un  glissement  de  ÂB 
sur  lui-même.  Cette  indétermination  est  déjà  moins  grande  que  celle 
qui  résulte  de  la  considération  des  segments  équipollents.  Disons 
dès  à  présent  que  cette  indétermination  due  au  glissement  cadre 
exactement  avec  les  applications  mécaniques  de  la  théorie  des 
segments. 

Considérons  un  axe  A;  il  y  a  sur  cet  axe  un  segment  remarquable, 
le  segment  unitaire  (de  longueur  1)  qui  a  le  même  sens  que  A, 
c'est-à-dire  le  segment  qui  est  mesuré  par  le  nombre  +  1  •  Récipro- 
quement, tout  segment  unitaire  définit  sans  ambiguïté  Taxe  qui 
le  porte  et  qui  a  même  sens  que  lui.  Cette  remarque  permet, 
en  quelque  sorte,  de  confondre  les  notions  d'axe  et  de  segment 
unitaire. 

Conformément  à  cette  manière  de  voir,  nous  appellerons  moment 
d'un  segment  AB  par  rapport  à  U7%  a^e  A,  le  moment  de  AB  et  du 
segment  unitaire  attaché  à  l'axe  A. 

Le  moment  de  deux  axes  sera  le  moment  de  leurs  deux  segments 
unitaires. 
La  définition  que  nous  avons  donnée  des  moments  par  rapport  à 

un  axe,  sort  un  peu  des  traditions  clas- 
siques ;  il  est  bien  facile  de  la  ramener  à 
la  définition  habituelle. 

Soit  0  U  le  segment  unitaire  attaché  à 
un  axe,  et  CD  un  segment.  Prenons  le 
point  0  (ce  qui  est  permis  par  glisse- 
ment), au  point  où  l'axe  A  est  coupé  par 
le  plan  tc,  normal  à  A  mené  par  C. 
Projetons  D  en  D'  sur  le  plan  i:  et 
Fig.  5,  en  D'  sur  une  parallèle  à  A.  issue  de  C. 

On  peut  regarder  CD  comme  la  somme  géométrique  de  CD'  et  de  CD'. 
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On  a  donc,  d'après  le  théorème  III, 

moment  (l,  Gd)  =  moment  (ÔÛ,  CD) 

=  moment  (ÔÛ,  CF)  -4-  moment  (ÔÛ,  ClF). 


Du  reste,  puisque  CD"  est  parallèle  à  0  U,  le  second  moment  est  nul 
et  il  reste 

moment  (a,  GD)  =  moment  (ÔÛ,  CD^). 
Soit  p  la  distance  du  point  0  à  la  droite  CD',  on  a 

moment  (OU,  CD^)  =  6  tétraèdre  (ÔÏÏ,  CD') 

=  ±6X^OUX^p.CD' 
=  ±p.CD', 

le  signe  +  convenant  au  cas  où  CD'  va  de  gauche  à  droite  pour  un 
observateur  traversé  des  pieds  à  la  tète  par  OU,  et  le  signe  —  dans 
le  cas  contraire. 

C'est  bien  là  la  définition  adoptée  ordinairement  pour  le  moment 
d'un  segment  par  rapport  à  un  axe. 

On  voit  que  par  le  fait  de  la  réduction  à  l'unité  du  segment  OU,  le 
moment  qui  a  été  défini  au  début  comme  un  volume,  se  trouve,  pour 
le  cas  d'un  axe  et  d'un  segment,  représenter  une  aire  douée  d'un 
signe. 

£n  supposant,  dans  le  théorème  III,  que  le  segment  AB  est  uni- 
taire et  que  les  segments  CD^,  ...,  GD„  sont  dans  un  plan  normal 
à  ÂB,  le  théorème  III  devient  en  fait  le  théorème  dit  de  Vangnon. 

Revenons  au  théorème  IV,  qui  nous  donne  pour  le  moment  de 
deux  segments  AB,  CD  l'expression 

moment  (aB,  CD)  =  ±  psin  a. AB.CD. 
Si  A B  est  un  segment  unitaire  attaché  à  un  axe  A,  nous  avons 

moment  (a,  CD)  =  ±  p  sin  a. CD. 

Si  enfin  AB,  CD  sont  tous  deux  unitaires,  et  sont  attachés  à  deux 
axes  A',  A 

moment  (A,  ^')z±z.±  p  sin  t* 
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Autrement  dit,  le  moment  de  deux  axes  est  égal,  au  signe  pt*ès, 
au  produit  de  leur  plus  courte  distance  par  le  sinus  de  leur  angle. 
Formule  Nous  sommes  actuellement  à  même  de  donner  une  expression 

^  .  ®       analytique  précise  du  moment  de  deux  segments  AB,  CD. 
au  moment  de       Soient  en  effet  A,  A'  deux  axes  qui  portent  ces  segments,  et  dési- 
reux gnons  par  œ,  a'  les  nombres  qui  mesurent  AB  sur  A,  et  CD  sur  A'; 
segments.        .^  ^.^  ^^^  j,^^  ^ 

moment  (aB,  CD)  =  <j,a'  .moment  (A,  A'). 

Observons  d'abord  que  dans  l'équation 

moment  (aB,  CD)  =  ±  p  sin  a.AB.CD, 

p  sin  a  est,  au  signe  près,  moment  (A,  A'),  et  que  AB,  CD  sont  les 
valeurs  absolues  de  9,  a'.  On  peut  donc  écrire 

moment  (AB,  CD)  =  ±  d.a'  moment  (A,  A'). 

Prouvons  que  le  signe  +  convient  seul  dans  tous  les  cas  : 
Si  17,  g'  sont  positifs,  c'est  que  AB,  CD  ont  le  sens  des  axes  A,  A'. 
Donc  AB,  CD  ont  même  disposition  que  A,  A'  et  le  moment  de 
AB,  CD  a  même  signe  que  celui  de  A,  A' .  On  a  donc,  dans  ce  cas, 

moment  (aB,  CD;  =  +  d.a'  moment  (à,  A'). 


Que  9  devienne  négatif,  alors  AB  est  de  sens  contraire  à  A,  et  AB, 


CD,  seront  de  disposition  contraire  à  A,  A^  Le  moment  de  A B,  CD 
sera  de  signe  contraire  à  celui  de  A,  A'.  Puisque  9  est  négatif,  le 
signe  +  convient  encore.  On  poursuivra  sans  peine  le  raisonnement 
dans  le  cas  où  (7,  ?'  deviendraient  tous  deux  négatifs. 

La  formule  est  donc  démontrée.  Il  est  bon  de  constater  que  la 
formule  est  encore  vraie  si  l'un  des  segments  est  de  longueur  nulle, 
ou  bien  s'ils  sont  dans  un  même  plan. 

En  particulier,  soit  un  axe  A  et  un  segment  CD  porté  par  un  axe  A' 
et  mesuré  sur  cet  axe  par  le  nombre  a',  on  aura  (*) 

moment  (à,  CD;  =  moment  (A,  A'). a'. 

,  I  ■■        Ml  II  II  I  _     __  _  1—  "   ~~ ^ 

(<)  On  démontrerait  de  môme  que  si  Ton  a  deux  segments  XB,  Cï5y  ce  dernier 
porté  par  un  axe  A'»  et  y  ayant  pour  mesure  le  nombre  a',  on  a 

moment  (X6,  UD)  =  moment  (âB,  A').<t'* 

Cette  formule  sera  utilisée  dans  la  suite. 
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Si  Ton  v()ulait  projeter  ce  segment  CD  sur  l'axe  À>  en  désignant 
par  2  (A)  \')  le  paramètre  de  projection  de  A'  sur  l'axe  A,  on  aurait 
l'expression  suivante  du  nombre  qui  mesure  cette  projection  : 

Project  (a,  CD)  =  2  (A,  A'). a'. 

Le  rapprochement  de  ces  deux  formules  tend  à  établir  une  certaine 
analogie  entre  le  paramètre  de  projection  et  le  moment  de  deux  axes. 
En  se  plaçant  au  point  de  vue  projectif,  on  établit  en  effet  que  le 
paramètre  de  4)rojection  n'est  qu'un  moment  d'une  certaine  nature. 
On  pourra  consulter  à  ce  sujet  un  Mémoire  de  M.  Lindemann  inséré 
dans  les  Mathematische  Annalen. 


Expression 

analytique 

des  moments 

d'un  segment. 


7.  Considérons  un  trièdre  trirectangte  Oxyz^  tel  qu^une  rotation 
de  90o  de  gauche  à  droite,  pour  un  observateur  traversé  des  pieds  à  . 

la  tèt3  par  l'axe  Oz,  amène  l'axe 
Ox  sur  Taxe  Oy. 

Soient  Xy  t/,  z  les  coordonnées 
d'un  point  Â  origine  d'un  segment 
ÂB,  et  X,  Y,  Z  les  nombres  qui 
mesurent  les  projections  sur  Ox, 
Oy,  Oz  de  ce  segment  AB,  ou, 
comme  nous  le  dirons  désormais, 
les  projectio7i8  de  XB  sur  les  axes 
de  coordonnées.  Cherchons  à  cal- 
Fig,  6.  culer  les  moments  de  ÂB  par  rap- 

port aux  axes  Ox,  Oy,  Oz.  J'appelle  L,  M,  N  ces  moments.  On  a 

L  =  moment  (Oa;,  AB) 
=  moment (Ox,  AB')  +  moment  (Ox,  AB")  -h  moment  (Oac,  AB**), 


où  AB',  AB",  AB'*  sont  les  projections  de  AB  sur  les  axes,  Ax', 

Ay' ,  Az'  menés  par  A  parallèles  à  Ox,  Oy,  Oz.  

On  observe  d'abord  que  le  moment  de  AB'  est  nul  puisque  AB' 
est  parallèle  à  Ox.  On  peut  appliquer  au  moment  de  AB'  la  formule 
trouvée  plus  haut,  en  observant  que  Y  est  le  nombre  qui  mesure  AB' 
sur  A  y',  on  a  dès  lors 

moment  (Ox,  AB")  =  moment  (Ox,  Ay').  Y. 
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De  même  ^ 

moment  (Ox,  AB*^)  =  moment  (Ox,  kz').Z. 

La  plus  courte  disfance  de  Ox  et  de  A  t/'  est  la  valeur  absolue  de  r, 
et  comme  Ox,  Ai/'  sont  rectangulaires,  le  sinus  positif  de  leur  angle 
est  égal  à  1  ;  on  a  donc, 

moment  (Ox,  At/')  =  ±  valeur  absolue  z, 
ou  encore 

Or,  si  z  est  positif,  Xy'  étant  au-dessus  de  Ox,  est  sinistrorsum 
par  rapport  à  Ox,  on  a  donc  dans  ce  cas 

moment  (Ox,  Ai/')  =  —  r; 

si  r  est  négatif,  At/'  est  au-dessous  de  Ox,  et  est  dextroraum  par 
rapport  à  Ox,  le  moment  doit  être  positif;  on  a  encore  la  même 
formule. 
On  verra  par  le  même  procédé  que,  dans  tous  les  cas, 

moment  (Ox,  Az')  =  +  t/, 
on  a  donc  enfin 

L  =  moment  (Ox,  AB)  =  t/Z  —  zY; 
on  trouve,  d'une  manière  analogue, 

M  =  moment  [Oy,  AB;  =  zX  —  xZ, 
N  =  moment  (Oz,  AB)  =  xY  —  yX. 

On  observera  que  ces  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  ne  sont  pas 
indépendantes  et  qu'elles  sont  liées  par  l'équation 

(1)  LX  +  MY  +  NZ  =  0. 

Supposons  réciproquement  que  Ton  se  donne  les  projections  d'un 
segment  X,  Y',  Z,  ainsi  que  ses  moments  L,  M,  N,  et  cherchons  à 
déterminer  ce  segment.  Il  suffira  pour  cela  d'en  connaître  l'origine  A, 
car  X,  Y,  Z  étant  connus,  sa  direction  et  sa  longueur  sont  déter- 
minées. Désignons  par  x,  1/,  z  les  coordonnées  inconnues  du 
point  A. 


Coordonnées 
l'un  segment. 

Calcul 

lu  moment  de 

leux  segments 

en  fonction 

de  leurs 
coordonnées. 
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X,  y,  z  doivent  vérifier  les  trois  équations 

%  =  L'-Zy  +  Yz  =  0, 

(2)  {  ^=:M  — Xz-+.Zx  =  0, 

2=:N— Yaî-4-Xt/=0, 

mais  ces  équations  sont  indéterminées.  On  a  en  effet  en  vertu  de 
l'équation  (1),  l'identité 

(3)  X%  +  Y^^  4-  ZS  =  0. 

Les  trois  quantités  X,  Y,  Z  ne  peuvent  être  nulles  à  la  fois,  sans 
quoi  nous  n'aurions  plus  de  segment.  Soit  Z  =^  0,  il  suffira  d'avoir 

9S  =  0,      ^^  =  0 

pour  que  le  système  (2)  soit  vérifié,  car  l'équation  (3)  donne  alors  S =0. 

Nous  trouvons  donc  que  le  point  Â  est  seulement  assujetti  à  décrire 
une  droite  dont  les  équations  sont  %  =  0,  ^1  =  0.  Il  est  facile  de 
se  rendre  compte  de  la  position  de  cette  droite;  elle  est  en  effet 
parallèle  à  Ja  direction  même  du  segment,  direction  que  déterminent 
complètement  X,  Y,  Z.  Cette  droite  est  donc  la  droite  même  qui  porte 
le  segment  cherché,  et  l'indétermination  du  point  Â  sur  cette  droite 
correspond  à  la  faculté  qu'a  le  segment  ÂB  de  glisser  sur  lui-même 
sans  que  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  soient  altérés. 

On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Étant  données  six  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  liées  par  l'équation 

LX  +  MY4-NZ  =  0, 

elles  définissent  un  segment  dans  Vespace  (à  un  glissement  près 
de  ce  segment  sur  lui-même). 

Nous  appellerons  ces  quantités  les  coordonnées  du  segment. 

8.  Gomme   application   des    théorèmes   précédents    nous  allons 

résoudre  ce  problème  : 

Étant  donnés  deux  segments  dont 
les  cordonnées  sont 

X,  Y,  Z,   L,  M,  N 
X',Y',Z',L',M',N' 

trouver  leur  moment. 


Fig.  7. 


Désignons  par  AH,  Â'  B'  ces  deux 
segments;  menons  par  A  les  axes 
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Ax^y  Âj/j^f  Azp  parallèles  aux  axes  Oxy  Ot/,  Oz,  et  soient  AB^, 
AB,,  AB,  les  projections  de  AB  sur  ces  trois  axes.  On  aura,  d'après 
le  théorème  III, 

moment  (Â^,  Âb)  =  moment  (Â^,  ÂFj 

+  moment  (Â^,  ÂBJ) 
-4-  moment  (FF,  ÂF,) 


or,  le  segment  AB^  est  porté  par  Taxe  kx^  et  a  pour  mesure  sur  cet 
axe  le  nombre  X  ;  on  a  donc 

moment  (A'B',  ABJ  =  moment  (A'B',  AccJ.  X 

et  de  même 

moment  (Â^',  ÂbJ  =  moment  (a^',  XyX  Y, 
moment  (Â^',  ÂBJ)  =  moment  (Â^,  Âzj).  Z. 

Mais  les  coordonnées  du  point  A  étant  x,  y,  z,  celles  de  A'  étant 
x'^y'yz'y  par  rapport  au  trièdre  Ox,  Oy,  Oz,  les  coordonnées  de  A' 
par  rapport  au  trièdre  kx^  ky^  kz^  sont 

^'  —  ^)       2/'  —  Vf       z*  —Zy 

et  par  suite,  en  vertu  des  formules  qui  donnent  L,  M,  N,  nous 
aurons 

moment  (FF,  Ax,)  =  (y'  —  y)  Z'  —  (z'  —  z)  Y', 

moment  (FF,  AyJ  =  (z'  -^  z) X'  —  (x'  —  x)  Z', 

moment  (FF,  Az J  =  (x'  —  x)  Y'  —  (y'  —  y)X', 

d'où 

moment  (ÂB,  FF)  =  X  [(y'  -  y)  Z'  —  (z'  -  ;?)  Y'] 

+  Y  [(z'  —  z)  X'  —  (x'  —  x)  Z'] 

+  Z[(x'-x)Y'-(y'-y)X']; 
mais  on  a 

L'=y'Z' —  2'Y',      M' =2'X' —  x'Z',      N' =  x' Y' —  y'X', 

donc  

moment  (AB,  A'B')  =  X  [L'  —  yZ'  +  zY'j 

+  Y  [M'  —  zX'  +  xZ'] 
+  Z  [N'  —  xY'  +  yX'] 
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OU  encore 

moment  (ÂB,  ï^)  =  L'X  4-  M' Y  4-  N'Z 

+  X'  (î/Z  ^  zY) 
-f-  Y'  (zX  —  ccZ) 
+  Z'(xY— yX) 
et  comme 

L  =  y  Z  —  z  Y,      M  =  zX  —  œZ,      N  =  xY  —  yX, 

on  a  finalement 

moment  (ÂB,  ÂTbO  =  L'X  h-  M' Y  +  N'Z  +  X'L  +  Y'M  +  Z'N. 

Cas  des  axes.        Nous  avons  assimilé  les  axes  à  des  segments  unitaires.  Soient 

a,P,Y»  ^îl^^î^  ^^  coordonnées  d'un  segment  unitaire;  on  a 

a*  +   p*  +  7*  =  1, 
aX  +  Pjx  -h  Yv  =0, 

ces  six  quantités  seront  pour  nous  les  coordonnées  de  l'axe  qui  porte 
le  segment  unitaire  et  a  même  sens  que  lui;  on  voit  que  a,  ^,  y  ^^"^ 
les  cosinus  directeurs  de  l'axe  et  X,  [a,  v  ses  moments  par  rapport 
àOx,  OyyOz. 

D'après  la  définition  que  nous  avons  donnée  du  moment  d'un 
segment  ÂB  par  rapport  à  un  axe, 

XX  +  iaY  +  vZ  4-  aL  +  PM  -4-  yN 

est  la  valeur  du  moment  du  segment  ÂB  (X,  Y,  Z,   L,  M,  N)  par 
rapport  à  l'axe  (a,  p,  y>  X,  \l,  v). 
De  même  le  moment  de  deux  axes 

(a,  P,Y,  >M  l*,v)  (a',P',Y',  X',  ix',  v') 
a  pour  expression 

aV  -f-  Pix'  4-  Yv'  +  Xa'  +  \l^'  -h  vy'. 

Moment  9.  La  mécanique  n'utilise  pas  seulement  les  moments  par  rapport 

par  rapport     j^x  axes;  elle  emploie  aussi  les  moments  par  rapport  aux  points. 

poin  .  Soient  ÂB  un  segment  et  0  un  point,  élevons  au  point  0  une 

perpendiculaire  au  plan  ÂBO  et  choisissons  sur  cette  droite  l'axe  A 

qui  est  dextrorsum par  rapport  à  ÂB.  Le  moment  de  ÂB  par  rapport 

Cinématique,  2 


Représentation 
d'un  moment 

par 
un  ïtegraent. 


Fig,  8, 
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à  cet  axe  est  ce  que  Ton  appelle  le  moment  du  sejçment  AB  par 

rapport  au  point  0. 

Il  y  a  lieu  d'introduire  ici  une  représentation 
des  moments  qui  est  due  à  Cauchy.  Soit  \k  le 
moment  d'un  segment  A  B  par  rapport  à  un  axe 
quelconque  A,  on  représente  ce  moment  par  un 
segment  de  glissement  porté  par  Taxe  A,  égal  en 
longueur  à  la  valeur  absolue  de  [a,  et  dirigé  dans 
le  sens  de  Taxe  ou  le  sens  opposé  suivant  que 
[k  est  positif  ou  négatif.  En  un  mot,  [a  est  le 
nombre  qui,  sur  Taxe  A,  mesure  le  segment  représentatif  du  moment. 
Cette  représentation  des  moments  par  des  segments  ne  respecte 
pas  les  règles  de  l'homogénéité,  mais  cela  est  sans  inconvénient,  car 
nous  n'aurons  jamais  à  composer  des  segments  purs  avec  ceux  qui 
représentent  les  moments. 
Considérons  un  segment  AB,  un  point  0,  l'axe  A^  normal  en  0  au 
A/  plan  ABO  et  dextrorsum  avec  AB;  nous  avons 
dit  que  le  moment  de  AB  par  rapport  à  cet  axe 
est  le  moment  de  AB  par  rapport  au  point  0. 
Puisque  Aq  est  dextrorsum  avec  AB,  ce  moment 
est  toujours  positif  et  le  segment  OG^  qui 
représente  ce  moment  sur  l'axe  A^  a  le  sens 
même  de  A^,  il  est  lui  aussi  dextrorsum 
avec  AB. 
Ceci  posé,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème  V.  —  Le  segment  qui  représente  le  moment  d'uti  seg- 
ment  AB  par  rapport  à  un  axe  A  peut  se  construire  en  projetant 
sur  A  le  segment  qui  représente  le  moment  de  ABpar  rapport  à 
un  point  0  pris  sur  A. 

Prenons  le  point  O  pour  origine  des  coordonnées  et  A  pour  axe  Ox, 
soient  Xy  y^  z  les  coordonnées  du  point  A,  origine  du  segment 
AB,  X,  Y,  Z  les  projections  de  ce  segment,  L,  M,  N  ses  moments 
par  rapport  à  Ox,  Oy,  Oz. 

On  a,  comme  on  l'a  vu  précédemment  : 

L  — Zy-h  Y2  =  0, 
M— X2-4-Zx  =  0, 
N  — Yx-hXi/  =  0, 


Fig,  9. 
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et  L,  M,  N,  X,  Y,  Z,  étant  doDnées,1e  lieu  du  point  x,  y,  z  est  la 

droite  AB. 

En  formant  une  combinaison  li- 
néaire et  homogène  de  ces*  équa- 
tions, nous  aurons  l'équation  du 
plan  mené  par  ÂB  et  l'origine  0; 
nous  trouvons  ainsi 

Lac  -h  Mî/  +  Nz  =  0, 

Les  cosinus  directeurs  de  Taxe  Aq 
normal  en  0  au  plan  ÂOB  sont 


¥\g,  iO, 


eL 


«  = 


|/L*4-M*-hN* 


P  = 


e 


M 


|/L«  +  M»-f-N« 


ï  = 


eN 


|/L*  H-  W  -^  N* 


où  e  désigne  ±  1.  Cherchons  le  signe  qui  convient.  Le  moment  de 
AB  par  rapport  à  cet  axe  aura  pour  expression 

3         L*  +  M«  4- N'  .y:ri ît; ît* 

«L  +  pM  +  v>r  =  e  =  £  VU  +  M»  4-  N*; 

Vu  +  M'  4-  N* 

il  doit  être  positif,  puisque  Ao  est  choisi  dextrorsum  avec  AB,  donc 
e  =  4-  4  ;  et,  par  suite, 


|/L«4-M*4-N« 


P  = 


M 


|/L«  4-  M«  4-  N* 


ï  = 


N 


|/L*  4-  M*  4-  N« 


fv/ 


de  plus  la  longueur  du  segment  OG^  qui  représente  le  moment  par 
rappoti  au  point  0  (ou  par  rapport  à  A^)  est  |/l*  4-  M*  4-  N',  donc 


L  =  a  Kl*  4-  M*  4-  N* 


représente  le  nombre  qui  mesure  la  projection  OG,  sur  Ox  (ou  A) 
du  segment  OG^. 

Mais  L  est  aussi  le  moment  de  AB  par  rapport  à  Ox  (ou  A);  le 
théorème  est  donc  démontré. 

On  voit  que  L,  M,  N  sont  les  projections  du  segment  OG^  sur  les 
axes  Ox,  Ot/,  Oz. 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  joue  en  cinématique 
un  rôle  très  important,  comme  nous  le  verrons. 


Calcul 

d\in  moment 

par  rapport 

à  un  point. 
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Cherchons  à  résoudre  le  problème  suivant  : 
Un  segment  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  étant  donné,  ainsi  qu'un  point  P 
(Xq,  y^y  Zq),  trouver  ]e  moment  du  segment  par  rapport  à  ce  point. 
Il  suffit  de  trouver  les  projections  de  ce  segment  moment  sur 

les  axes  Ox,  Ot/,  Oz  ou  encore  sur 
les  trois  axes  Px',  Pt/',  Pz'  paral- 
lèles à  OxjOy,  Oz  et  issus  du  point  P, 
c'est-à-dire  encore  les  moments  du 
Jt  segment  proposé  par  rapport  aux  axes 
Px',  Pt/'  Pz'.  Soient  x,  t/,  z  les  coor- 
données du  point  Â  origine  du  seg- 
-j  ment  AB  par  rapport  au  trièdre  Ox, 
OyyOz,  Les  coordonnées  par  rapport 
au  trièdre  Px'  P«/'  Pz'  sont 


Fig.  a. 


^       ^Qy  y        !/a>  ^  —  ^o> 


ses  moments  par  rapport  aux  axes  Px',  Pt/',  Pz'  sont  donc 

(y  -  1/,)  Z  -  (z  -  z,)  Y, 
(z  —  z^)  X  —  (x  —  Xo)  Z, 

(x— Xo)Y— (i/  — i/o)Xj 
ou  encore,  eu  égard  aux  expressions  de  L,  M,  N, 


L  +  Yzo  - 

M  -f-  Zx^  — 
N+X2/0-YX0. 


Xz 


0' 


Telles  sont  les  formules  qui  donnent  les  projections  sur  les  axes 

Ox,  Oi/,  Oz  du  segment  moment  du  segment  AB  (X,  Y,  Z,  L,  M,  N) 

par  rapport  au  point  0  (x^,  y^,  z^^).  Ces  formules  sont  essentielles. 

Autre  Le  théorème  de  Varignon  est  susceptible   d'une   généralisation 

généralisation    imporlante  au  moyen  des  moments  pris  par  rapport  à  un  point. 

du  théorème     «r  .  .      ..       ,    .     i*     .• 

de  Variiçnon.    ^^^<^*  "^^^  généralisation  : 

Soient  plusieurs   segments  concourants  AB^,  ÂB,,  ...,  AB,  et 


PGp  PG,,  ...,  PG,  les  segments  qui  repré^ientent  leurs  moments 
par  rapport  à  un  point  P  arbitraire;  le  moment  PG  de  la  résul- 
tante  AB  des  segments  proposés  est  la  résultante  des  segments 
moments  PGp  PG,,  ...,  PG„. 
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Plaçons  en  effet  Torigine  des  coordonnées  au  point  Â;  les  moments 
L„  Mj,  Nj  du  segment  ÂB^  par  rapport  aux  axes  sont  nuls,  et  le 
moment  de  ce  segment  relatif  au  point  P  (oc^,  t/^,  z^^)  a  pour  projec- 
tions 

Donc,  la  somme  géométrique  de  tous  ces  segments  moments  aura 
pour  projections  les  expressions  suivantes  : 

2  (Y,z,  -  Z,y,)  =  (2Y,)  z,  -  (SZ,)  y„ 
2  (Zêo:,  -  X,Zo)  =  (2Z,)  X,  -  (SX,)  z,, 
2  (X,!/,  -  Y,x,)  =  (SX,)  I/o  -  (2  Y,)  X,. 

Or,  si  X,  Y,  Z  sont  les  projections  du  segment  ÂB,  résultante  des 
segments  proposés,  on  a 


d'où 


X  =2  X,,        Y  =2  Y,,        Z  =2  Z.. 

2(Y,r,-Z,yo)  =  Yz,-Zy„ 

2  (^«Vo  —  Yi»o)  =  Xt/o—  Ya?o, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  peut  donner  de  ce  théorème  une  démonstration  géométrique 
qui  n'est  que  l'énoncé  en  termes  géométriques  des  transformations 
analytiques  que  nous  venons  d'effectuer. 

Systèmes  de  segments.  —  Couples. 


Moment  10.  Considérons  plusieurs  segments  dans  l'espace,  S^,  S„  ...,  S., 

résultant       et  un  segment  arbitraire  S';  on  appelle  moment  résultait  du  sys- 

relatif  "~*  ~~' 

â  un  segment    ^™®  ^^^  segments  S,  par  rajpport  au  segment^'  la  somme  algébrique 
donné.        des  moments  des  segments  S,  et  du  segment  S'.  Ce  moment  résultant 
est  donc  un  nombre. 


Moment 

résultant 

par  rapport  à 

un  axe. 

Notion 
algébrique. 


Notion 
géoraéti'ique. 


Moment 

résultant  en 

un  point. 


Théorème 
fondamental. 
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Si  le  segment  S'  est  unitaire,  il  symbolise  un  axe  A,  et  le  moment 
résultant  du  système  des  segments  S,-  par  rapport  à  Taxe  A  est  la 
somme  algébrique  des  moments  de  tous  les  segments  S,-  par  rapport 
à  A;  si  l'on  désigne  par  ii.|,  [jl,,  ...,  \l^  ces  moments,  le  moment  résuU 
tant  (A  est  déûni  par  l'équation 


.=2 


l^iJ 


c'est  un  nombre.  Mais  la  représentation,  due  à  Gauchy,  des  moments 
par  des  segments,  permet  de  concevoir  d'une  autre  manière  le 
moment  résultant  d'un  système  de  segments  par  rapport  à  un  axe. 

Considérons,  en  effet,  le  moment  du  segment  S{  par  rapport  à 
Taxe  A,  on  peut  représenter  ce  moment  par  un  segment  Gj  porté 
par  A,  et  ce  segment  G^  est  mesuré  sur  l'axe  A  par  le  nombre  (Aj. 
Faisons  alors  la  somme  géométrique  de  tous  ces  segments  G^  portés 
par  A,  soit  G  le  segment  ainsi  obtenu  ;  ce  segment  G  nous  représen- 
tera le  moment  résultant  du  système  des  segments  par  rapport  à  A. 

Cette  notion  purement  géométrique  concorde  du  reste  avec  la  notion 
algébrique  du  moment  résultant  [a,  car  le  nombre  [l  est  précisément 
celui  qui  mesure  le  segment  G  sur  l'axe  A. 

Nous  savons,  en  effet,  que  si  un  segment  G  est  la  somme  géomé- 
trique de  plusieurs  autres  G^  portés  par  un  même  axe,  le  nombre  (x  qui 
mesure  G  est  la  somme  algébrique  des  nombres  [ij  qui  mesurent  les 
segments  G,.      ' 

Prenons  maintenant  un  point  P;  le  moment  résultant  du  système 
des  segments  Sj  par  rapport  au  point  P  sera  le  segment  résultant  des 
segments  qui  représentent  les  moments  des  segments  proposés  par 
rapport  au  point  P. 

On  peut,  au  sujet  de  ce  moment  résultant,  établir  la  proposition 
suivante  qui  généralise  le  théorème  V  du  n^  9  : 

Théorème  VI.  —  Soient  un  aae  A  issu  (ïun  point  0  et  OG  le 
moment  résultant  d'un  système  de  segments  par  rapport  au 
point  0;  la  projection  OG'  du  segment  OG  sur  A  est  le  moment 
résultant  du  système  par  rapport  à  l'axe  A. 


Soient,  en  effet,  0  G^  le  moment  du  segment  S<  par  rapport  a  u  point  0 , 
et  OG,'  sa  projection  sur  A;  cette  projection  OGJ  est  le  moment  de  S; 
par  rapport  à  A;  la  somme  géométrique  OG'  des  segments  OG;  figure 
donc  le  moment  résultant  des  segments  par  rapport  à  l'axe;  mais 
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Cocollaire. 


Systèmes 
équivalents. 


Coordonnées 
d'un  système 
de  segments. 


œlte  somme  géométrique  OG'  est  évidemment  la  projectioa  de  la 
résultante  OG  des  segments  OG^;  le  théorème  est  donc  démontré. 

On  déduira  de  là  le  corollaire  suivant  :  soient  trois  axes  rectangu- 
laires  Oxy  Oyy  0;;  les  moments  résultants  d'un  système  de  segments 
par  rapport  à  ces  axes  se  représentent  par  trois  segments  qui  sont  les 
projections  sur  ces  axes  du  moment  résultant  relatif  à  l'origine  0. 

H.  Soient  plu^eurs  segments  S^,  S„  ...,  S^;  si  par  voie  de  glisse- 
ment sur  eux-mêmes,  ou  par  composition  ou  décomposition  suivant 
les  règles  de  l'addition  géométrique,  on  transforme  ces  segments  en 
d'autres  S^,  S^,  ...,  S^,  le  moment  résultant  du  système  relatif  à  un 
axe  ou  à  un  point  quelconque  de  l'espace  ne  sera  pas  altéré;  cela 
résulte  du  théorème  III  du  n^  5. 

De  là  une  notion  importante,  celle  des  systèmes  équivalents.  Nous 
dirons  que  deux  systèmes  de  segments  2),  Z'  sont  équivalents  s'ils 
ont  le  même  moment  résultant  par  rapport  à  tout  axe  de  l'espace. 

Soient  S^,  S„  ...,  S^  les  segments  qui  composent  le  premier  sys- 
tème de  segments  et  X^,  Y,-,  Z^,  L^,  Mj,  N<  les  coordonnées  du  segment 
S,-;  le  moment  de  S^  par  rapport  à  l'axe  a,  P,  y>  ^>  Hi-j  v  a  pour  expres- 


sion 


XX,.  4-  ixYi  +  vZi  -f-  ahi  4-  pM<  -4-  yN.-? 


d'où  l'expression  suivante  du  moment  résultant  relatif  à  l'axe  pro- 
posé, 

2  (XX<  +  jjiYi  +  vZ^  +  aL,  4-  PM,.  4-  yN,) 

=  XSX^  4-  ixSY,.  4-  v2Z,.  4-  a2L<  4-  pSM^  4-  y^N^, 
=  §BX  4-  ^|A  4-  Sv  4-  l£a  4-  .IfcP  4^  Uy» 

où  l'on  a  posé 

a5  =  2X„      ^f  =  2Y„      S  =  2Z„ 
Ï  =  SL„      il  =  2M<,     Û  =  2N,. 

Ces  quantités  SIS,  ^,  S,  i£,  Àhy  %  sont  ce  que  l'on  appelle  les  coor- 
données du  système  de  segments  Z. 

On  voit  que  %  M>f  Vo  sont  les  moments  résultants  relatifs  aux 
axes  Ox,  Oi/,  Oz,  et  que  SIS,  ^,  S  sont  les  projections  de  la  résul- 
tante de  translation  de  tous  les  segments  considérés. 
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Cela  posé,  considérons  un  système  1',  de  coordonnées  %'fM^\Z\ 
!£',  vWi  %'  f  équivalent  au  système  Z.  Les  moments  des  deux  systè- 
mes devant  être  les  mêmes  relativement  à  tout  axe  de  l'espace,  on  a 
d'abord  pour  Ox,  Oy,  Oz  % 

et  l'équation  qui  traduit  Tégalité  des  moments  pour  un  axe  quel- 
conque (a,  P,  Y,  X,  lA,  V,) 

=  as'x  +  ^v.  +  S'v  4-  i£'*  4-  ab'p  4-  Wy 

se  réduit  à  la  suivante  : 

£6X  4-  ^IJL  4-  Sv  =  %'\  4- 1^'  |JL  4-  S'y; 
cette  égalité  devant  avoir  lieu  pour  toute  valeur  de  X,  {a,  v,  on  a 

%^  =  a;,    ^'  =  ^,    2'  =  z. 

Ainsi  :  daux  systèmes  équivalents  ont  les  mêmes  coordonnées. 

Projections         Calculons  le  moment  résultant  d'un  système  de  segments  Z  par 

du  moment     rapport  à  un  point  P  {x^^  y^y  z^)  de  l'espace. 

système  ea  un       ^o\xs  savons,  d'après  le  n^Q  (p.  20),  que  les  nombres  qui  mesurent 

point         sur  les  trois  axes  Ox^Oy^  Oz  les  projections  du  moment  d'un 

deTespace.     segment  X,YiZ,.,  L^M^N^  par  rapport  au  point  x^y^^z^^  ont  pour 

expressions  : 

[Xi,x  =  Li  4-  Y.^o  —  Z<î/o> 

Ky  =M<  4-  ZiX^  —  Xf^o» 

Les  projections  du  moment  résultant  sont  donc 

jjLy  =  11)  4-    ScCç  —  âS^o» 

IA,=  U  4-  9St/^— ^ja?o, 

formules  importantes,  sur  lesquelles  il  y  a  lieu  d'attirer  dès  main- 
tenant l'attention. 

On  voit  par  ces  formules  que  le  moment  rôsullant  en  un  point  ne 
fait  intervenir  que  les  coordonnées  du  système  de  segments,  ce  qu'il 
était  facile  de  prévoir. 
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Moment  La  considération  des  systèmes  de  segments  donne  lieu  à  une  belle 

^^  extension  de  ]a  notion  de  moment. 

deux  systèmes        «  .      .    ,  .1  «     «i  ,  . 

de  se'^^ments.        Soient  deux  systèmes  2,  2  ,  prenons  un  segment  dans  chacun 

d'eux  et  formons  la  somme  algébrique  des  moments  de  tous  les 
groupes  possibles  de  deux  segments  ainsi  choisis;  cette  somme  est, 
par  définition,  le  moment  des  deux  systèmes  de  segments. 

moment  (2,  2')  =Zj  moment  (s,.,  Sj), 

où  S{  est  un  segment  pris  dans  2  et  S/  un  segment  pris  dans  2'.  On 
a  donc  aussi  (p.  17) 

moment  (2,  2')  =2  (X^L'  +  Y,M;  +  Z^NJ  +  XjL,.  +  YjM^  -*-  ZjN.). 

u 

Groupons,  dans  le  second  membre,  tous  les  termes  ayant  même 

indice  j,  et  appelons  %,  ^,  2,  %  M)y  %  les  coordonnées  de  2,  nous 


avons 


moment  (2,  2')  =  %^  LJ  +  ^^  ^J  +  ^2  ^^ 

j  J 

J         J         J 

Introduisons  encore  les  coordonnées  9ê',  ^',  S',  i£',  tlb',  %'  de  2' 
et  nous  aurons  finalement 

moment  (2,  2')  =  %^'  -f-  ^JW>'  -4-  Z%' 

Lorsque  le  moment  relatif  de  deux  systèmes  de  segments  est  nul, 
on  dit  que  ces  deux  systèmes  sont  en  involution. 

Rien  n'empêche  dans  les  calculs  qui  précèdent  de  supposer  que  2' 
soit  équivalent  à  2,  la  formule  se  simplifie  alors  et  donne 

moment  (2,  2')  =  2  (Ï9ê  +  Jlt^  +  US); 

on  peut  appeler  cette  expression  Yautomoment  du  système  2. 

Observons  que  si  2'  est  entièrement  identique  à  2,  les  segments 
Sj  sont  les  mêmes  que  les  Sj,  et  dans  notre  évaluation  de  la  somme 
des  moments,  chaque  moment  figure  deux  fois. 

Donc  la  somme  des  moments  des  segments  Sj  pris  deux  à  deux  est 
égale  seulement  à 


Invarlsinls 
d'on  système 
de  segments. 


Systèmes 
réductibles 
à  un  segment 
.  unique. 
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Ceci  nous  prouve  que  l'expression  précédente,  que  nous  représen- 
terons par  3êy  est  un  invariant  à  plusieurs  titres  : 

1<>  Au  point  de  vue  d'une  transformation  des  coordonnées; 

29  Au  point  de  vue  de  la  substitution  au  système  Z  d'un  système 
équivalent. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

La  somme  des  moments  des  segments  d^un  système  pris  deux  à 
deux  reste  invariable  si  Von  remplace  le  système  par  un  système 
équivalent. 

Au  lieu  de  moments  on  peut  parler  de  tétraèdres  et  dire  : 

La  sotnme  des  tétraèdres  construits  sur  les  segmeiits  d'un  sys- 
tème pris  deux  à  deux  est  invariable  si  Von  remplace  le  système 
par  un  autre  équivale^it. 

Nous  rencontrerons  plus  loin  un  cas  particulier  de  ce  théorème  dû 
à  Chasles,  qui  marque  l'introduction  des  tétraèdres  dans  cette  pailie 
de  la  théorie  des  segments. 

La  considération  de  la  résultante  de  translation  nous  fournit  encore 
un  invariant  dans  la  somme 

nous  prendrons  pour  Si  la  valeur  positive 


Le  quotient 


0i  =  i/as*  4-  '\y  +  zy 


est  aussi  un  invariant;  il  représente  une  lij^ne,  car  ^  est  une  ligne 
et  36  est  un  volume.  Nous  donnerons  à  h  le  nom  de  paramètre. 

Nous  allons  examiner  deux  cas  particuliers  de  systèmes  de  segments. 

Le  premier  c'est  celui  où  l'automoment  est  nul,  sans  que  %^  ^1.,  S 
le  soient. 

On  a,  dans  ce  cas, 

Ce  qui  prouve  que  l'on  peut  regarder  âS,  ^,  S,  i£,  Ah^  Tb  comme 
les  coordonnées  d'un  segment  S.  D'après  la  notion  même  de  l'équiva- 
lence, le  système  est  alors  équivalent  à  ce  segment  unique. 
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Réciproquement,  si  le  système  Z  est  équivalent  à  un  segment  uni- 
que Xy  Yy  Z,  L,  M,  N,  la  condition  d'équivalence  donne 

%  =  X,      ^=Y,       S  =  Z,       i£  =  L,       ai>  =  M,       U  =  N, 

et  comme  LX  -f-  MY  -h  NZ  =  0,  on  a 

!i%  -h  M^  H-  US  =  0. 

Ainsi,  36^=0  (sans  que  %j  ^,  Z  soint  tous  nuh),  c'est  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  système  S  soit  réductible 
à  un  segment  unique. 

Couple.  12.  Examinons  maintenant  le  cas  où  l'on  aurait 

%  =  0,     ^  =  0,     s  =  o, 

sans  que  %  M>i  Yb  soient  tous  nuls.  Dans  ce  cas,  la  résultante  de 
translation  du  système  est  nulle.  Un  tel  système  de  segments  a  été 
étudié  par  Poinsot  sous  le  nom  de  couple. 
Si  Ton  se  reporte  aux  formules 

^=%    4-  Sgî/o  —  ^^01 

qui  donnent  le  moment  résultant  du  système  %^  ^,  Z,  ï,  «.Ib,  %  en 
un  point  a;^,  y^y  z^  de  l'espace,  on  voit  que,  pour  un  couple,  elles  se 
réduisent  à 

|ji,  =  i£,      |jiy  =  ^Ib,      [A,  =  11. 

Momeot  On  peut  donc  définir  un  couple  comme  un  système  de  segments 

d'un  couple,    qui  a  même  moment  résultant  en  tous  les  points  de  l'espace.  Ce 

moment  résultant  constant  e.st  ce  que  l'on  appelle  moment  du  couple. 
Il  est  représenté  par  le  segment  dont  $,  ^Ib,  %  sont  les  projections 
sur  les  axes  de  coordonnées.  Pour  avoir  le  moment  d'un  couple,  par 
rapport  à  un  axe  \  on  peut,  suivant  la  méthode  générale  du  n^  10, 
prendre  le  moment  par  rapport  à  un  point  0  de  cet  axe  et  le  pro- 
jeter sur  A.  Donc  : 

Le  moment  d'un  couple  par  rapport  à  un  axe  A  s'obtient  en 
projetant  sur  cet  axe  le  moment  du  couple.  On  en  peut  conclure 
que  pour  deux  axes  parallèles  et  de  même  sens  les  moments  d'un 
couple  sont  égaux. 


Équivalence 

de  la  définition 

donnée 

du  couple 

et  de  celle  de 

Poinsot. 
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Pour  que  le  moment  du  couple  par  rapport  à  A  soit  nul,  il  faut  et  il 
suffit,  d'après  ce  qui  précède,  que  A  soit  rectangulaire  avec  le  seg- 
ment qui  représente  le  moment  du  couple. 

Tout  plan  normal  au  moment  du  couple  porte  le  nom  de  plan  du 
couple. 

Proposons -nous  de  trouver  deux  segments  S,  S'  formant  un 
système  équivalent  au  couple. 

Menons  un  axe  quelconque  A  qui  coupe  S  et  S'  ;  le  moment  résul- 
tant par  rapport  à  A  est  nul;  donc  A  est  parallèle  au  plan  du  couple. 
Ainsi,  toute  droite  qui  coupe  S  et  S'  est  parallèle  au  plan  du  couple. 
Il  en  résulte  évidemment  que  S  et  S'  sont  contenus  dans  un  même 
plan  du  couple.  De  plus,  ils  ne  peuvent  s'y  couper,  sans  quoi  ils 
auraient  une  résultante  unique  non  nulle.  Ils  sont  donc  paral- 
lèles, et  comme  leur  résultante  de  translation  est  nulle,  puisque 
leur  ensemble  est  équivalent  au  couple,  ils  doivent  être  égaux, 
parallèles  et  de  sens  opposés,  sans  pour  cela  être  dii*ectement 
opposés. 

Prenons  dès  lors  un  point  0  sur  le  segment  S' ,  menons  par  0  le 
segment  OG  qui  représente  le  moment  du  couple,  le  moment  de 
S  par  rapport  au  point  0  doit  être  représenté  par  OG. 

Supposons  réciproquement  cette  condition  remplie;  je  dis  que  S,  S' 
forment  un  système  équivalent  au  couple  proposé. 

En  elTet,  le  système  des  deux  segments  forme  évidemment  un 
couple,  puisque  leur  résultante  de  translation  est  nulle.  Ce  couple 

admet  au  point  0  le  même  moment 
OG  que  le  couple  proposé,  donc  il 
admet  en  chaque  point  de  Tespace  ce 
moment  0  G,  et  est  ainsi  équivalent 
au  couple  proposé. 

On  voit,  en  résumé,  que  tout  couple 
peut  être  réalisé  d'une  infinité  de  ma- 
Fig,  i2,  nières  par  un  système  de  deux  seg- 

ments égaux,  parallèles  et  de  sens  opposés,  assujettis  seulement  aux 
conditions  suivantes  : 
lo  Leur  plan  doit  être  un  plan  du  couple; 

2^  Le  moment  de  l'un  des  deux  segments  par  rapport  à  un  point 
de  l'autre  doit  être  un  segment  égal  et  parallèle  au  moment  du 
couple. 
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Remarque.  —  Cette  manière  de  présenter  les  choses  rend  intuitives 
ces  propositions  d'après  lesquelles  un  couple  peut  être  transporté  dans 
son  plan  ou  dans  des  plans  parallèles,  et  peut  être  modifié  pourvu  que 
le  produit  du  segment  par  le  bras  de  levier  reste  constant. 

La  démonstration  de  ces  propositions  est  nécessaire  quand  on  se 
place  au  point  de  vue  de  Poinsot,  pour  qui  un  couple  ne  fut  jamais 
qu'un  système  de  deux  segments  égaux,  parallèles,  et  de  sens 
opposés. 

Il  y  a  cependant  avantage  à  introduire  la  définition  plus  générale 

d'où  nous  sommes  partis.  L'application  suivante  va  le  montrer. 

Aire  Considérons  un  polygone  fermé  gauche  ou  plan  P  P,P|P, ...  P«P 

le  Id  projection  et  attribuons  à  ce  polygone  un  sens  de  parcours,  soit  le  sens  P,  Pj, 
d*un  contour,    p  p     p 

Envisageons  alors  le  système  de  segments  PPj,  P|P,, ...,  P»_i  P„ 
P,P.  Ces  segments  forment  un  système  fermé  ;  leur  système  est  un 
couple.  Soit  G  le  moment  de  ce  couple. 
Prenons  maintenant  un  axe  quelconque  A,  et  un  plan  7;  normal  à 

cet  axe;  projetons  orthogonalement  le 
contour  précédent  sur  le  plan  ir,  nous 
obtiendrons  le  polygone  plan  P'P^  ... 
PiP';  nous  avons  déjà  vu  que,  par  rap- 
port à  A,  le  moment  de  P{P<+i  est  égal  au 

moment  du  segment  P,-P<  +  i,  c'est-à-dire 

^  **  au  double  de  l'aire  du  triangle  OP;  P;  +„ 

^*  ^^*  où  0  est  le  pied  de  l'axe  A  sur  le  plan  x. 

Les  aires  de  ces  triangles  sont,  du  reste,  affectées  de  signes  d'après 
la  convention  habituelle  pour  les  moments.  La  somme  algébrique  de 
ces  triangles  a  pour  expression  l'aire  (affectée  d'un  signe)  du  poly- 
gone P'P[P^....  PmP'.  Mais  cette  somme  est  aussi  la  moitié  du 
moment  résultant  du  couple  par  rapport  à  l'axe  A,  moment  que  l'on 
obtient  en  projetant  G  sur  cet  axe.  On  voit  donc  que  la  projection  du 
moment  du  couple  G  sur  un  axe  quelconque  A,  représente  le  double 
de  l'aire  de  la  projection,  sur  un  plan  t:  normal  à  A,  du  contour  de 
l'espace  qui  donne  naissance  au  couple. 

Au  lieu  d'un  polygone  on  pourrait  envisager  un  contour  curviligne, 

à  la  condition  de  le  regarder  comme  la  limite  d'un  polygone  inscrit. 

Tout  contour  fermé  doué  d'un  sens  de  parcours  donne  donc  lieu  à 

un  couple  dont  le  moment  projeté  sur  un  axe  A  fournit  le  double  de 


Plan  orienté. 
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Taire,  affectée  d'un  signe,  de  la  projection  de  ce  contour  sur  un  plan 
normal  à  A. 

En  appelant  [a  la  longueur  du  moment  du  couple,  construisons 
dans  un  plan  du  couple  un  cercle  de  rayon  égal  à 


v^= 


la  projection  de  ce  cercle  sur  un  plan  quelconque  aura  la  même  aire 
que  la  projection  du  contour  proposé. 

La  valeur  obtenue  pour  Taire  de  la  projection  d'un  contour  sur  le 
plan  normal  à  un  axe  quelconque  a  été  affectée  d'un  signe.  Ce  signe 
est  lié  au  sens  de  parcours  de  la  projection  du  contour  : 

On  dit  qu'un  plan  est  orienté  si  un  axe  est  choisi  sur  la  perpendi- 
culaire à  ce  plan.  Le  sens  de  rotation  direct  dans  le  plan  est,  par 
définition,  le  sens  de  rotation  de  gauche  à  droite  pour  un  observateur 
traversé  des  pieds  à  la  tète  par  cet  axe. 

Dans  un  plan  orienté.  Taire  limitée  par  un  contour  parcouru  dans 
un  certain  sens  a  le  signe  +  ou  le  signe  —  suivant  que  le  sens  de 
parcours  du  contour  est  le  sens  direct  ou  le  sens  inverse. 

II  est  facile  de  voir  que  le  signe  fixé  précédemment  pour  Taire  de 
la  projection  du  contour  fermé  est  celui  que  la  définition  donnée  en 
dernier  lieu  conduit  à  adopter. 


Composition 
des  systèmes 
de  segments. 


12^'**  Soient  Z,  I'  deux  systèmes  de  segments;  Tensemble  de  ces 
deux  ensembles  de  segments  constitue  un  système  qu^on  appelle  le 
système  résultant  des  deux  autres. 

D'après  la  définition  même  des  moments  résultants  on  voit  que  : 

Le  moment  résultant  par  rapport  à  un  axe,  du  système  Z',  qui 
résulte  de  la  composition  des  systèmes  Z,  S',  est  la  somme  des 
moments  résultants  de  Z,  Z'  par  rapport  à  cet  axe. 

Le  moment  résultant  de  Z'  en  un  point  est  la  somme  géomé- 
trique des  moments  résultants  des  systèmes  Z,  Z'  en  ce  point. 

De  même  la  résultante  de  translation  de  Z'  est  la  somme  géo- 
métrique des  résultantes  de  trafislation  de  Z,  Z'. 

Par  suite  : 

Les  coordonnées  du  système  résultant  des  systèmes  Z,  Z'  sont  les 
sommes  des  coordonnées  con^espondantes  des  sytèmes  Z  eC  S' . 
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Composition        Considérons  le  cas  de  deux  couples 

des  couples. 

0,    0,    0,    %  il,  %, 
0,    0,    0,    Ï',JV,W. 

Le  système  résultant  est  un  couple  dont  le  moment  est  la  somme  géo- 
métrique des  moments  des  deux  couples. 

On  arrive  ainsi,  d'une  manière  intuitive,  à  la  règle  de  la  composi- 
tion des  couples  énoncée  par  Poinsot. 

Réduction  à         Gomme  application  nous  allons  traiter  deux  problèmes  importants 

leuz  segments.  ^^  j^^  composition  des  systèmes  de  segments. 

Proposons-nous  d'abord  de  trouver  deux  segments  S^,  S,  formant 
un  système  équivalent  à  un  système  donné. 

Désignons  par  %y  ^,  S,  ^,  JV>,  %  les  cooi*données  du  système  et 
prenons  pour  inconnues  les  coordonnées  X^,  Y^,  Zp  L^  M^,  N^; 
Xj,  Y„  Z,,  L,,  M,,  N,  des  segments  S^  et  S,. 

Les  conditions  exprimant  l'équivalence  sont  : 

î£  =  L,  +  L„      Jl  =  M,  -+-  M„      U  =  N,  +  N„ 
9ê  =  X^  4-  X.,       ^  =  Y,  +  Y„       2  =  Z,  +  Z,. 

Rappelons  en  outre  les  relations 

L,X,+  MJj  +  N,Z,=  0,      L,X, 4-  M,Y,  +  N,Z,=  0. 

En  tirant  X„  Y,,  Z„  L„  M„  N,  des  six  premières  équations  pour 

les  porter  à  la  dernière,  on  trouve 

(a5-X0(iC-L,)  +  W-Y0(il-M,)  +  (S-Z,)(%-N,)=O, 

ou,  en  tenant  compte  de  Lj  X^  4-  M^  Yj  +  Nj  Z,  =  0, 

36  -  (ÏX,  +  .11  Yj  +  UZ,  +  %h,  +  ^M,  +  SN,)  =  0. 

Soient  a^  ^p  Yi'  \^  l^i>  "^t  ^^  coordonnées  d'un  axe  portant  le  seg- 
ment S|  et  soit  a^  le  nombre  qui  mesure  S|  sur  cet  axe;  on  a,  d'après 
une  remarque  déjà  faite, 

X,  =  a^Sj,      Y4  =  p^Sp      Zj  =  Yi«ii 
Lj  =  X^Sj,     Mj  =  [x^a,,     Nj  =  >t^s^. 

L'équation  précédente  donne  donc 

(1)    2f«  -  {U,  -h  .Ibp,  +  Uyi  +  3SX,  +  %\L,  +  SvO  a,  =  0, 

égalité  qui  permet  de  calculer  a^  connaissant  a^  ^^  Yi)  ^v  V'v  'U' 
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Le  segment  S^  étant  dès  lors  connu,  les  coordonnées  de  S,  s'en 
déduisent  immédiatement. 

On  voit,  en  conséquence,  que  Von  peut  toujours  trouver  deuao 
segments  Sp  S,  formant  un  système  équivalent  à  un  système 
donné  et  dont  Vun  soit  porté  par  un  axe  arbitrairement  choisi. 

.  Notons  cependant  que  si 
(2)  if  a,  -+-  A\>^,  4-  Uyi  +  %\  +  ^J IX,  +  Sv,  =  0, 

Téquation  (1)  ne  détermine  plus  5p  il  y  a  impossibilité.  Or,  Téqua- 
tion  (2)  exprime  que  le  moment  du  système  proposé  par  rapport  à 

Taxe  (ap  ^p  Yi'  ^'t»  V-a  ^i)  ^^^  ^u^*  Nous  voyons  ici  apparaître  pour 
la  première  fois  ces  axes  remarquables  introduits  par  Môbius  :  les 
axes  de  moment  nul.  Le  problème  précédemment  résolu  est  impos- 
sible si  Ton  assujettit  le  segment  S,  à  être  porté  par  un  axe  de 
moment  nul. 
Théorème  Supposons  que  Ton  ait  réduit  de  deux  manières  le  système  Z  à 

de  Chasles.  j^y^^  segments  Sp  S,  d'une  part  et  SJ,  SJ  d*auti*e  part.  L'invariant 
36  est  le  moment  de  S,  et  de  S,,  c'est  aussi  celui  de  S|  et  S^  ;  en  par- 
lant de  tétraèdres  au  lieu  de  moments  on  arrive  à  ce  théorème  de 
Chasles  : 

Si  Von  a  réduit  de  deux  manières  un  système  de  segments  à 
un  ensemble  de  deux  segments  Sp  S,  et  Sp  S^,  les  tétraèdres 
(Sp  S^)  et  (Sp  Si)  sont  égauxc  en  grandeur  et  en  signe. 

On  voit  que  S,,  S,  sont  dextrorsum  ou  sinistrorsum  selon  que 
96  est  positif  ou  négatif.  Nous  verrons  plus  loin  que  les  systèmes  de 
segments  forment  deux  grandes  catégories;  les  uns  pour  lesquelles 
3{'  ->-  0,  les  autres  pour  lesquelles  36  -<  0. 

On  doit  observer  que  les  deux  segments  S^  S,  ne  peuvent  se 
couper,  sans  quoi  on  aurait  une  résultante  unique.  Dans  ce  cas  % 
serait  nul  et  s,  aussi;  le  segment  S,  n'existerait  pas. 

Théorème.  —  Démontrons  encore  la  proposition  suivante  que  nous 
retrouverons  plus  loin  sous  une  autre  forme  : 

Supposons  qu'on  ait  réduit  de  deux  manitires  un  système  de 
segments  à  deux  S],  S^  et  Sp  S^.  Ces  segments  sont  portés  par 
quatre  génératnces  d'un  même  système  d*une  surface  du  second 
degré. 
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Rédaction 
à  nn  segment 

unique  "' 
et  à  un  couple. 


Soit,  en  eflet^  une  droite  A  qui  coupe  S^  S,,  S^;  comme  A  coupe 
Sp  S,  le  moment  résultant  du  système  par  rapport  à  A  est  nul,  A  est 

un  axe  de  moment  nul.  Il  faut 
donc  que  le  moment  résultant  de 
S[y  S^,  par  rapport  à  A,  soit  aussi 
nul.  Mais  S^  coupe  A,  donc  S^ 
doit  aussi  couper  A.  Ainsi  :  toute 
droite  A  qui  coupe  Sj,  S„  SJ 
coupe  aussi  SJ.  Nous  avons  vu 
que  Sj  ne  peut  couper  S^;  on 
suppose  S|  porté  par  un  axe  arbi- 
traire, qui  ne  coupe  ni  S^  ni  S,. 


Fig.  U. 


Donc  le  lieu  de  A  est  une  surface  de  second  degré  et  Sp  S,,  Sî,  S^ 
sont  portés  par  quatre  génératrices  d'un  même  système  de  cette 
surface.  On  observera  que  les  génératrices  de  Tautre  système  sont 
des  axes  de  moment  nul. 

Le  théorème  tombe  en  défaut  si  SJ  coupe  S^  ou  S,.  Supposons  que 
S|  coupe  S|  en  un  point  0^  je  dis  que  S,  et  S^  se  coupent  en   un 

point  O,.  Menons,  en  effet,  un  plan  par  0^  et 
par  la  droite  S,  ;  toute  droite  A  issue  de  0^  dans 
ce  plan  coupe  S^,  SJ  et  S„  elle  coupe  donc  SJ; 
il  faut,  en  conséquence  (puisque  S^  ne  peut 
passer  par  0^,  sans  quoi  ell*  couperait  S^), 
que  S^  soit  dans  le  plan  considéré.  Ainsi  S,  et 
S^  sont  dans  un  même  plan  passant  par  0^  ;  elles 
se  coupent  donc  en  un  point  0,,  et  Ton  ver- 
rait que  le   plan   de  S^  et  de  S[  passe  aussi 

1*3.  Proposons-nous  actuellement  de  réduire  un  système  de  seg- 
ments à  un  segment  unique  et  à  un  couple. 

Soient  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  coordonnées  du  segment  S  et  0,  0,  0, 
L',  M',  N'  celles  du  couple  G'. 

96,  ^,  %y  %  «jW?,  %  désignant  comme  précédemment  les  coordon- 
nées du  système  de  segments,  on  aura,  d'après  les  conditions  d'équi- 
valence, 

9S  =  X,      ^j  =  Y,      S  =  Z; 

2  =  L-t.  U,      it  =  M-i-M',      U=N  4-  N'. 
Cinématique.  3 
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On  voit  d'abord  que  X,  Y,  Z  sont  déterminés. 

Donc  la  longueur  et  la  directioyi  du  segment  S  sont  déterminées 
indépendamment  du  couple  G\ 

L  M  N  doivent  vérifier  la  relation 

LX  -f-  MY  4-  NZ  =  0, 

donc 

(!£  -  L')  §6  +  at>  -  M')  ^  +  (U  -  N')  S  =  0, 
ou 

5f6  -  {V%  +  M'^  4-  N'S)  =  0. 

Le  couple  G'  étant  choisi  arbitrairement  parmi  ceux  qui  vérifient 
la  relation  précédente,  le  se^^ment  S,  qu'il  faudra  lui  adjoindre  pour 
former  un  système  équivalent  au  système  proposé,  sera  entièrement 
déterminé;  ses  coordonnées  sont,  en  effet, 

X=âS,   Y=:^,    Z=S,   L=i£-L',   M=Jl>-M',   N=U-N'. 

Nous  allons  interpréter  la  relation  à  laquelle  doivent  satisfaire  les 
coordonnées  du  couple  6'.  Nous  avons  posé 


et,  comme  dl  êH  différent  de  zéro,  *le  système  n'étant  pas  un  couple, 
on  peut  écrire 

Cette  équation  exprime  que  la  projection  du  moment  du  couple  G' 
sur  la  résultante  de  translation  du  système  Z  a  une  valeur  déter- 

minée  ^  »  ou  si  l'on  veut  que  le  moment  du  couple  G'  par  rapport  k 

t/V 

tout  axe  qui  a  la  direction  de  la  résultante  de  translation  a  une  valeur 
donnée. 

On  pourra  donc  se  donner  arbitrairement  le  plan  du  couple,  c'est- 
à-dire  les  cosinus  directeurs  de  l'axe  du  couple  auxquels  L' ,  M' ,  N' 
sont  proportionnels;  la  longueur  du  moment  du  couple  se  trouve 
déterminée.  Observons  toutefois  que  le  plan  du  couple  ne  saurait  être 
parallèle  à  la  résultante  de  translation. 

Nous  avons  ainsi  réalisé  la  réduction  à  un  segment  et  à  un  couple 
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Réduction 
canonique. 

Axe  central. 


d'un  système  de  segments  en  nous  donnant  le  couple;  proposons- 
nous  au  contraire,  étant  donné  le  segment  lui-même,  de  déter- 
miner le  couple  qu'il  faudra  lui  adjoindre.  Le  segment,  dont  nous 
connaissons  les  projections,  sera  déterminé  si  l'on  se  donne  un  point 
de  la  droite  qui  le  porte. 

Soient  x,  t/,  z  les  coordonnées  d'un  point  P  par  où  passe  le  seg- 
ment S. 

Les  coordonnées  du  segment  S  sont 


%.    ^J 


y-ljz,      %z-^%x,      '\^.x  —  %y. 


Le  moment  du  système  au  point  P  se  réduit  au  moment  du  couple 
G',  puisque  le  segment  passe  par  P;  or,  on  a  vu  que  le  moment 
d'un  système  en  un  point  P  a  pour  projections  : 

if  +  %^z  -  St/, 

Ces  expressions  représentent  donc  les  projections  du  moment  du 
couple  au  point  P;  et,  comme  le  moment  d'un  couple  est  le  même  en 
tous  les  points  de  l'espace,  ce  sont  les  projections  du  moment  du 
couple.  On  a  donc 

L'  =  ï  +  \]^z  -  %y, 
W  =â\>  +  Zx  —  %z, 
N'=U  -^%y^<\^x. 

Ces  formules  résolvent  complètement  le  problème  proposé. 

Ainsi  l'on  peut  se  donner  soit  la  position  du  segment  S  dont  la  lon- 
gueur et  la  direction  sont  données,  soit  le  plan  du  couple,  à  la  condi- 
tion qu'il  ne  soit  pas  parallèle  à  la  résultante  de  translation. 

Entre  tous  les  choix  que  l'on  peut  faire  pour  le  plan  du  couple,  il 
en  est  un  particulièrement  remarquable,  c'est  celui  d'un  plan  normal 
à  la  direction  de  la  résultante  de  translation. 

On  prendra  dans  ce  cas  L',  M',  N'  proportionnels  à  SIS,  ^,  S. 

Cherchons  alors  à  déterminer  le  segment  S,  ou  plutôt  sa  ligne 
d'action,  nous  avons 

l/_m;     N' 


s 
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c*est-à-dire 

%  ""  5  ~  S 

Multiplions  les  deux  termes  de  chaque  rapport  respectivement  par 
%  ^  S  et  ajoutons,  il  vient  pour  la  valeur  commune  de  ces  rapports  : 

et  par  suite,  on  a 

ce  qui  détermine  la  ligne  d'action  du  segment  S. 
On  appelle  cette  droite  Vaxe  cefxiral. 
Les  coordonnées^du  segment  porté  par  Taxe  central  sont 

9S,  ^},  Zy      ï  -  h%y      Ah  —  /i^f,      %  -  hZ, 
et  celles  du[|couple  correspondant 

0,    0,    0,      h%y    h^,    hZ. 

Le  moment  de  ce  couple  a  donc  la  direction  même  de  la  résul- 
tante de  translation  si  /i  >-  0,  ce  qui  revient  à  ^  >-  0,  et  la  direction 
opposée  si  h  -<  0,  c'est-à-dire  si  3fe  -<  0. 

Il  est  bon  de  faire  i^marquer  que  si  le  système  est  réductible  à  un 
segment  unique,  ^est  nul  et  l'axe  central  devient  la  droite  qui  porte 
le  segment  unique  équivalent  au  système. 

Vis.  Considérons  un  système  de  segments  qui  soit  unitaire,  c'est-à-dire 

dont  la  résultante  de  translation  ait  la  longueur!.  Un  tel  système  a 
reçu  le  nom  de  vis.  La  considération  en  a  été  introduite  par  M.  Bail. 
Soient  a,  h,  c,  l,  m,  n  les  coordonnées  d'une  vis,  on  a 

a*  +  5*  4-  c*  =  1, 
et  l'invariant  3é  se  réduit  à 

h  =  al  -h  hm  •+-  en, 
c'est-à-dire  au  paramètre  qui  s'appelle  aussi  le  pas  de  la  vis. 
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Il  y  a  deux  sortes  de  vis  :  les  vis  dextrorsum  pour  lesquelles 
h  >-  0,  les  vis  sinistrorsum  pour  lesquelles  h  -<  0. 

Si  /i  =  0,  les  coordonnées  a,  &,  c,  ly  m,  n  deviennent  celles  d*un 
segment  unitaire,  c'est-à-dire  d'un  axe.  Ainsi  une  vis  dégénère 
en  un  axe,  de  même  qu'un  système  de  segments  dégénère  en  un 
segment. 

CSonsidérons  maintenant  un  système  de  segments 

%y  ^J.,  S,    î£,  Àh,  %; 

il  est  clair  que  si  Ton  multiplie  ou  divise  par  un  même  nombre  positif 
tous  les  segments  qui  le  composent,  ses  coordonnées  sont  multipliées 
ou  divisées  par  ce  nombre. 

Divisons,  en  particulier,  par  KJC*  -f-  Hl'  +  3'  =  tîl,  ou  par  le 
module  du  système  de  segments,  comme  on  dit  quelquefois;  les 
coordonnées  du  système  deviendront 

^   ]f  S    a    ai,  % 

ift'  iil'  à'  iK'   3l'  ih' 

• 

Ce  sont  les  coordonnées  d'une  vis. 

Ainsi,  en  divisant  par  Si  les  longueurs  de  tous  les  segments,  le 
système  de  segments  devient  une  vis.  On  peut  énoncer  ce  fait  en 
disant  que  tout  système  de  segments  résulte  du  produit  d'une  vis 
par  un  nombre  positif. 

Cette  proposition  est  à  rapprocher  de  la  suivante  :  Tout  segment 
est  le  produit  d'un  segment  unitaire  (un  axe)  par  un  nombre 
positif. 

Nous  dirons  de  la  vis  qu'elle  porte  le  système  de  segments  qu'on 
peut  en  déduire  par  multiplication. 

Les  équations  qui  donnent  l'axe  central  contenant  %,  ^,  Zy  ï,  âhy  % 
sous  forme  homogène,  l'axe  central  du  système  est  l'axe  même  de  la 
vis  qui  le  porte;  le  pas  de  la  vis  h  a  pour  expression 

c'est  donc  le  paramètre  du  système  de  segments. 

Le  système  est  dextrorsum  ou  sinistrorsum  selon  que  la  vis  qui 


Torseui* 
et  dynamo. 


Équation 

d8s  axes  de 

moment  nul. 
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le  porte  est  dextrorsum  ou  smistrorsum,  c'est-à-dire  selon  que  SC 
est  positif  ou  négatif. 

On  a  été  amené  à  donner  le  nom  de  vis  aux  systèmes  particuliers 
que  nous  venons  d'étudier  par  la  considération  suivante  : 

Supposons  que  les  segments  soient  des  forces  agissant  sur  un  sys- 
tème de  points  géométriques  invariablement  liés  entre  eux  et  de 
masses  nulles. 

Représentons-nous  le  système  réduit  au  segment  S{.  et  à  un  couple  d 
dont  le  plan  soit  normal  à  îR.  Si  3f6  >-  0,  le  moment  du  couple  G  a  le 
sens  de  31,  et  pour  un  observateur  traversé  des  pieds  à  la  tête  par  iR, 
reflet  du  système  de  forces  se  compose  d'une  traction  de  bas  en  haut 
et  d'un  mouvement  de  rotation  de  gauche  à  droite.  Les  points  du 
corps  mobile  décrivent  donc  des  arcs  d'hélices  de  même  pas; 
l'effet  des  forces  sera  d'imprimer  au  corps  un  mouvement  de  toi'sion 
analogue  à  celui  d'une  vis  dans  son  écrou,  la  vis  étant  dextrorsum. 

Si  ^1  -<  0  la  rotation  est  de  droite  à  gauche;  la  vis  directrice  du 
mouvement  est  sinistrorsum. 

L'utilité  de  la  considération  des  vis  apparaîtra  encore  plus  claire- 
ment  lorsque  nous  appliquerons  les  propriétés  des  segments  à  la 
théorie  du  déplacement  d'un  corps  solide.  Qu'il  nous  suffise  de  rap- 
peler que  Bail  a  appelé  torseur  et  Plucker  dyname  l'ensemble  des 
forces  appliquées  à  un  corps  solide. 

La  théorie  des  segments  interprétés  comme  des  forces  devient  celle 
des  torseurs  ou  des  dynamos,  dont  les  principes  remontent  au  célèbre 
traité  de  statique  de  Poinsot. 

Nous  avons  eu  l'occasion  de  parler  plus  haut  des  axes  de  moment 
nul  relatifs  à  un  système  de  segments.  Ces  axes  sont  définis  par 
l'équation 

Introduisons  les  coordonnées  du  segment  S  de  la  réduction  cano- 
nique, porté  par  l'axe  central 

as,  ^j,  S,    ^-h%y    .ii-/tqj,    %-/tS, 

on  pourra  écrire  ainsi  l'équation  précédente 
(i-/iaî)a-4-ai-MI)3  +  (%-/«S)Y 
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On  voit  que 

représente  le  moment  par  rapport  à  Taxe  A  considéré  du  segment  S; 
d'un  autre  côté,  %(x,  -f-  ^&  +  S  y,  c'est  la  projection  de  ce  même 
segment  S  sur  l'axe  A;  la  condition  pour  qu'un  axe  A  soit  de  moment 
nul  peut  donc  s'écrire  : 

moment  (S,  a)  +  h  proj.  (S,  a)  =  0, 

équation  qui  ne  contient  plus  explicitement  les  coordonnées. 
Appelons  \  l'axe  central,  si  l'on  observe  que 

moment  (S,  a)  =  moment  (Aq,  A)  X  longueur  S; 
proj.  (s,  a)  =  proj.  (Ao,  A)  X  longueur  S, 
on  a 

moment  (A^,  A)  +  ^  proj.  (Ao,  A)  =  0, 

formule  où  les  axes  \y  A  entrent  symétriquement. 

La  théorie  des  axes  de  moment  nul  louche  de  très  près  à  l'impor- 
tante théorie  des  complexes. 


Théorie  de  la  droite. 


Coordonnées        1 4*  Nous  avons  vu  que  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  liés  par  la  relation 

d'une  droite. 

LX  +  MY  +  NZ=:0, 

constituent  les  coordonnées  d'un  segment  porté  par  une  droite  repré- 
sentée par  les  équations 

Zy  -  Yz  =  L, 
Xz  —  Za;  =  M, 

Yx  — Xt/z=N. 

Supposons  que  l'on  fasse  varier  la  longueur,  et  si  l'on  veut  le  sens 
de  ce  segment,  alors  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  sont  multipliés  par  un  même 
nombre  positif  ou  négatif;  les  trois  équations  précédentes  ne  chan- 
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gent  pas,  la  ligne  qui  porte  le  segment  est  la  même.  Dans  ces  condi- 
tions, on  peut  regarder 

X,  Y,  Z,  L,  M,  N 

comme  les  coordonnées  homogènes  d*une  droite;  ce  sont  les  coor- 
données d'un  segment  de  longueur  et  de  sens  indéterminés  porté  par 
cette  droite.  On  voit  comment  de  la  notion  des  coordonnées  d'un  seg- 
ment se  déduit  la  notion  des  coordonnées  d'une  droite. 
Entre  ces  six  coordonnées  existe  la  relation  quadratique 

LX4-MY  +  NZ  =  0; 

de  plus,  ces  coordonnées  sont  définies  à  un  facteur  constant  près, 
elles  ne  constituent,  en  conséquence,  qu'un  ensemble  de  4  para- 
mètres. 

Une  droite  est  donc  déterminée  dans  l'espace  par  quatre  conditions 
se  traduisant  chacune  par  une  équation. 
Série  réglée.  ^i  l*on  donne  trois  conditions  seulement,  un  paramètre  reste  arbi- 
traire, on  a  une  série  réglée  :  le  lieu  des  droites  d'une  série  réglée 
est  en  général  une  surface  gauche  ou  développable.  Cependant  les 
tangentes  d'une  courbe  plane,  les  droites  d'un  faisceau  plan  consti- 
tuent des  séries  réglées  sans  former  pour  cela  des  surfaces  à  propre- 
ment parler.  Par  contre, -une  quadrique  ou  un  plan  sont  le  lieu  de 
plusieurs  séries  réglées. 
Congniences.        Les  droites  qui  ne  vérifient  que  deux  conditions  dépendent  de  deux 

paramètres;  elles  forment  ce  que  l'on  appelle  une  congruence. 
Exemples  :  les  tangentes  communes  à  deux  surfaces,  les  cordes  d'une 
courbe  gauche,  les  droites  qui  coupent  deux  courbes  données,  les 
normales  à  une  surface.  On  démontre  que  toute  congruence  est 
en  général  formée  de  droites  tangentes  à  deux  surfaces  appelées 
surfaces  focales.  Ces  surfaces  focales  peuvent  dégénérer  en  des 
courbes. 

Par  exemple,  les  droites  qui  coupent  deux  droites  données  forment 
ce  que  l'on  appelle  une  C07ig}nience  li7iéaire. 

Il  existe  des  surfaces  pour  lesquelles  la  congruence  des  normales 
admet  comme  surfaces  focales,  au  lieu  de  surfaces  proprement  dites, 
deux  courbes,  ce  sont  les  surfaces  cyclides.  Leurs  normales  coupent 
constamment  une  ellipse  et  une  hyperbole  focales  l'une  de  Tautre. 

Vordre   d'une   congruence  est  le  nombre  des  droites  de  cette 


Complexes. 


Complexe 
linéaire. 
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coDgruence  issues  d'un  point;  la  classe  est  le  nombre  de  ces  droites 
situées  dans  un  plan. 

Les  droites  qui  sont  assujetties  à  une  seule  condition  forment  un 
complexe. 

Les  droites  d'un  complexe  issues  d'un  point  P  forment  un  cône; 
les  droites  d'un  complexe  situées  dans  un  plan  ^  enveloppent  une 
courbe. 

On  appelle  ordre  d'un  complexe  le  nombre  des  droites  de  ce  com- 
plexe qui^  issues  d'un  point  P,  sont  situées  dans  un  plan  t:  mené 
par  ce  point. 

L'ordre  d'un  complexe  est  égal  au  degré  du  cône  relatif  à  un 
point  et  à  la  classe  de  la  courbe  relative  à  un  plan. 

En  effet,  pour  avoir  les  droites  du  complexe  issues  du  point  P  dans 
le  plan  tc,  on  peut  considérer  le  cône  de  sommet  P  et  le  couper  par  le 
plan  i:  issu  de  P,  le  nombre  de  ces  droites  est  le  degré  du  cône  ; 
on  peut  aussi  mener  du  point  P  les  tangentes  à  la  courbe  enve- 
loppe dans  le  plan  x,  le  nombre  de  ces  droites  est  la  classe  de  la 
courbe  enveloppe. 

Les  tangentes  à  une  surface,  les  droites  qui  rencontrent  une  courbe 
forment  des  complexes,  mais  des  complexes  singuliers;  un  complexe 
n'est  pas  en  général  formé  des  tangentes  d'une  surface  ou  des 
sécantes  d'une  courbe.  En  un  mot,  les  droites  d'un  complexe  n'ont, 
en  général,  pas  d'enveloppe. 

Un  complexe  singulier  i*emarquable  est  celui  des  droites  de  lon- 
gueur nulle,  c'est-à-dire  des  droites  qui  coupent  le  cercle  de  l'infini. 
Ce  complexe  joue  un  rôle  très  important  dans  certaines  transforma- 
tions géométriques. 

15.  Le  plus  simple  de  tous  les  complexes  est  le  complexe 
linéaire  ou  d'ordre  1.  Il  est  représenté  par  une  équation  linéaire  et 
homogène  en  X,  Y,  Z,  L,  M,  N. 

Exprimons,  en  effet,  que  la  droite,  dont  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  sont  les 
coordonnées,  joint  deux  points  x,  y,  z,  x',  y',  z',  nous  avons 

L  =  Z2/'  — Yz'  =Zî/~Yz, 
M=:Xz'  — Zx'  =  Xz  — Zx, 

N  =  Yx'  —  Xy'  =  Yx  —  Xy, 
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et  par  suite 

X              Y 

Z                L                   M 

N 

X*  —  X      y'  —  y      z'  —  z      yz'  —  zy'      zx'  —  xz'      xy^  —  yx' 

Soit 

/'(X,Y,Z,L,M,N)  =  0. 

l'équation  homogène  qui  représente  le  complexe  linéaire.  On  peut 
écrire  cette  équation  sous  la  forme 

f{x^  —  a?,  y'  —  y,  z' — z^  yz'  —  zt/',  zx*  —  xz'j  xy' — yx')  =  0. 

Si  Ton  se  donne  x^  y^  z,  le  point  x'  y  y%  z'  décrit  le  cône  dont 
Xy  y  y  z  est  le  sommet;  ce  cône  de  degré  1^  puisque  le  complexe  est 
linéaire,  est  ici  un  plan;  cette  équation  est  donc  du  premier  degré 
en  x',  y',  z*.  Pareillement  elle  est  du  premier  degré  en  Xyy^z;  elle 
doit  donc  avoir  la  forme 

(Ax  +  Bt/  +  Cz  +  D)  x'  4-  (AjX  -f-  B^y  +  G^z  +  Dj)  y' 
+  (A,x  -+-  B,i/  +  C,z  +  D,)2'  H-    A,x  H-  B,t/  4-  C,z  +  D,  =  0. 

De  plus,  pour  x'  z=  x,  t/'  =  y,  z'  =  z,  elle  doit  être  vérifiée  iden- 
tiquement. 
Or,  on  a,  en  faisant  x'  =ix,  y'  =z  y,  z'  =  z, 

Ax*  H-  (B  +  Aj)  xy  +  (C  H-  A,)  xz  +  (D  +  A,)  x 
+  B,y«  -+-  (G,  +  B,)  yz  +  (D,  +  B.)  y 
4-  C,z*  -+-  (G,  +  D,)  z  -f-  D,  ==  0. 

Donc 

A  =  0,  Aj  =  -  B,  A,  =  —  G,      A,  ==  —  D, 

B,  =  0,  B,  =  -G.,  B,  =  -D., 

G.  =  0,  G,  =  -D.,  D,=:0; 

et  Ton  a  alors 

(By  -h  Gz  +  D)  x'  +  (—  Bx  4-  C^z  +  D,)  y' 

4.  (_-  Cx  -  G^y  +  D,)  z'  H-  (-  Dx  -  D,y  —  D,z)  =  0, 
ou 

D  (x'  -  x)  4-  Dj  (y'  —  y)  4-  D,  (z'  -  z) 

_  C,  (y  z'  —  zy')  4-  G  (zx'  —  xz')  —  B  (xy'  —  yx')  =  0. 
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Et,  en  revenant  aux  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  on  a 

DX  +  D, Y  -f-  D,Z  —  C^L  +  CM  —  BZ  =  0, 

équation  linéaire  et  homogène  en  X,  Y,  Z,  L,  M,  N. 
*  Plan  polaii-G.        Les  droites  d'un  complexe  linéaire  issues  d'un  point  P  engendrent 

un  plan  r  passant  par  le  point  P;  tc  est  le  plan  polaire  ou  plan 
focal  de  P. 
P5]e.  Les  droites  tracées  dans  un  plan  ^,  y  ont  une  enveloppe  de  classe  1  ; 

elles  passent  par  un  point  ûxe  P  appelé  le  pôle  ou  foyer  du  plan  ?:. 
Il  est  évident  que  le  plan  focal  d'un  point  P  admet  ce  point  comme 
foyer  et  que  le  pôle  d'un  plan  r  admet  ce  plan  comme  plan  focal. 

^  Théorème  L  —  Soient  0,  0'  deux  points,  tz  et  t:'  leurs  plans 

polaires.  Si  le  plan  tc'  passe  par  le  point  0,  le  plan  i:  passe  aussi 
par  le  point  0'. 

En  effet,  menons  la  droite  00'  ;  le  point  0'  est  déjà  dans  le  plan  x', 
si  0  est  aussi  dans  ce  plan,  la  droite  00'  est  tout  entière  dans  le 
plan  r';  elle  passe  au  pôle  0'  de  ce  plan,  elle  fait  partie  du  com- 
plexe; donc,  puisqu'elle  passe  au  point  O,  elle  doit  être  contenue 
dans  le  plan  %  polaire  de  0.  Les  plans  t:  et  t:'  se  coupent  ainsi  suivant 
la  droite  00',  et  par  suite  0'  est  bien  dans  le  plan  x. 

Droites  16.  Soient  deux  points  quelconques  0,  0'  et  x,  t:'  leurs  plans 

conjuguées,     polaires.  Appelons  D  la  droite  0  0'  et  A  la  droite  d'intersection  des 

plans  x  et  tc'.  La  droite  A  est  ainsi  définie  comme  intersection  des 
plans  polaires  de  deux  points  de  D.  Prenons  deux  points  arbitraires 

Oj,  01  sur  A,  je  vais  prouver  que  D  peut 
être  définie  comme  l'intersection  des 
plans  polaires  x,,  x|  de  Oj  et  0|. 

Prouvons  d'abord  que  tout  plan  mené 
par  D  a  son  pôle  sur  A.  Soit,  par  exem- 
ple, le  plan  0  0^  0',  où  Oj  est  un  point 
quelconque  de  A.  La  droite  00^  issue  de  0 
^  dans  le  plan  0  0^  0[  (ou  x)  fait  partie 
du  complexe;  de  même  la  droite  O'O^ 
issue  de  0'  dans  le  plan  0'  O^OJ  (ou  x') 
fait  aussi  partie  du  complexe.  Donc  0^ 
est  le  point  du  plan  00^0'  où  se  croisent  les  droites  du  complexe 
tracés  dans  ce  plan  ;  0^  est  le  pôle  de  ce  plan. 
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Cela  posé,  en  répétant  la  démonstration  pour  le  plan  0  0'  0^,  on 
voit  que  0{  est  le  pôle  de  ce  plan.  La  droite  D  est  donc  Tintersection 
des  plans  polaires  0  0,  0'  et  0  0'  0[  (ou  tc^  et  wj)  des  points 
0^  et  O;. 

Théorème  II.  —  La  droite  D  peut  donc  se  déduire  de  A  comme 
A  a  été  déduite  de  B.  On  en  conclut  en  particulier  que,  de  nnéme 
que  A  est  le  lieu  des  pôles  des  plans  menés  par  D,  à  son  tour  D  est  le 
lieu  des  pôles  des  plans  menés  par  A. 

La  correspondance  entre  les  droites  D,  A  est  réciproque;  on  leur 
donne  le  nom  de  droites  conjuguées. 

Théorème  III.  —  Toute  droite  qui  coupe  deux  droites  conju- 
guées fait  partie  du  complexe  et  toute  droite  du  complexe  qui 
coupe  une  droite  D  coupe  sa  conjuguée  A. 

En  eflet,  soit  X  une  droite  qui  coupe  les  droites  D  et  A,  le  point  0 
où  elle  coupe  D  est  le  pôle  du  plan  t:  mené  par  0  et  A;  la  droite  X, 
issue  de  0  dans  son  plan  polaire  ^,  fait  donc  partie  du  complexe. 
Réciproquement,  une  droite  du  complexe  ne  peut  couper  une  dix)ite  D 
sans  couper  sa  conjuguée  A;  elle  coupe,  en  effet,  A  au  foyer  du  plan 
qu'elle  détermine  avec  D. 

Théorème  IV.  —  Deux  couples  de  droites  conjuguées  constituent 
quatre  génératrices  d'un  même  système  d'une  quadrique.  En  effet, 

soient  D,  A,  D',  A'  ces  deux  couplçs; 
toute  droite  coupant  D,  A,  D'  fait  par- 
tie du  complexe  puisqu'elle  coupe  D,  A; 
coupant  D',  elle  doit  couper  A'.  Donc 
les  droites  qui  s'appuient  sur  D,  A,  D' 
s'appuient  aussi  sur  A'. 

Deux  droites  conjuguées  D,  A  ne  peu- 
vent se  couper  à  moins  que  D  ne  soit 
une  droite  du  complexe;  mais  alors  A 
coïncide  avec  D,  car  toute  droite  du  complexe  contient  tous  les  pôles 
des  plans  qui  la  contiennent. 

Les  droites  D,  A,  D'  ne  se  coupent  donc  pas  en  général,  sauf  le  cas 
où  D'  couperait  D  ou  A.  Mais,  ce  cas  exclu,  D,  A,  D'  déterminent  véri- 
tablement une  quadrique  et  D,  A,  D' ,  A'  sont  bien  des  génératrices 


ng,  il. 


CHAP.  I.  —  TIIÉORIE  DES  SEGMENTS.  45 

d'un  même  système,  celles  de  l'autre  système  étant  toutes  des  droites 
du  complexe. 

Théorème  V.  —  On  démontrera  sans  peine  que  toutes  les  droites  D 

issues  d'un  point  0  ont  pour  conjuguées  les  droites  A  tracées 

dans  le  plan  focal  de  0.  Cela  tient  à  ce  que  la  conjuguée  d'une 

droite  est  contenue  dans  le  plan  focal  de  tout  point  de  cette  droite. 

Rtkîiprocité         Si  une  droite  D  engendre  une  figure  autour  d'un  point  0,  sa  con- 

polaii*e.        juguée  A  engendre  la  figure  corrélative  dans  le  plan  t:  focal  de  0. 

Â  un  trièdre  de  sommet  0  correspond  un  triangle  dans  le  plan  ir; 
à  un  cône,  une  courbe  définie  par  ses  tangentes.  On  a  donc  là  un 
mode  de  transformation  des  figures  par  dualité. 

Considérons  plus  généralement  une  figure  géométrique  polyédrale 
offrant  par  conséquent  des  faces,  des  arêtes,  des  sommets;  il  lui  cor- 
respondra une  autre  figure  polyédrale  dont  les  sommets  correspon- 
dront aux  faces  de  la  première,  les  arêtes  aux  arêtes,  les  faces  aux 
sommets. 

Ces  deux  figures  polyédrales  seront  polaires  réciproques  Tune  de 
l'autre. 

Au  lieu  de  figures  polyédrales  on  pourrait  considérer  des  surfaces 
et  l'on  verrait  que  le  lieu  des  pôles  des  plans  tangents  d'une  surface  S 
est  une  surface  Z  qui  est  aussi  l'enveloppcdes  plans  polaires  des  points 
de  S;  les  tangentes  deZ  sont  les  conjuguées  des  tangentes  de  S. 
Cette  transformation  conserve  les  tangentes  asymptotiques. 
Le  caractère  curieux  de  cette  transformation,  c'est  que  le  plan 
polaire  d'un  point  contient  ce  point. 
Prenons  par  exemple  un   tétraèdre  ABCD;  appelons  a,  g,  y>  5 

ses  faces.  Le  tétraèdre  conjugué  de  celui-là 
aura  pour  sommets  les  points  Â',  B'  C,  D', 
foyers  des  plans  a,  P,  y,  S  et  pour  faces 
les  plans  focaux  a',  P',  y'>  8'  ^®s  points 
A,  B,  C,  D.  Chacun  de  ces  deux  tétraèdres 
sera  donc  à  la  fois  inscrit  et  circonscrit  à 
l'autre. 

Ils    forment   une   configuration  remar- 
quable sur  laquelle  Môbius  a,  il  y  a  long- 
temps, attiré  l'attention. 
C'est  Chastes,  qui,  dans  son  Aperçu  historique,  a  signalé  pour  la 
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première  fois  la  r^iprocité  remarquable  qui  résulte  du  complexe 
linéaire,  auquel  il  a  donné  le  nom  de  système  focal. 
Pâle  du  pl*n        On  sait  qu'en  se  plaçant  au  point  de  vue  projectif  les  propriétés  des 

de  l  infiDi.  points  à  l'infini  des  figures  apparaissent  comme  eiiprimant  la  relation 
de  ces  figures  avec  une  certain  plan  qui  a  reçu  le  nom  de  plan  de 
Cinfini.  Par  exemple,  les  droites  d'un  complexe  linéaire  situées  à 
l'infini  passent  toutes  par  un  point  à  l'infini,  que  nous  appellerons  te 
pôle  du  plan  de  Vinfini. 

Cela  signifie  que  pour  qu'un  plan  coupe  le  plan  de  l'infini  suivant 
une  droite  du  complexe,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  passe  par  un  certain 
point  à  l'infini,  c'est-à-dire  qu'il  soil  parallèle  à  une  direction  fixe  de 
droites. 

Direciion  Appelons  direction  principale  celte  direction.  Toutes  les  droites 

principale,  parallèles  à  cette  direciion  coupent  le  plan  de  l'infini  au  pôle  de  ce 
plan,  chacune  de  ces  droites  se  trouve  ainsi  être  la  conjuguée  d'une 
droite  du  plan  de  l'infini,  et  réciproquement  toute  droite  D  de 
l'infini  a  pour  conjuguée  une  parallèle  à  la  direction  principale  du 
complexe. 

Diamètres.  Toute  droite  parallèle  à  la  direction  principale  s'appelle  un  dia- 

mètre. On  peut  dire,  d'après  ce  qui  précède,  que  tout  diamètre  est  le 
lieu  des  foyers  d'une  famille  de  plans  parallèles,  «t  réciproquement, 
les  foyers  d'une  famille  de  plans  parallèles  sont  sur  un  diamètre. 

De  même,  pour  qu'un  plan  ait  son  pâle  à  l'infini,  il  faut  et  il  suffit 
qu'il  soit  parallèle  à  ta  direction  principale.  Dans  un  tel  plan  les 
droites  du  complexe  sont  parallèles. 

Théorème  VI,  —  Le  plan  mené  par  une  droite  D  parallèlement 
à  sa  conjuguée  A  est  parallèle  à  la  direction  p7-incipale. 

En  eOel,  ce  plan  a  son  pôle  à  l'infini  sur  \;  il  contient  donc  le  pôle 
du  plan  de  rinfini. 
Il  en  résulte  immédiatement  la  proposition  suivante  : 
Les  projections  de  deux  droites  conjuguées  sur  un  plan  normal 
à  la  direction  principale  sont  deux  droites  parallèles. 
Plans  On  appelle  quelquefois  plan  principal  tout  plan  normal  à  la  direc- 

priDcipani.     (ion  principale.  Le  lieu  des  pôles  des  plans  principaux  est  un  dia- 
Aïe  central,      mètie  que  l'on  appelle  l'axe  central  du  complexe. 

Théohëue  Vil.  —  Toute  droite  qui  coupe  à  angle  droit  l'axe 
cetttral  fait  partie  du  complexe. 
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En  effet,  le  plan  principal  mené  par  cette  droite  a  son  pôle  au  point 
où  cette  droite  coupe  Taxe  central. 

Théorème  VIII.  —  La  payendiculaire  commune  à  de\AX  droites 
conjuguées  coupe  à  angle  droit  Vaxe  central. 

D  En  effet,  soit  Ao  Taxe  central  et  X  la  per- 

pendiculaire commune  à  A^  et  à  une  droite 
\        quelconque  D;  cette  droite  X  fait  partie  du 
\       complexe  d'après  le  théorème  précédent;  elle 
4-j-  coupe  donc  la  conjuguée  A  de  D  (théorème  III). 
\      Le  plan  mené  par  D  parallèlement  à  Taxe 
\     central  est  normal  à  la  perpendiculaire  X  ;  or, 
\    d'après  le  théorème  VI,  ce  plan  est  aussi  paral- 
j  lèle  à  A.  Donc  A  qui  coupe  X,  coupe  cette 
droite  à  angle  droit. 


à.       Fig.  i9. 


Applications        Nous  avons  déjà  remarqué  que  les  projections  de  deux  droites  con- 
a  la  statique     jygy^g  gyj.  mj  pi^n  principal  sont  parallèles.  Soit,  d'après  cela,  une 

pyramide  2  de  sommet  0  ayant  pour  base  un  polygone  ABCDE 
dans  un  plan  x.  I^a  Ogure  réciproque  sera  une  pyramide  2'  de 
sommet  0'  et  de  base  A'B'C'D'E'  dans  un  plan  t:'.  Le  plan  ?:'  sera 
le  plan  polaire  du  point  0  et  les  droites  A' B',  B'  C  ...  seront  les  con- 
juguées des  arêtes  de  la  pyramide  Z  issues  du  sommet  0  ;  le  som- 
met 0'  de  Z'  sera  le  pôle  du  plan  x,  et  les  arêtes  de  U  issues  de  0' 
seront  les  conjuguées  des  droites  AB,  BC,  ...  Cela  posé,  projetons 
l'ensemble  de  ces  deux  pyramides  sur  un  plan  principal;  nous 
obtiendrons  d'abord  deux  polygones  ahcde^  a'h*c*d'e'  et  deux 
points  o,o';  les  droites  oa,  oh  y  ocy  od,  oCy  projections  des  arêtes 
de  Z,  seront  parallèles  aux  côtés  a'V,  h' c\  ...  du  second  polygone 
et  les  droites  o'a',  o'6',  o'c',  ...  seront  parallèles  aux  côtés  du  pre- 
mier polygone. 

Nous  obtenons  donc  dans  le  plan  ces  deux  configurations  récipro- 
ques remarquables  qui  résultent  de  la  considération  simultanée  du 
polygone  funiculaire  et  du  polygone  de  Varignon,  lorsque  les  forces 
agissantes  sont  dirigées  vers  un  point  fixe. 

Cette  remarque  est  l'origine  d'une  série  d'importantes  applications 
de  la  théorie  des  complexes  linéaires  à  la  statique  graphique  ('). 

(1)  L.  Cremona,  Le9  Fibres  réeipro^uM  en  ttatiqnt  graphique. 
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Application  de  la  théorie  des  complexes 
aux  systèmes  de  segments. 

17.  Arrivons  maintenant  aux  applications  des  complexes  linéaires 
à  la  théorie  des  systèmes  de  segments. 

Axes  de  THÉORÈME  I.  —  Les  axes  de  moment  nul  d\in  système  de  seg- 

moment  nul.    ^^,,^g  forment  un  complexe  linéaire. 

L'équation  à  laquelle  satisfont  les  coordonnées  a,  ^,  Y'  ^'>  (^9  ^  ^*^^ 
de  ces  axes  est,  en  effet,  %,  ^,  S,  if.  Ah,  %  désignant  les  coordon- 
nées du  système  de  segments 

ïa  +  .IIP  +  Uy  +  %\  +  Ij  îA  4-  Sv  =  0;  . 

elle  est  du  premier  degré  en  a,  P,  y>  ^>  [J^j  v,  ce  qui  démontre  la  pro- 
position énoncée. 

if,  À\)y  %9  %9  ^,  Z  peuvent  être  pris  arbitrairement.  Donc  tout 
complexe  linéaire  peut,  réciproquement,  être  défini  comme  le  com- 
plexe des  axes  de  moment  nul  d'un  système  de  segments. 

On  peut  donner  de  cette  proposition  une  démonstration  purement 
géométrique. 

Il  est  évident  que  les  axes  de  moment  nul  forment  un  complexe. 
Démontrons  qu'il  est  linéaire. 

Soient  P  un  point  de  l'espace,  PG  le  moment  résultant  du  système 
de  segments  en  ce  point  ;  pour  qu'un  axe  A  issu  de  P  ait  son  moment 
nul,  il  faut  et  il  suffit  que  la  projection  de  PG  sur  cet  axe  soit  nulle, 
c'est-à-dire  que  A  soit  dans  le  plan  tc  normal  à  PG. 

Le  cône  du  complexe  est  donc  le  plan  ir;  et,  par  suite,  le  complexe 
est  linéaire. 

Théorème  IL  —  La  démonstration  précédente  prouve  en  même 
temps  que  le  plan  focal  d'un  point  dans  le  complexe  des  axes  de 
moment  nul  s'obtient  en  menant  le  plan  normal  en  P  au  momeyxt 
résultant  du  système  au  point  P. 

Théorème  IIL  —  Si  deux  segments  S,,  S,  forment  un  système 
équivalent  à  un  système  de  segments,  les  droites  qui  les  portent  et 
dont  Vunepeut  être  arhitrairemeiH  choisie,  forment  un  couple  de 
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Propriétés 
métriques. 


Correspon- 
dance 

entre  deux 
droites 

conjug^uées. 


droites  conjuguées,  relativement  au  complexe  des  axes  de  moment 
nul  du  système. 

En  efTot,  tout  axe  qui  coupe  S^  S,  est  de  moment  nul;  donc  tout 
plan  qui  passe  par  S^  coupe  S,  en  son  propre  foyer. 

La  théorie  des  droites  conjuguées  est  donc  celle  de  la  réduction  à 
deux  segments  du  système  de  segments  proposé. 

Théorème  IV.  —  Si  Von  a  réduit  un  système  de  segments  à  un 
segmejit  unique  S  et  à  un  couple,  la  droite  qui  porte  le  segment 
S  est  un  diamètre  du  complexe  des  axes  de  moment  nul  du 
système. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  ait  réduit  le  système  de  segments  à  un 
segment  unique  S  porté  par  une  droite  A  et  à  un  couple  situé  dans 
un  plan  t:;  soit  0  le  point  où  A  perce  le  plan  %.  Tout  axe  issu  de  0 
dans  le  plan  %  est  de  moment  nul,  car  le  moment  de  S  et  le  moment 
du  couple,  par  rapport  à  cet  axe,  sont  séparément  nuls  ;  donc  0  est  le 
foyer  du  plan  %.  Si  le  plan  %  se  meut  parallèlement  à  lui-même,  le 
couple  ne  change  pas,  le  point  0  décrit  la  droite  A,  qui  se  trouve 
ainsi  être  le  diamètre  conjugué  de  cette  direction  de  plans. 

Enfin  la  propriété  des  diamètres  d'être  parallèles  correspond  à  la 
propriété  qu'a  le  segment  unique  S  de  demeurer  équipoUent  à  lui- 
même.  On  reconnaît  en  même  temps  que  Vaxe  du  complexe  coïn- 
cide avec  l'axe  central  de  Poinsot;  il  sulût  pour  cela  de  supposer 
que  le  plan  i:  devient  normal  à  l'axe  A. 

La  considération  des  segments  permet  d'établir  aisément  plusieurs 
propriétés  métriques  des  complexes. 

Prenons  par  exemple  pour  axe  des  z  l'axe  central,  les  coordonnées 
du  système  de  segments  sont  alors 


96  =  0,      "^  =  0,      Z  =  diy 


9& 


Soient  deux  droites  conjuguées;  prenons  pour  axe  Ox  leur  perpen- 
diculaire commune  qui  coupe  aussi  à  angle  droit  l'axe  central  ;  prenons 
Oy  perpendiculaire  kOx  etOz.  Appelons  X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z'  les  pro- 
jections des  deux  segments  portés  par  les  droites  conjuguées  D,  A 
considérées  et  qui  forment  un  système  équivalent  au  système  pro- 
posé; soient  enfin  x,  x*  les  abscisses  des  points  où  D,  A  coupent  Ox. 
Cinénia  tique.  4 
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Les  moments  des  deux  segments  par  rapport  aux  trois  axes  de 
coordonnées  sont 

(0,  —  xZ,  xY)      (0,  -  x'Z',  x' Y'), 

puisque  X  =  X'  =0.  Les  équations  d'équivalence  se  réduisent  donc 
à  celles-ci  : 


Y  +  Y'=^  =  0,      Z-hZ'=:31, 


Sé 


—  xZ  —  x'Z'=A\)  =  0,      xY  +  x'Y'  z=qz=i^- 

Appelons  X,  X'  les  tangentes  des  angles  des  droites  D,  A  avec  l'uxe 
Ozy  on  a 

Y  Y' 

^  =  Z'      ^'=Z^' 


et  les  formules  précédentes  nous  donnent 


§ 


9é 


if{ 


ifV 


où  h  est  le  paramètre  déCni  à  la  page  26. 

Ces  formules  expriment  complètement  la  correspondance  entre 

deux  droites  conjuguées  et  permettent  d'en  construire  une  quand  on 

connaît  l'autre. 

Correspon-  Lorsqu'un  point  décrit  une  droite  du  complexe,  son  plan  polaire 

dance         tourne  autour  de  celle  droite;  nous  allons  chercher  quelle  est  la  loi 

d'une  droite    ^®  correspondance  entre  le  plan  et  le  point. 

du  complexe        Soit  une  droite  du  comp'exe  que  nous  prendrons  pour  axe  Oz  et 
et  leurs  plans    gQjj  Qx  la  perpendiculaire  commune  à  Oz  et  à  l'axe  cenlral. 

Prenons  sur  Oz  à  la  hauteur  Ç  un 
point  M,  la  perpendiculaire  MM'  menée 
de  M  à  l'axe  du  complexe  fait  partie  du 
complexe  (Ih.  VII,  nol6);  le  plan  OMM' 
est  le  plan  polaire  de  M.  Soit  j?  la  dis- 
tance 0  À  de  G  z  et  de  l'axe  du  com- 
plexe, 0  leur  angle,  les  équations  de 
l'axe  sont 

Fig.  90.  ^^^     ^  =  Vy       V  cos  0  -    Z  sin  0=0. 


Droites  perpen- 
diculaires 

à  leurs 
conjuguées. 
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Le  plan  mené  par  M  perpendiculairement  à  l'axe  central  a  pour  équation 

(2)    •  y  sin  6  4-  (z  —  Ç)  cos  0  =  0. 

Ce  plan  coupe  l'axe  central  en  M';  on  a  immédiatement  l'équation 
du  plan  OMM'  en  formant  une  combinaison  homogène  en  Xy  y  des 
équations  (1)  et  (2)  ;  on  trouve  ainsi 

sin  0  cos  6 


ou 


\k  = 


Ç. 


Le  point  M  et  son  plan  polaire  déterminent  donc  sur  la  droite  Oz 
une  correspondance  homographique,  dans  laquelle  le  point  à  l'infini 
correspond  au  plan  mené  par  la  droite  parallèlement  à  l'axe  central. 
Le  plan  perpendiculaire  au  précédent  a  pour  pôle  le  pied  0  de  la  per- 
pendiculaire commune  à  l'axe  central  et  à  la  droite  proposée.  Le 
paramètre  de  distribution  a  pour  expression. 


k  = 


D 


sin  6  cos  6 

Si  l'on  se  rappelle  alors  que  l'on  a  (no  13,  p.  39) 

p  tg  e  =  —  /i, 

on  peut  simplifier  et  écrire 

h}  +  p* 

Les  axes  de  moment  nul  ne  sont  pas  les  seules  droites  remarqua- 
bles qui  interviennent  dans  la  théorie  des  segments;  les^droites  rec- 
tangulaires avec  leurs  conjuguées 
jouent  aussi  un  rôle  important.  Ces 
droites  forment  un  complexe  du 
second  degré. 

Considérons  un  point  P  de  l'espace 
et  soit  PG  le  moment  résultant  du 
système  au  point  P;  appelons  D  la 
droite  qui  porte  PG;  celte  droite  D 
est,  nous  le  savons,  la  normale  au 
plan  focal  de  P;  sa  conjuguée  A  est 
dans  ce  plan  focal,  donc  A  est  rec- 
f^/'  ^^«  tangulaiie  avec  D. 


Courbe 
du  complexe. 


Gdne 
da  complexe. 
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Réciproquement,  soient  D,  A  deux  droites  conjuguées  rectangu- 
laires ;  menons  par  A  un  plan  normal  à  D  et  coupant  D  au  point  P. 

Le  point  P  est  le  foyer  du  plan  AP,  donc  D  est  normale  en  P  au 
plan  focal  de  ce  point  P.  Ainsi  les  droites  rectangulaires  avec  lew's 
conjuguées  ne  sont  autres  que  les  droites  qui  portent  les  moments 
résultants  relatifs  à  tous  les  points  de  l'espace. 

Ces  droites  dépendent  de  trois  paramètres,  elles  forment  bien  un 
complexe  dont  nous  allons  déterminer  l'ordre. 

Soit  un  plan  x,  son  foyer  0,  la  normale  D^  en  0  à  ce  plan  et  la  con- 
juguée Ao  de  Do  qui  est  une  droite  du  plan  i:.  Cherchons  toutes  les 
droites  du  plan  x  rectangulaires  avec  leur  conjuguée.  Soit  A  Tune 
d'elles,  sa  conjuguée  D  passe  par  le  point  0.  Menons  par  D  un  plan  9 

normal  à  A,  qui  coupe 
A  en  son  pèle  Q.  Le 
plan  9  étant  normal 
à  A  est  rectangulaire 
avec  le  plan  x,  il  con- 
tient donc  la  normale 
D^  en  0  à  ce  plan. 
Mais  alors,  puisque 
4,  le  plan  9  passe  par  D^ 
son  pôle  0  est  sur  la 
droite  Ao  polaire  de 
P^9'  «^-  Do.  La  droite  Ao  est 

ainsi  le  lieu  des  projections  du  point  0  sur  les  tangentes  à  la  courbe 
enveloppe  des  droites  du  complexe  dans  le  plan  x.  Cette  courbe  est 
donc  une  parabole  dont  0  est  le  foyer  et  Ao  la  tangente  au  sommet. 

La  courbe  du  complexe  étant  de  deuxième  classe,  il  en  résulte  que 
le  cône  du  complexe  est  du  deuxième  degré.  Cette  propriété  peut 
d'ailleurs  être  établie  directement. 

Soient  So,  Sô  les  deux  segments  portés  par  Do  et  \  qui  sont  équi* 
valents  au  système  de  segments  considéré. 

Soient,  de  même,  S,  S'  les  segments  portés  par  D  et  A  équivalents 
à  ce  môme  système. 

Les  projections  de  S  et  S'  sur  un  axe  quelconque  ont  même  somme 
que  les  projections  de  So,  S^.  Projetons  sur  B^;  S'  et  S^  ont  des  pro- 
jections nulles;  on  voit  donc  que  le  segment  S  se  projette  sur  Do  sui- 
vant le  segment  Sq.  Le  point  S,  extrémité  du  segment  S,  se  meut 


^-'B\ 


.^'^^. 
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dans  le  plan  normal  à  D^  mené  par  S^.  Projetons  S  en  U  sur  le 
plan  7.  Cette  projection  se  fait  sur  la  droite  OQ;  soit  QV  un  segment 
égal  et  opposé  à  0  U,  Q  S^  le  segment  SJ  porté  par  Ao  et  QS'  la  somme 
géométrique  de  Q  V  et  de  QSq,  ce  segment  QS'  est  justement  le  seg- 
ment S'.  En  effet,  si  aux  segments  S^,  S^  on  surajoute  les  segments 
opposés  égaux  OU,  QV,  on  a  uq  système  équivalent  au  système  des 
segments  S^,  S^;  mais  OS  est  la  somme  géométrique  de  OS^  et  de 
OU,  QS'  celle  de  QV  et  de  QS;.  Les  segments  ÔS  et  QS^  foniient 
donc  un  système  équivalent  au  système  proposé.  Donc,  enfin,  QS' 
est  bien  le  segment  S'  qui  forme  avec  S  un  système  équivalent  à 
^o>  ^0*  QS'  6^^  A^nsî  porté  par  la  droite  A. 

Menons  par  0  la  parallèle  OB  à  A^  et  prolongeons  S^S'  jusqu'en  B, 
puis  menons  BU,  Les  deux  triangles  OUB  et  VQS'  sont  égaux. 
En  effet,  OB  =±  VS',  car  OVS'B  est  un  parallélogramme,  le  côté 
OU  égale  le  côté  Q V,  enfin,  les  angles  BOU,  S' VQ  sont  égaux,  donc 
l'angle  OUB  est  égal  à  l'angle  VQS'  qui  est  droit.  L'angle  OUB 
étant  droit,  le  lieu  du  point  U  est  un  cercle  décrit  sur  OB  comme 
diamètre  ;  ce  cercle  est  fixe,  car  OB  =  SJ.  On  voit  alors  que  le  point  S 
dans  l'espace  di^crit  ce  même  cercle  transporté  parallèlement  à  lui- 
même  à  une  hauteur  OS^  au-dessus  du  plan  t:;  la  droite  D  décrit  ainsi 
le  cône  qui  a  pour  sommet  0  et  pour  base  le  cercle  lieu  du  point  S. 
C'est  le  cône  du  complexe  relatif  au  point  0. 
Le  plan  D^OB  est  un  plan  principal  de  ce  cône,  soit  OC  la  seconde 

génératrice  contenue  dans  ce  plan.  OC 
est  parallèle  à  l'axe  central,  car  ce  seg- 
ment est  équipollent  à  la  résultante  de 
translation,  comme  on  le  voit  immédia- 
tement, puisque  0  Best  S^  et  BC,  Sq.  Un 
premier  plan  cyclique  du  cône  étant  nor- 
mal à  ODq,  le  second  plan  cyclique  est 
normal  à  OC. 

Ainsi  les  plans  cycliques  du  cône  sont 

parallèles  d'une  part  au  plan  x  lui-même, 

Fig,  SS.  et  en  second  lieu  aux  plans  principaux  du 

complexe.  Tous  les  cônes  de  ce  complexe  ont  ainsi  en  commun  une 

même  direction  de  sections  circulaires. 
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CHAPITRE  II 


Mouvement.  —  Vitesse.  —  Accélération. 


Mouvement. 

Dèriniiions.         19.    Oh  dit  qu'un  point  M  est  en  mouvement  par  rapport  à  un 

second  point  M'  lorsque  la  distance  de  ces  deux  points  varie  avec  le 
temps. 

Si  cette  distance  ne  varie  pas  avec  le  temps,  on  dit  que  les  points 
M,  M'  forment  un  système  invariable. 

Plus  généralement  on  appelle  système  invariable  un  ensemble  de 
points  dont  les  distances  réciproques  restent  invariables  quand  le 
temps  varie. 

Un  point  dont  les  distances  aux  points  d'un  système  invariable  2 
varient  avec  le  temps,  est  dit  mobile  par  rapport  au  système  Z.  La 
notion  de  mouvement  apparaît  donc  comme  essentiellement  relative 
en  ce  sens  qu'elle  suppose  la  comparaison  du  point  mobile  à  un 
système  invariable. 

Le  système  de  comparaison  le  plus  commode  consiste  en  un  trièdre 
trirectangle.  Un  point  M  est  mobile  par  rapport  à  un  trièdre  trirec- 
tangle  T  si  ses  coordonnées  xyz,  relatives  au  trièdre  T,  varient  avec 
le  temps.  Si  ces  coordonnées  sont,  au  contraire,  invariables,  nous 
dirons  qu'il  est  lié  invaiHablement  au  trièdre  ;  si  l'on  donne  kx,yyZ 
toutes  les  valeurs  constantes  possibles,  on  obtient  une  inûnité  de 
points  qui  remplissent  tout  l'espace;  mais  pour  marquer  que  ces 
points  sont  liés  invariablement  au  trièdre  T,  nous  dirons  de  l'espace 
qu'ils  remplissent  qu'il  est  lié  invariablement  au  trièdre  T;  appelons 
E  oet  espace. 


Définition 
algébrique. 


Définition 
géométriqae. 
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Un  point  M  mobile  par  rapport  à  un  triëdre  T  coïncide  à  chaque 
instant  avec  un  point  P  de  l'espace  E,  c'est-à-dire  avec  un  point  P  lié 
invariablement  au  trièdre  T.  I^e  lieu  de  ces  points  P  constitue  dans 
l'espace  E  une  courbe  appelée  la  trajectoire  du  point  mobile  M. 

Vitesse. 

Soit  P  la  po3ition  du  mobile  M  sur  la  trajectoire  et  s  l'arc  de  cetle 
trajectoire  compté  à  partir  d'une  ori^ne  fixe  et  dans  un  sens  déter- 
miné. Cet  arc  s  est  une  fonction  du  temps  qui,  dans  tous  les  pro- 
blèmes que  l'on  a  à  étudier,  admet  une  dérivée.  Cette  dérivée  est  une 
quantité  algébrique;  elle  a  reçu  le  nom  de  vitesse. 

La  vitesse  est  positive  ou  négative,  selon  que  le  mouvement  a  lieu 
dans  le  sens  des  arcs  croissants  ou  décroissants. 

On  pourrait,  dans  bien  des  cas,  s'en  tenir  à  cette  définition  de  la 
vitesse;  mais  dans  d'autres  elle  serait  insuffisante  et  incomplète.  On 
introduit  une  notion  nouvelle,  celle  de  la  vitesse  géométrique. 

Soit  0  un  point  fixe  (c'est-à-dire  lié  invariablement  au  triédre  T); 
nous  pouvons  supposer  que  0  est  l'origine  du  triédre.  Le  segment 
0  M,  dont  l'origine  0  est  fixe,  suit  le  mouvement  du  point  M  en  ce  sens 
que  M  est  toujours  l'extrémité  de  ce  segment.  Nous  pouvons  dire  que 
OM  est  une  fonction  géométrique  du  temps.  Soit  Pla  position  du 
mobile  M  à  l'époque  t,  P'  sa  position  à  l'époque  t  +  At.  Le  segment 
PP"  représente  l'accroissement  géométrique  du  segment  OP  quand 
le  temps  passe  de  t  à  t  +  At;  on  a,  en  effet, 


0P'  =  0P4-PP'. 

Soit  PQ  le  segment  obtenu  en  divisant  PP'  par  At,  c'est-à-dire  le 
segment  qui  a  même  sens  que  PP'  et  dont  la  longueur  est  égale 
au  quotient  par  A  t  de  la  longueur  de  PP*.  On  peut  observer  que 
ce  segment  PQ  est  dirigé  dans  le  sens  du  mouvement  0). 


(')  Voici  ce  qa'il  faut  entendre  par  là.  Soit  iz  le  plan  nonnal  en  P  à  la  trajectoire, 
ce  plan  divise  Teepace  en  deux  réglions,  Tune  R  où  est  le  mobile  avant  Vépoque  /, 
l'autre  R'  où  il  se  trouve  après  Tépoque  t\  le  point  P'  est  dans  cette  région  R'. 
Tout  segment  issu  de  P  et  situé  dans  la  région  R'  est  dit  avoir  le  sens  du  mouve- 
ment. Des  deux  axes  portés  par  la  tang'ente  il  y  en  a  un  qui  a  le  sens  du  mouve- 
ment et  l'autre  le  sens  opposé;  le  premier  est  celui  dont  le  segment  unitaire,  issu 
de  P,  est  dirigé  dans  la  région  R'. 
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Ceci  posé,  si  Af  tend  vers  zéro,  la  corde  PP'  Q  tend  vers  la  tangente 

à  la  trajectoire  au  point  P;  et  la  limite  du 
segment  PQ  est  un  segment  P  V  porté  par  cette 
tangente  et  diHgé  dans  le  sens  du  mouvement, 
La  longueur  de  P  V  est  la  limite  du  rapport 

longueur  PP' 

— li — ' 

qui  est  égale  à  la  limite  de 

longueur  arc  PP* 


Fig.24.  ^^ 


> 


c'est-à-dire  à  la  valeur  absolue  de  -p  =  v. 

dt 

Ainsi  le  segment  PQ  a  pour  limite  un  segment  PV  dirigé  dans  le 
sens  du  mouvement  sur  la  tangente  à  la  trajectoire  et  dont  la  lon- 
gueur est  égale  à  la  valeur  absolue  de  la  vitesse. 

Ce  segment  PV  esi;  la  vitesse  géométrique  du  point  M. 

Supposons  que  Ton  ait  cboisi  sur  la  trajectoire  un  sens  positif  pour 
les  arcs,  et  soit  A  l'axe  qui,  sur  cette  tangente,  a  le  sens  des  arcs 
croissants.  Si  le  mouvement  a  lieu  dans  le  sens  des  arcs  croissants, 
V  a  une  valeur  positive,  et  l'axe  A  est  dirigé  dans  le  sens  du  mou- 
vement; le  segment  PV  a  donc  le  sens  de  l'axe  A  et  v  est  justement 
le  nombre  qui  le  mesure  sur  cet  axe. 

Supposons,  au  contraire,  que  le  mouvement  ait  lieu  en  sens  inverse 
des  arcs  croissants,  alors  v-<0,  et  de  plus  le  segment  PV  a  un 
sens  ojpposé  à  celui  de  l'axe  A;  le  nombre  qui  le  mesure  a  pour  valeur 
absolue  la  valeur  absolue  de  v  et  il  est  négatif,  donc  puisque  v  -<  0, 
la  valeur  de  v  est  ce  nombre  lui-même.  On  peut  dire  : 

Sur  Vaxe  choisi  sur  la  tangente  à  la  trajectoire  dans  le  sen^  des 

arcs  croissants,  le  segment  vitesse  PY  est  mesuré  par  la  valeur 

ds 
algébrique  de  la  vitesse  v  =  —  • 

Projection  de       20.  On  peut  en  conclure  que  si  a,  ^,  y  sont  les  cosinus  tf recteurs 
la  vitesse  en     ^^  |j^  tangente  à  la  trajectoire  menée  dans  le  seiw  des  arcs  croissants, 
rectanguUii-es.  '^  projections  de  la  vitesse  PV  auront  pour  expressions 

a.v,      p.v,      Y'^* 


5a 
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Mais  on  sait  que 


dx  dy  dz 


les  projections  de  la  vitesse  sont  donc 


av  = 


dx 
ds 


dx     ds 


ds     dt 


dx 


et  de  même 


dy 


dz 
^  dt 


Projetons  à  chaque  instant  le  mobile  M  en  M'  sur  l'axe  Ox;  nous 

obtenons  ainsi   un   mobile  M' 

V-         . 
.     qui  a  Ox  comme  trajectoire; 

Tare  de  cette  trajectoire  est  pré- 

oifiément  x;  la  vitesse  P'  V  du 

mobile  M'  (P'  est  la  projection 

de  P)  est  portée  par  Ox  et  est 

v'        ■  dx 

*^ ^  mesurée  par  —  ;  ce  segment 


>I 


M'       P' 


dt 


Fig,  Sô. 


P'  V  est  donc  la  projection  de 
PV  sur  Taxe  Ox.  De  là  ce  théo- 
rème : 


Le  segtnent  qui  est  la  projection  de  la  vitesse  PV  d'un  mohilè 
M  sur  un  axe  est  aussi  la  vitesse  P'  V  du  povit  M',  projection  du 
mobile  M  sur  cet  axe. 

La  même  démonstration  s'applique  à  la  projection  sur  un  plan.  En 
effet,  soit  M'  la  projection  du  mobile  M  sur  le  plan  des  xy.  Le^  coor- 
données de  la  position  P'  occupée  .par  le  mobile  M'  à  l'époque  t  sont 
évidemment  x,  y,  0;  les  projections  de  sa  vitesse  P'  V  sont  donc 


dx       dy 
dû'      'dt 


0; 


il  en  résulte  bien  que  P'V  est  la  projection  du  segment  PV  sur  le 
plan  des  x  y. 

Comme  application,  cherchons  l'expression  de  la  vitesse  d'un  point 
mobile  dont  les  coordonnées  sont  dés  fonctions  connues  du  temps. 
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Vitesse  en 
coordonnées 
ciu'vi  lignes. 


dx   du   dz  — 

Puisque  -7-5  jT'  jr  sont  les  projections  du  segment  PV  sur  les 

axes  rectangulaires,  on  a  évidemment 


'»-"-=V/fê)'-fê)'-(S)" 


d'où 


on  choisit  le  signe  4-  ou  le  signe  —  selon  que  le  mouvement  a  lieu 
ou  non  dans  le  sens  des  arcs  croissants. 

Au  lieu  de  coordonnées  rectangulaires  rectilignes,  on  peut  faire 
usage  de  tout  autre  système  de  coordonnées  pourvu  que  les  bases  de 
ces  coordonnées  soient  invariablement  liées  au  système  invariable 
considéré. 

Supposons  que  Ton  ait  pris  des  coordonnées  curvilignes  quelconques 
définies  par  les  formules  de  transformation 

^ = fi^iiy  9i.  g.),    y = f  {Qiy  g„  qù,  ^  =  f  (gi,  îd  g,)- 

Si  l'on  ne  fait  varier  que  g^  on  a 
une  courbe  Gp  de  même  en  faisant 
varier  isolément  g,,  puis  g„  on  aura 
deux  autres  courbes  G„  C,  :  ce  sont 
les  courbes  de  coordonnées.  Les 
tangentes  à  ces  courbes,  prises  dans 
le  sens  des  paramètres  croissants, 
forment  en  chaque  point  de  l'espace 
un  trièdre;  appelons  A^,  A„  A,  ces 
f"^9'2f^'  tangentes.   Effectuons   un  déplace- 

ment suivant  A,,  dont  les  projections  dx^dy^  dz  sur  les  axes  fixes 
Ox,  O1/,  Oz  seront  données  par  les  formules 


dx 
dx  =  —--  dq^y 


dy  =  ^^  dq,, 


dz 

dx=J^dq^] 
dq^ 


la  longueur  du  déplacement  a  pour  expression,  dg,  étant  positif, 


Vdx^  -h  dy^  -h  ofz* 


=v/{ 


dxV 
àqj 


(ÉJLY 

\àqj 


i 


àqJ 


Mi' 
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On  en  déduit,  pour  les  cosinus  directeurs  de  Ap 

i      dx       ^  i     ày  \     dz 

Vk^àq,  Ka/^i  Vk.àq, 

où  Ton  a  posé 

On  aura  de  même  les  cosinus  directeurs  de  A,  et  de  A, 

\     dx  i     dy  i     dz 

^1  ^==  — ^=.  ■; —  »      0«  =  — zzi  -^; —  >      Y«  = ï — 

|/a/</.  yA,àq»  l/T,àqn 

i     dx        ^  i     du  i     dz 


yT.àq»      "     Ka/9.  VA^àq» 

en  posant 

Observons  que  si  l'on  calcule  l'expression  dx*  +  dy'  +  dz*  pour 
un  déplacement  quelconque,  on  trouve 

ds*=  dx*  -h  dy*  -+-  dz*  =:  X^dq*  4-  A,d(/Î  -h  A.digî 

4-  2B,  dg,  dg,  -h  2B,  dg,  dgj  4-  2B,  dq^  dq^^ 
où  l'on  a 

dx  âx  ày  dy  dz  dz 

'^dq^dq^  dq^dq,  dg",  Tq,' 

dx  dx  dy  ày  dz   dz 

•""dgidgj  dg^dg",  dg,  dg^' 

dx  dx  ày  dy  àz^  àz 

•""dgjdgi  dg^dg",  àq.àq^ 

Les  quantités  Bp  B,,  B,  sont  nulles  si  les  tangentes  A|,  A,,  A,  for- 
ment un  trièdre  trirectangle;  les  coordonnée  sont  alors  triplement 
orthogonales. 

Cherchons  les  expressions  des  projections  de  la  vitesse  d'un  point 
mobile  M  sur  les  tangentes  au  point  M  aux  3  courbes  de  coordonnées. 


\i^. 
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La  projection  sur  A|  est 


dx       ^  dy  dz 


c'est-à-dire 


1     /âx  dx       dy  dy       àz  dz\ 
y]^\dqxdt       dq^dt       dq^dt) 
Posons 

2T  =  A,q;'  +  A,g;«  +  A,q',*  +  2B,q;g;  +  2B,q;q[  +  2B,q[q'„ 


•    f     ^qi 

ou  g,  ==  -^i  on  a 

dx       dx    ,       dx    ,       dx    , 

«'v—  <^tf  „'  ^^y  „'  ^  ^y  „' 

dz dz     ,       dt    ,        dz     , 

di  -  Ji; '»  "^  5?.  ^»  "^  d?,  ^^ 

d'où 

dxdx     dy  dy     dz  dz /dx^    dx       dy  dy       dz  dt\    , 

dq^dt      dq^dt     dq^dt~\dq^    dq^       dq^Wq^       dq[dqj^ 

/dx  ^  àx^      ày^  dy^       dz_  dz\    , 
\dqt    dq^  "*■  dg",  dg,  ■•"  dg",  dqj  ^* 

(dx^dx       dy^dy      ^  ^^\   < 
dqx    ^,  "*"  dg,  dgi  "*■  dgi  d7j '' 
=  A,g;  +  B,g;  +  B,g; 
_dT 
-dgi' 

donc  la  projection  de  la  vitesse  sur  À,  est 

1     dT 
\^,àq[' 

de  même  les  projections  de  la  vitesse  sur  A,  et  sur  A,  sont 

1     dT  1     dT 

Ex  inp!es.  Coordonnée»  polaires  dam  le  plan.  —  En  coordonnées  polaires 
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dans  le  plan  l'expression  du  carré  de  la  distanoe  de  deux  points  infi- 
niment voisins  est 

dé*  =  dr*  +  r«de*. 

On  a  2T  =  r"  +  r'  6'*;  les  lignes  de  coordonnées  sont  les  cercles 
ayant  l'origine  pour  centre,  et  les  droites  passant  par  Torigine. 

Soit  0  M  le  rayon  vecteur,  la  projection  de 

'^  la  vitesse  sur  OM  est  -r-r  =  r  =  -r-»  On 

or  ai 

donne  à  cette  expression  le  nom  de  vitesse 
(Télongation.  La  tangente  à  la  seconde 
courbe  de  coordonnées  est  la  tangente  MT 
au  cercle  menée  dans  lé  sens  des  6  crois- 
sants, la  projection  de  la  vitesse  sur  MT 
est 


fig.  27. 


4-  Kr 


-  X 


—  =  -  X  t-'ô  =  r6  =  r  — 
db'       r  dt 


Cette  projection  de  la  vitesse  porte  le  nom  de  vitesse  de  circu- 
lation. 

Coordonnées  polaires  dans  Veèpace.  —  Étudions  encore  les  coor- 
données polaires  dans  l'espace;  ds*  a  pour  expression 

dx»  +  dy*  -H  dz«  =  dr*  +  ï-'dô*  4-  r*  sin»  6  d^*; 

les  courbes  de  coordonnées  sont 
le  rayon  vecteur,  les  méridiens, 
les  parallèles;  appelons  A|,  A,, 
A,  les  tangentes  à  ces  lignes 
prises  dans  le  sens  de.  r,  -0,  ^ 
croissants. 
On  a 


2T=r'*-^r*e'»4-  r«sin«6ç 


't 


Fig.  98. 


d'où  pour  les  projections  de  la 
vitesse 


sur  A|  : 


r'  = 


dr 
dï 


Vitesse 
aréolaire. 
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sur  A|  : 


sur  A,  : 


-X  (r«e')  =  f6'  =r— , 
4 


r        '  dt 

(résine  9')  =  r  sin  0  •  -^ 


-h  Kr'  sin*  0 


Coordonnées  cylindre -polaires,  —  Soient  r,  0  les  coordonnées 
polaires  dans  le  plan  des  x y  de  la  projection  du  point  M  sur  ce  plan, 
et  z  la  cote  de  M  au-dessus  de  ce  même  plan.  Les  variables,  r,  ô,  z 
constituent  le  système  de  coordonnées  cylindro-polaires.  Les  courbes 
de  coordonnées  sont  la  perpendiculaire  MN  abaissée  de  M  sur  Oz,  la 
parallèle  MM'  à  Oz  et  le  cercle  de  centre  N  de  rayon  MN,  qui  esl 
dans  un  plan  parallèle  à  xOy.  Les  axes  A^,  A,,  A,,  sont  NM,  la 
normale  MM'  en  M  au  plan  MOz,  menée  dans  le  sens  dextrorsum 
avec  OZ,  et  enfin  MM'.  On  a  ici 

ds«  =  dr^  +  r«  de»  +  <jtz\ 

et  l'on  trouve  pour  les  projections  de  la  vitesse 

dr 


sur  NM  : 


sur  MM' 


sur  MM" 


dt 
de 

dz 
dt' 


On  a  beaucoup  étendu  le  sens  du  mot  vitesse;  chaque  fois  qu'une 
quanti !é  est  variable  avec  le  temps,  sa  dérivée^  par  rapport  au  temps 
peut  s'appeler  sa  vitesse.  Un  exemple  important  est  fourni  par  la 
vitesse  aréolaire. 

Considérons:  un  point  M  mobile  dans  un  plan,  et 
.p'  soit  P  la  position  qu'il  occupe  à  l'époque  t  ;  prenons 
dans  le  plan  un  point  fixe  O.  Le  vecteur  OP  balaie 
une  aire  qui,  comptée  à  partir  de  la  position  OP^ 
relative  à  Tépoque  t  =  0,  a  une  certaine  valeur  Jij  à 
l'époque  t.  Quand  P  vient  en  P',  X  s'accroît  d'une 
quantité  \A): 


Fig.  S9. 


AJb  =  POP'  =  ^  OP.OP' .  sin  POP'. 


On  n 


OP  =  r,      OP'  =  r  •+-  Ar,      POP'  =  AO, 


Moments 

du  segment 

vitesse. 
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donc 
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dJl,  =  |rMe, 


et 


dt 


4  ,de 
-  r  — 
2      dt 


de 


Celte  expression  ô  ***  Jï  *  ^^^  '®  ^^"^  ^®  vitesse  aréolaire. 

Si  au  lieu  des  coordonnées  polaires  on  introduit  les  coordonnées 
rectangulaires  x,  y  y  on  trouve  aisément 


dJk 
dt 


i  /    dy         dx\ 


La  considération  de  la  vitesse  aréolaire  est  liée  à  celle  des  coordon- 
nées du  segment  vitesse. 

Nous  avons  vu  que  les  projections  de  la  vitesse  sur  les  axes  ont 
pour  expressions 

dx       dy       dz 
dt        dt       dt 

Les  moments  du  segment  vitesse  pris  par  rapport  aux  axes  du 
trièdre  T  sont  donc 


dz 


dy 


dx 


dz 


dy 


dx 


^  dt  dt  dt  dt  dt       ^  dt 

On  reconnaît  ainsi  que  les  momenta  de  la  vitesse  relatifs  aux 
axes  Oxy  Oy^  Oz  sont  les  doubles  des  vitesses  aréolaires  des 
projections  du  mobile  sur  les  plans  normaux  à  ces  axes. 


Accélération. 


Uodographe. 


21.  Considérons  la  position  P  d'un  mobile  M  à  Tépoque  t  et  soit 
PV  sa  vitesse;  par  un  point  fixeO  menons  OU  équipollent  à  PV.  Le 
point  U  est  mobile  sauf  le  cas  où  P  V  serait  constant  en  grandeur  et 
direction.  Mais  alors  le  mouvement  du  mobile  aurait  lieu  sur  une 
droite  avec  une  vitesse  constante  ;  le  mouvement  serait  rectiligne  et 


Définition  de 
raccéléi-ation. 


Coordonnées 

du  segment 

accélération. 
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uniforme.  Ce  cas  exclu,  le  point  U  est  mobile;  la  courbe  qu'il  décrit 
est  appelée  Vhodographe. 

La  vitesse  avec  laquelle  le  point  U  décrit  Thodographe  s'appelle 

V accélération.  On  appelle  plus  exac- 
tement accélécation  le  segment   PJ 
yj  équipollent    à   la    vitesse  UW   du 
point  U  sur  Thodographe. 

Théorème  I.  —  Il  résulte  immé- 
diatement de  cette   définition   que 
Yaccélératio7t  est  dans  le  plan  os- 
^'S'  ^^'  culateur  en  ^  àla  trajectoire. 

En  effet,  la  droite  OU  engendre  le  cône  directeur  des  tangentes  à 
la  trajectoire;  l'hodographe  est  tracée  sur  ce  cône;  donc  le  plan  OUW 
qui  contient  la  génération  0  U  et  la  tangente  U  W  à  l'hodographe  est 
le  plan  tangent  à  ce  cône.  Le  plan  mené  par  P  parallèlement  à  ce 
plan  tangent  est  par  définition  le  plan  osculaleur.  Le  plan  oscula- 
teur  est  donc  le  plan  J  PV. 

On  complète  habituellement  ce  théorème  par  deux  autres  que  nous 
démontrerons. 
Cherchons  auparavant  les  coordonnées  du  segment  accélération. 
Les  coordonnées  du  point  U  sont  évidemment 


,       dx 
X   =  — J 

dt 


z'  = 


dz 
dt 


donc  les  projections  de  U  W  seront 


, dx' d*x 

^  "■  "dT  "■  d? 


y  ~  dt  '^  dt*' 


z'  = 


dz^ 
dt 


d}z 
dt* 


Nous  obtenons  ainsi  les  projections  de  l'accélération. 

Prenons  le  point  P,,  projection  du  point  P  sur  Ox,  les  coordonnées 

de  P|  sont 

x,    0,    0; 

les  projections  de  son  accélération  sont  donc 

^.     0.     0. 
L'accélération  du  point  P^  est,  par  suite,  un  segment  que  l'on  peut    . 

Cinématique,  5 
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obtenir  en  projetant  sur  Ox  l'accélération  du  point  P.  De  là  ce 
théorème  : 

Théorème  II.  —  U accélération  (Tun  point  P  se  projette  sur 
un  axe  fiooe  suivant  un  segment  qui  représente  l'accélération 
dans  le  mouvement  sur  Vaxe  de  la  projection  P^  du  point  P  sur 
cet  axe. 

Le  même  théorème  s'applique  à  la  projection  de  l'accélération  sur 
un  plan. 

Cherchons  les  expressions  des  moments  du  segment  accélération. 

Le  segment  PJ  étant  issu  de  P  (x,  y,  z)  et  ayant  x',  y\  z'  pour 
projections,  ses  moments  seront 

yz*  —  zy'y      zx'  —  xz',      xy'  —  yx', 
ou  encore 

d  (yz*  —  zy')       d  (zx*  —  xz')       d  (xy*  —  yx 
dt  '  dl  '  dt 

Ainsi,  tandis  que 

^'>2/'>^'j      2/^'  — ^2/'>      zx'  -  xz',      xy'  —  yx' 


sont  les  coordonnées  du  segment  vil  esse  P  V,  les  coordonnées  du  seg- 
ment accélération  sont 

dx'     dy'     dz'     d(yz*  —  zy')     d{zx'--xz')     d(xy'  —  yx') 
"de"'  "ïïF*  "dt'  Tt  '  Tt  '  di      ~' 

Les  coordonnées  du  segment  accélération  sont  les  dérivées  par 
rapport  au  temps  des  coordo7inées  du  segment  vitesse. 


divc?rs  ordres. 


Accélérations        Menons  par  0  un  segment  0  U|  équipollent  à  PJ,  la  vitesse   du 
àe  point  Ui  est  un  segment  qui,  transporté  en  M  (en  MJJ,  a  reçu  le 

nom  d'accéléralio7i  du  second  ordre;  on  peut  continuer  en  menant 
OU,  équipollent  à  MJp  la  vitesse  de  U|,  transportée  au  point  M, 
est  un  segment  M  J,  qui  a  reçu  le  nom  à*accéléi*ation  du  troisième 
ordre,  et  ainsi  de  suite.  Ces  accélérations  n'ont  qu'un  intérêt  théo- 
rique, elles  interviennent  rarement.  Il  est  à  remarquer  que  pour  elles 
le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  n'a  plus  lieu.  Les  coor- 
données de  l'accélération  d'ordre  n  ne  sont  pas  les  dérivées  de  celles 
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de  Tordre  n  —  1.  Cela  a  lieu  seulement  pour  les  projections.  Les 
projections  de  Taccélération  d'ordre  n  sont,  en  effet,  comme  on  le 
voit  aisément, 

d»+ïa;       d»+>i/       d'-^^z 

dF^'      lïF^'      dF+î' 

mais  ses  moments  sont 

d*+iz         d'^'^-^y  d^+^x         d"+*z  d"+*t/         d*+*x 

^dF^'"^dF*^*      ^  dF+^~^dF+"»'      ^'dt^^^JF^'' 

Accélération        22.  Revenons  à  Taccélération  ordinaire  ou  du  premier  ordre  dont 

tangentielle  et    j^g  projections  sont 
accélération 
normale.  d*X        d^y        d*  z 

d?'      d?'      "d?' 
Les  projections  as',  y',  z'  de  la  vitesse  peuvent  se  représenter  par 

x'zzzoLV,        t/'=p.V,         2'=Y'V> 

où  a,  p,  Y  3ont  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  la  trajectoire 
parcourue  dans  le  sens  des  arcs  croissants,  et  v  la  vitesse  algébrique 
prise  avec  son  signe. 
On  a  dès  lors 

d'x d  (av) dct  dv 

dt*""     dt     ""^  *  d?"*"  *  'de' 

Appelons  R  le  rayon  de  première  courbure  de  la  trajectoire,  a',  P', 
y'  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  dirigée  vers  le 
centre  de  courbure;  on  a 

ds""R'      ds""R'      ds""K' 


d'où 


da dx     ds a' v        d^ P'v     .  dY y'^. 

dT"~d8  '  dt~"ir'      dt""Tr'      de""!"' 


et  par  suite 


d^x dv        ,  v' 

dï*  ""*dT"*"  *  r' 
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et  de  même 

d*y  _.dv  V* 

d'z  dv         ^  V* 

Désignons  par  J|  la  projection  de  Taccélération  sur  la  tangente;  on 
aura 

désignons  par  J,  la  projection  de  l'accélération  sur  la  normale  prin- 
cipale; on  aura  de  même 

Calculons  la  projection  de  Taccélération  sur  l'axe  du  plan  oscula- 
leur;  en  appelant  a',  fi',  y'  les  cosinus  directeurs  de  cette  direction, 
nous  trouverons 

d'x  d^v  d*z  dv 

dt«        ^    dt*        '^   dt^       ^        ^^^   ^^^  ^  dt 


v« 


De  là  ces  théorèmes  : 


Théorèmes  III,  IV,  V.  —  !<>  La  projection  de  l'accélération  sur 
la  tangente  a  pour  expression 

-        dv 

^'  =  Tt' 

20  La  projection  de  Vaccélération  sur  la  noi^male  principale  a 
pour  expression 

3°  La  projection  de  Vaccélération  sur  la  hinormale  est  nulle. 

Ce  dernier  théorème  revient  à  la  proposition  déjà  établie  d'apîès 
laquelle  l'accélération  est  dans  le  plan  osculateur. 

La  projection  de  l'accélération  sur  la  tangente  a  reçu  le  nom 
à'accélératio7i  taiigenlielle. 
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La  projeclîon  de  raccélération  sur  la  normale  principale  s'appelle 


V accélération  noi*male. 


V* 


On  observera  que  cette  dernière  accélération  ^  est  essentiellement 

positive;  elle  est  donc  toujours  dirigée  vers  le  centre  de  courbure.  De 
là  cette  remarque  importante  : 

L'accélération  totale  est  toujours  du  même  côté  de  la  tangente 
que  le  centre  de  courbure. 

Si,  en  effet,  le  segment  PJ  et  le  centre  de  courbure  C  étaient  de 
part  et  d'autre  de  la  tangente,  la  projection  de  P  J  sur  la  normale  prin- 
cipale serait  de  sens  contraire  à  la  direction  du  segment  PC. 

Projections         23.  On  peut,  en  ce  qui  concerne  l'accélération,  se  poser  un  pro- 
^  *  blême  analogue  à  celui  que  nous  avons  traité  pour  la  vitesse  et  cher- 

raccélêration      ,  ...  t      ±  a  i         •  i         ^ 

sur  1-^s  '^^  projections  sur  les  tangentes  aux  courbes  des  coordonnées 

tangentes       supposées  quelconques, 
aux  courbes  de      Reprenons  les  notations  du  no  20.  La  projection  sur  la  tangente  A^ 

coordonnées,     j    i»       .it     .• 

de  1  accélération  aura  pour  expression 

d'x  d*t/  (i*z 4     /dxd^x      dy  d^y       dz  d^z\ 

**  d?  "^  ^*  d?  "^  ^*  dT«  ""  pXj  Wi  ^  ^  ^  ^  ^  ^1  ^/ 

Calculons  la  quantité  entre  parenthèses;  on  a  identiquement 

âx     d*x       ây  d*y        âz  â?z 
dq^     dt*       dq^  dt^       dq^  dt* 

d  /dx  dx       ày  dy        dz  dz\ 

dt  \dq^  dt       dq^  dt       dq^  dtj 

(dx  d   âx       dq  d  dy        dz  d   dz\, 
'diTtJq^'^  di'diJq^'^didi  dqj' 


mais  la  quantité 


dx  dx       dy  dy        dz  dz 
dq^  dt       dq^  dt  ,     àq^  dt 


dT 
a  été  déjà  calculée  à  propos  de  la  vitesse  et  trouvée  égale  à  -r— ,.  Reste 

le  terme  soustractif  ;  pour  le  calculer  considérons  l'expression 
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on  a 


d'autre  part, 


d'où 


dqi            âq^            âq^  dg, 

,        dx     ,        âx    f  âx     , 

àqi  .  ^g,  ^ga 

âx' d*x    ,  â*x        ,'  â*x        , 


expression  qui  peut  s'écrire  aussi 

_±(àx\ 

^dt\âqj' 
on  a  donc 

,  âx'         ,  ây'         ,  âz' 

x'  T-  4-  y'  -£-  4-  z'  -T— 

àQi  âq,  ây^ 

_dx  d   /âx\       dy  d  /ây\       dz  d^  (dz\_  âT 

~  "57  de  \âqj  '^  dtTt  \âqj  "^  de  de  \âqj  ""  âq^' 

D'où  finalement  cette  expression  de  la  projection  de  l'accélération 

sur  Taxe  A|, 

1    r d^  /£T\  __  dT"| 

et  deux  expressions  analogues  pour  les   projections  sur  les  deux 
autres  tangentes  A,,  A,. 

Ce  qu'il  faut  remarquer  dans  cette  expression,  c'est  qu'elle  ne  met 
en  jeu  que  la  forme  du  ds*  de  l'espace  rapporté  aux  coordonnées 

^i»  ^1»  ^r 

Applications.  —  Appliquons  aux  coordonnées  polaires  dans  le 

plan. 

2T  =  r'*  +  r*0'* 

âT        ,       âT        .^,       âT      ^      dT 

â?  =  '^      â^'=''^      dô=^'      Tr=''^ 

on  a  donc  pour  expression  des  projections  de  la  vitesse  sur  le  rayon 
vecteur  et  la  tangente  au  cercle  coordonné 

"^  _  r0'«  =  )•'  -  rO'*;       -  —  (r«Ô'). 
dt  r  dt 


Mouvement 

recti  ligne 

et  uniforme. 
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Pareillement  en  coordonnées  polaires  dans  r  espace  y  on  trouve 

2T  =  »•'*  +  r*e'*  +  r*  sin*  6^)'% 
et  pour  les  projections  de  Taccélération 


sur  ij  : 
sur  A,  : 


..» 


r(e'*  +  sin*69'*) 


1   d 

-TlO''^')  — ^*sinÔcos0?'*, 
r  dt         ^  ^ 

1       d 


sur  A.  :        — -. — -  -^  (r*  sin*  ô  ©'). 
*  r  sm  b  dt^  ^  ^ 

En  coordonnées  cylvidro-polaires  on  a 

les  tangentes  soct  :  A,  le  rayon  vecteur,  A,  la  tangente  au  cercle 
coordonné,  A^  la  parallèle  à  Oz. 
Les  projections  de  Taccélération  ont  pour  expressions 


sur  \  : 

r'  —  rO", 

sur  A,  : 

.'-^e-»')- 

sur  A,  : 

z'. 

24.  Donnons  quelques  exemples  de  mouvements  simples  : 

Le  plus  simple  de  tous  est  le  mouvement  rectiligne  et  uniforme, 

qui  est  celui  d'un  point  qui  se  meut  sur  une  droite  avec  une  vitesse 

constante  v.  De  l'équation 

ds 


dt 


=  V 


on  tire 


s  =  vt  +  constante, 


ou  en  comptant  le  chemin  rectiligne  à  partir  de  la  position  occupée 
à  l'époque  t  =  0  par  le  mobile, 

s  =  vt, 

La  longueur  et  la  direction  du  segment  vitesse  sont  invariables,  en 
sorte  que  dans  ce  cas  le  point  U,  qui  décrit  en  général  l'hodographe, 
est  immobile.  L'accélération  est  nulle;  et  réciproquement,  si  l'accé- 
lération est  nulle,  U  est  immobile  et  la  vitesse  a  une  grandeur  et  un 
sens  invariables. 


Déviation. 
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Celle  propriété  du  mouvemenl  rccliligne   uniforme  d'avoir  une 
accélération  nulle  rend  très  importait  son  rôle  en  dynamique. 
Considérons  deux  positions  consécutives  P,  P'  d'un  mobile  sur  sa 

trajectoire,  positions  qui  correspondent  aux  épo- 
ques t  et  t  +  At.  Soit  PV  la  tangente  en  P  à  la 
trajectoire  et  v  la  vitesse  que  possède  le  mo- 
bile lors  de  son  passage  en  P,  vitesse  que  nous 
supposerons  géométriquement  représentée  par 
le  segment  PV.  Si  pendant  le  temps  At  le  mo- 
bile avait  conservé  la  vitesse  v  en  se  déplaçant 
sur  la  tangente,  il  serait  parvenu  en  un  point  S 
Fig.  3î,  de  cette  droite  tel  que  PS  et  le  segment  P  V  aient 

le  même  sens  et  que  la  longueur  de  PS  soit  égale  à  celle  de  PV  mul- 
tipliée par  A(, 

long  PS  =  long  PVXAt. 

Les  projections  de  PV  étant  as',  j/',  z',  celles  de  PS  seront  donc 
x'  At,  y'  At,  z'  At  et  les  coordonnées  du  point  S  seront 

X  +  x'At,      y  H-  t/'At,      z  ■+•  z'it. 

Mais  le  mobile  se  meut  en  réalité  sur  la  trajectoire;  il  est  en  P'  et 
non  en  S;  SP'  est  la  déviation  entre  le  mouvement  effectif  et  le 
mouvement  rectiligne  et  uniforme  que  nous  venons  de  définir. 
Calculons  cette  déviation  SP'  ou  plutôt  ses  projections  sur  Ox,  Oi/,  Oz. 
Les  coordonnées  de  P'  sont  x  ■+■  Ax,  t/  -f-  Ay,  z  4-  Az,  on  a  donc 

proj,  SF  =  (x  4-  Aac)  —  (x  -♦-  x'  M) 
=  Ax  —  x'  It; 


or 


Ax  =  x'At  4-  x'  -^ 


»w 


At" 


X"  -^      h  ..., 


donc 


—  At* 

proj^  SP'  =  Ax  —  x'  At  =  x'  —  4-  ..., 


et  de  même 


proj,SP'=Ai/  — !/'Ae  =  y 


r  A«' 


"T"     •  • •  ) 


proj.SP'  =  Az  —  z'Ae=  z'^-  4-  .... 
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Mouvement 

uniforme 

en  général. 


Mouvement 
ci.'culaire 
uniforme. 


En  conséquence  SP'  est  égal,  au  troisiènie  ordre  près,  au  produit 

—         At' 
de  Taccéiéralion  M  J  par  -^;  ou  encore  la  limite  du  quotient  géomé- 

trique 


S  F 

A£ 

2 


est  égale  à  M  J. 

Ce  qui  veut  dire  queSP'  a  pour  direction  et  sens  limites  la  direction 

1 
et  le  sens  de  l'accélération  et  que  sa  longueur  divisée  par  -  At*  a  pour 

limite  la  longueur  même  de  Taccélération. 

On  voit  que  Texistence  de  la  déviation  fait  qu'un  mouvement  n'e.st 
pas  rectiligne  et  uniforme,  car  dans  le  mouvement  rectiligne  et  uni- 
forme et  dans  ce  mouvement  seul  elle  est  constamment  nulle. 

On  donne  généralement  le  nom  de  mouvement  unifoi*me  à  tout 
mouvement  dont  la  vitesse  v  est  constante.  Dans  ce  cas,  l'arc  par- 
couru dans  le  temps  t  a  pour  expression 

s  =  Vf. 

L'accélération  tangentielle  est  nulle,  et  l'accélération  se  réduit  au 
segment  --  porté  par  la  normale  principale. 

Un  cas  simple  et  important  est  celui  du 
mouvement  uniforme  d'un  point  sur  une  cir- 
conférence de  cercle. 

Soit  Po  la  position  initiale,  c'est-à-dire  la 
position  du  mobile  à  l'époque  t  ==  0;  P  la  posi- 
tion à  l'époque  t,  la  vitesse  i;  étant  constante, 
l'arc  PjjP  =  s  est  égal  à  vt, 

B  =  vt. 


Fig.  32. 


Considérons  le  cercle  de  rayon  1  concentriq^ue  au  cercle  proposé, 
0^,,  Q  les  points  de  ce  cercle  sur  les  rayons  aboutissant  en  P^,  et  P; 
appelons  6  l'arc  Q^Q  qui  mesure  l'angle  Q^OQ.  On  a  évidemment, 
R  étant  le  rayon, 

s  =  Re, 

d'où  résulte 


74 
ou 


Mouvement 
oscillatoire. 
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V 

0  =  5*. 


L'arc  6  parcouru  par  le  point  Q  est  proportionnel  au  temps.  La 
vitesse  —  du  point  Q  sur  le  cercle  qu'il  décrit  est  constante  et  égale 

V 

à  —  ;  c'est  ce  que  l'on  appelle  la  vitesse  angulaire  du  point  P. 
Désignons  par  o)  cette  vitesse  angulaire  ;  on  a 

d'où  V  =  a)R,  en  sorte  que  deux  points  animés  d'une  même  vitesse 
angulaire  sur  deux  cercles  de  rayons  dilTérents  ont  leurs  vitesses 
proportionnelles  aux  rayons  des  cercles  qu'ils  décrivent. 

Cherchons  l'accélération  de  ce  mouvement  :  L'accélération  normale 
subsiste  seule  et  est  égale  à 

Donc  : 

Lorsqu*un  point  décrit  U7i  cercle  d'un  mouvement  uniforme,  il 
po  scde  une  accélération  dirigée  vers  le  ceyitre  égale  à  w'R. 

Pour  cette  raison  cette  accélération 
est  quelquefois  appelée  centnpète. 

Soit  toujours  un  point  M  décrivanl 
un  cercle  d'un  mouvement  uniforme  et 
appelons  A  A'  un  diamètre  du  cjrcle. 
Comptons  les  arcs  à  partir  de  A  dans  le 
sens  du  mouvement  ;  soient  P  la  posi- 
tion du  mobile  à  l'époque  t  et  ç  l'angle 
^•^"'^-  AOP. 

Si  <po  est  la  valeur  de  ç  à  l'instant  initial  t  =  0,  on  a 

G)  étant  la  vitesse  angulaire.  On  trouve  alors,  en  projetant  P  en  P, 
sur  OA  et  désignant  par  x  la  distance  OP^  comptée  positivement 

de  0  vers  A, 

X  =  R  cos  9  =  R  cos  (w  t  -♦•  (po)» 
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La  nature  du  mouvement  de  P|  est  remarquable.  11  est  périodique, 
car  cos  ç  variant  de  4-  4  à  —  4,  x  varie  de  -i-  R  à  —  R,  et  le  point  P, 
oscille  de  Â  à  A'. 

Lorsque  le  point  P  décrit  la  circonférence,  il  passe  par  deux 

p  positions  pour  lesquelles  sa  projection 

'  /              /^^\E  ®^^  ^^  ^i  >  '®  point  P  et  le  point  F  symé- 

/             / y<\  trique  du  précédent  par  rapport  à  A  A'. 

— ^{ fç^  I — )A —  Les  valeurs  de  ç  correspondantes  sont, 

y  à  un  multiple  de  2tc  près,  égales  et  de 

y  signes  contraires;  il  en  résulte  que  les 

^ T  vitesses  de  P^  relatives,  à  deux  passa- 

F\g,  S4,  ges    consécutifs    sont  aussi    égales    et 
de  signes  contraires  puisque 

dx 

-r—  =  —  K(i)  sin  ç. 

La  durée  d'une  oscillation  complète  est  —  =  T,  en  sorte  qu'en 
remplaçant  co  par  sa  valeur  tirée  de  cette  équation,  on  peut  écrire 


0?  =  R  cos 


Les  mouvements  de  cette  forme  se  présentent  souvent  en  physique; 
T  a  reçu  le  nom  de  période. 
Mouvement         Considérons  encore  une  hélice  ayant  OZ  pour  axe.  Supposons  que 
uniforme       par  un   tour  complet,  de  gauche  à  droite,  pour  un  observateur 
traversé  par  OZ  des  pieds  à  la  tète,  le  point  P  s'élève  de  la  quan- 
tité 2tc/i;  a  est  le  rayon  du  cercle  de  base. 
Les  équations  qui  représentent  l'hélice  sont 

X  =  a  cos  6, 
y  =  a  sin  0, 
z  =  h6. 

Cherchons  à  représenter  le  mouvement  uniforme  d'un  point  sur 
cette  hélice. 
On  a  d'abord 

dx*  4-  dy^  +  dz*  =  (a»  +  V)  dÔ%     d'où    v*  =  (a«  +  h})  (^V; 
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dona,  si  la  vitesse  est  constante,  —  est  constant.  Posons 

at 

dO 

-— -  =  Cl)  =  constante; 

at 

on  a 

0  =  w  e  +  00, 

où  %  est  la  valeur  de  6  pour  t  =  0. 
Il  vient 

/  X  =  a  cos  {lot  -4-  6o), 

1   i/  =  a  sin  {lût  -h  ÔoS 

(   z  =/i(ù)f  4-  Ôo), 
d'où      . 

dx 

-rr^=  —  ^^  sin  (o)^  -f-  Oo), 
at 

dy 

—  =  aw  cos  ((»)(  -h  6o), 

d7  =  ''"- 

On  voit  d*abord  que  la  projecfion  du  mobile  sur  Taxe  est  animée 
d*un  mouvement  uniforme.  Pareillement  sa  projecfion  sur  le  cercle 
de  base  a  pour  coordonnées  x,  i/,  0,  et  la  vitesse  de  cette  projection 
est  é^^ale  à 


elle  est  constante. 
L'accélération  se  calcule  sans  peine;  on  trouve 

d'x  rf'v  d*2 

-VIT  =— aw'cosCwt  4-  6o),  -jT^  =  — aw'  sin  (wf  -H  6o)-jTî  =  0; 

ai*  at  ar' 

elle  est  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  à  OZ  issue  du  point  P;  on 
sait,  en  effet,  que  cette  perpendiculaire  est  la  normale  principale  de 
l'hélice;  de  plus  elle  a  pour  valeur  au)*;  elle  est  égale  aussi  à 

yl  _  (g»  -H  h*)  ^« 

R  ""  R 

En  égalant  ces  deux  expressions  on  trouve 

1  a  „  /i« 

R       a*  4-  ^'  a 
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ce  qui  est  l'expression  connue  du  rayon  de  courbure  de  Thélice 
circulaire. 
Mouvement  Parmi  les  mouvements  non  uniformes,  les  plus  simples  sont  les 
recliligne  mouvements  rectilignes  uniformément  vanés.  Pour  ces  mouve- 
ments, l'accélération,  qui  se  réduit  à  la  composante  tangentielle,  est 
constante  en  grandeur  et  direction. 

Si  le  mobile  se  meut  dans  le  sens  de  l'accélération  le  mouvement 
est  uniformément  accéléré;  il  est  uniformément  retardé  dans  le  cas 
contraire. 
Rappelons  que  l'espace  x  est  lié  au  temps  par  la  formule 

1     , 

35  =  2  Y*  +  Vo*  -*-  ^o> 

où  Y  est  la  valeur  constante  de  l'accélération,  v^»  ^o  ^^^  valeurs  de  la 
vitesse  et  de  x  pour  t  =  0. 

En  effet,  on  a  par  hypothèse,  y  désignant  l'aicéléralion  constante, 

it'x  _ 

d'où  par  intégrations  successives 

^  =  Yt  +  Vo,      X  =  -  Y^*  +  ^0*  ■*-  ^0- 

On  voit  que  dans  ce  mouvement  la  vitesse  varie  de  quantités  égales 
dans  des  temps  égaux  quelconques. 

Ce  mouvement  joue  un  rôle  important  dans  la  théorie  de  la 
pesanteur. 
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CHAPITRE  m 

Du  changemeût  de  système  de  comparaison. 

Mouvement  relatif. 


Mouvement 

d'un  système 

invariable 

par  rapport 

à  un  autre. 


25.  Si  au  lieu  de  comparer  un  point  mobile  M  à  un  système 
invariable  2^  on  le  compare  à  un  autre,  l^y  on  sera  conduit  à  une 
nouvelle  notion  du  mouvement  de  M;  on  aura  à  considérer  d'autres 
éléments  géométriques  et  mécaniques.  Les  éléments  primitifs  et  les 
nouveaux  ne  sont  pas  indépendants;  proposons-nous  de  passer  des 
uns  aux  autres. 

Soient  T^  un  trièdre  trirectangle  lié  invariablement  à  Sp  T  un 
trièdre  trirectangle  lié  invariablement  à  Z.  Soient,  à  l'époque  t,  a, 
b,  Cy  les  coordonnées  de  Torigine  de  T  par  rapport  à  Tp  et 


X 

y 

z 

«1 

a 
a' 
a' 

P' 

ï 
Y' 
Y' 

le  tableau  des  cosinus  directeurs  des  axes  du  trièdre  T  par  rapport  à 
ceux  du  trièdre  T,  ;  appelons  Pj  le  point  lié  à  Tj  avec  lequel  le  point 
mobile  M  coïncide  à  Tépoque  t  ;  P  le  point  lié  à  T  avec  lequel  M  coïn- 
cide au  môme  instant;  x'p  t/p  Zj  les  coordonnées  de  P,  par  rapport 
à  Tp  x,  y,  z  celles  de  P  par  rapport  à  T.  Puisque  P  et  P|  coïncident 
à  l'époque  ty  on  a 

Xj  =  a  -+•  olx  -i'  a!  y  -h  a'z, 
(1)  \   y^  =  h  +  S^x+  ^'y  +  'fi'Zy 

z^  =  c   -+-  vx  -f  y' y  +  v'z. 
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Si  le  point  mobile  M  est  fixe  par  rapport  au  triëdre  T,  les  coordon- 
nées X,  1/,  z  sont  invariables;  a,  .6,  c,  a,  P,  y>  a'>  P'>  Y»  «%  P'»  ï' 
sont  fonctions  du  temps,  et  les  formules  pi*écédentes  fournissent  à 
chaque  instant  t  la  position  de  n'importe  quel  point  de  l'espace  E  lié 
au  système  Z  dans  l'espace  E|  lié  au  système  Z^;  elles  définissent 
donc,  quand  on  fait  varier  t,  un  mouvement  de  l'espace  E  dans 
l'espace  E^. 

Nous  arrivons  ainsi  à  définir  avec  précision  le  mouvement  d'un 
système  invariable  2  par  rapport  à  un  autre  Sj. 


Notion  de  la  composition  des  vitesses. 


Vitesse 

d'enbulne- 

ment. 


Proposons-nous  maintenant  de  résoudre  la  question  suivante  :  on 
connaît  1°  le  mouvement  de  2  par  rapport  à  l^  (c'est-à-dire  les  quan- 
tités a,  h,  Cy  a,  3,  Y>  *'>  P'>  ï'>  *%  &'>  ï"  ^^  fonction  du  temps); 
2°  le  mouvement  d'un  mobile  M  par  rapport  au  système  2;  trouver  la 
vitesse  de  M  dans  son  mouvement  relativement  au  système  2^. 

Différentions  les  équations  (1)  par  rapport  au  temps,  nous  avons 


/ 


dx 
1 


(2) 


dy 
d 


t       \_dt 

tdx 

Ufdb 
t       \_dt 

^0 


dcf. 


do! 


dt  dt  ^       dt 


^'0 


p 


dy 

dt 


dt  dt  d 


dx 
dt 


f  -  +  ^  dt J 


dz 
d 


dt 


dy' 


1 


t        {dt       dt 

tdx        ,  dy        -  dz'^ 


dy 
dt 


-] 


Rappelons  que  nous  avons  désigné  par  M  le  mobile  et  par  P  le 
point  du  système  2  avec  lequel  M  coïncide  à  l'époque  T.  Dans  le  mou- 
vement d'ensemble  de  2  par  rapport  à  2j,  le  point  P  a  une  certaine 
vitesse  V^  que  l'on  appelle  la  vitesse  d'entrainemcnt;  désignons  par 
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V  la  vitesse  de  M  dans  son  mouvement  relativement  au  système  Z; 
enfin,  soit  V^  sa  vitesse  ps^r  rapport  au  système  2|. 

Les  coordonnées  de  P  par  rapport  à  T  sont  invariables  et  égales  aux 
valeurs  actuelles  x,  y  y  z  des  coordonnées  du  point  M.  Les  projections 
de  Ve  sur  les  axes  0|ap,,  Ojt/j,  0^z^  du  trièdre  T^  sont  donc 

,,  da       dcL  doL*  da' 

(3)  ^  V,,.  =  -  +  ^x  +  ^V  +  ^z, 

_-      de       dy  dy'  dy' 

Les  projections  de  V  sur  les  axes  de  T  sont 

dx       dy       dz 
di'       dt'      dt' 

les  projections  de  V  sur  les  axes  du  trièdre  T^  sont  donc 


dx        ,  dy        ,  dz 

~t"  OL    -4~  CL     — —  1 

dt  dt  dt 


Va.  =  a h  a'  — ^  +  a   —  > 


dx         ,  dy        , dz 
Enfin  les  projections  de  V,  sur  les  axes  de  T,  sont 

^'•"  -  dF'  ^'••"  -  dT'  ^'•"  -  dt 

II  vient  donc,  en  comparant  les  formules  (2),  (3)  et  (4), 
(5)  V,...  =  V..„  +  V,„    V,.,.  =  V..,.  +  V,.,   V,..  =  V....  +  V„. 
Ces  équations  sont  équivalentes  à  l'équation  géométrique  unique. 

v;  =  V  +  v;. 

nelat  on  entre       De  là  ce  théorème  : 

la 

\itesse absolue,       Quand  on  passe  du  mouvement  d'un  point  M  par  rapport  à  un 

la  vitesse       système  2  au  mouvement  par  rapport  à  un  autre  système  2j,  la 

vitesse d'ejiirai-  v**^^^^  ^  M  par  rapport  à  2^  est  la  somme  géométrique  de  sa 

iiement.       vitesse  par  rapport  à  Z  et  de  la  vitesse  d'entramementy  c'est-à-dire 

Citiémat'upié.  6 
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de  la  vitesse  par  rappoH  à  2^  du  point  P  de  Z  avec  lequel  coïncide 
le  mobile  à  l'époque  co^isidérée. 

Appelons  absolus  les  mouvements  rapportés  à  un  triidre  déter* 
miné  T^,  arbitrairement  choisi,  du  reste;  appelons  vitesse,  acoéléra- 
tion,  trajectoires  absolues  les  éléments  relatifs  à  de  tels  mouvements. 
Alors  V^  est  la  vitesse  absolue,  V  qui  est  la  vitesse  par  rapport  au 
triëdre  T  s'appellera  si  Ton  veut  la  vitesse  relative,  et  à  l'aide  de  ces 
définitions  on  peut  énoncer  le  théorème  précédent  en  disant  que  la 
vitesse  absolue  est  la  somme  géométHque  de  la  vitesse  relative  et 
de  la  vitesse  d'entraînement  Mais  il  ne  faut  attribuer  ^  ces  termes 
absolu,  relatif  qa*\xn  sens  purement  conventionnel,  car  le  mouvement 
par  rapport  à  T^  n'est  ni  plus  absolu,  ni  moins  relatif  que  le  mouve- 
ment par  rapport  au  trièdre  T. 

On  donne  quelquefois  au  trièdre  T  le  nom  de  trièdre  mobile;  bien 
que  T  et  T^  soient  également  mobiles  l'un  et  l'autre,  leur  mouvement 
ayant  été  défini  comme  un  changement  de  leurs  positions  relatives. 

Il  n'est  pas  mauvais  cependant  de  rompre  la  symétrie  de  langage 
en  vue  des  applications  ultérieures. 


Projections 

de  la  vitesse 

sur  les  axes 

mobiles* 


26.  C'est  encore  en  vue  de  ces  applications  que  nous  mettrons  les 
formules  précédentes  sous  une  autre  forme,  en  projetant  la  vitesse 
absolue  V^,  la  vitesse  d'entraînement  V^  et  la  vitesse  relative  V^  sur 
les  axes  mobiles.  On  a  trouvé 


V,  =  %  +  %; 
donc,  en  projetant  sur  les  axes  du  trièdre  f , 

'  t)n  a  VU  que  les  projections  sur  les  axes  de  T^  du  segment  V^  sont  : 


Vda       da  d% 

'"       dt^  dt  dt^ 


«f«i 


db       d^  d^' 


^-  =  dï-*-dê^"^ 


dt 


y 


•  "       dt^  dt     ^  dt^ 


e,»i 


dT*» 

dY» 
dt'* 
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la  projection  de  V«  sur  Ox  est,  par  suite, 

f7—       /    da  db  de\ 

/     da.    .      'd^  df\ 

/    da!       „  d&'  dY'\ 


/    da'       „  dû'  dv'X 

\''iû-^^-ii^\di)'- 


Nous  poserons  : 


da       ^   db  de.     ^ 

*  df-^^dt  +  Y  j^=^' 

,  da       _,  db         ,  de 

*  dt-*-^d7-^"^d7  =  ''' 

f  ^^      Ai  dfc      •  -  da      ^ 

*  dF-*-?  dF  +  ^dt'*'^' 


et  observant  que 


a*  +  ^*  -h  Y*  =  1,     a'*  +  &'•  +  y*  =  1,     *'•  +  P"  +  y'*  =  1, 

«a'   4-  pp'   +  Yï'  =0^ 

a' a"  4-  P'^'-^-yW^O, 
on  aura 

da       .d^  dy       ^         ,  da.'       .,  d^'         .  dv'       ^ 


,da'       .,  dp'         .dy'       . 


Y    dt    ■   '■    dt       ^    dt)       \      dt        "^    dt       7    dty       7 
/  ,  da       „,  d3         ,  dyX       /     da*       „  d^'  dv'X       . 


t     à.a'       „   dft' 
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Ces  équations  nous  permettent  de  poser  : 

y  dt^'^  dt  ^^  dt)  y  dt^^  dt^^  dt)-^' 
\  dt^^  dt^^  dt)  \  dt^^  dt^^  dt)  ^' 
y  dt^^  dt^^  dt)       y  dt^^  dt^^  dt)~^' 

et  nous  aurons  ainsi  : 

V.,.  =  $  +  gs  — ry; 
tin  calcul  tout  pareil  donnera 

V.,,  ==  Ç  +  pt/  — 3x; 
on  a,  du  reste 

formules      il  vient  donc  en  définitive  : 

fondamentales. 

dcc 
-  V«,,  =  $  4- g;î  — rt/ +--»  - 

formules  fondamentales  d'où  se  déduit  très  aisément  toute  la  ciné- 
matique géométrique. 
Interprétation       On  peut  faire  dès  à  présent  une  remarque  importante  concernant 

des  projections  |g  mouvement  d'un  système  invariable.  La  vitesse  d'entraînement 
de  la  vitesse 

d'cntrarne-      ^'"^  point  P  (x,  t/,  z)  est  donnée  par  les  formules 

ment. 

IV,,x  =i  Ç -h  gz  —  f  t/, 
V,,,  ==!:  4-py  — gx; 
considérons  le  système  de  segment  S,  ayant  pour  coordonnée^ 

Pi  qy  r,  Ç,  tj,  Ci' 
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On  voit  que  V.,,,  Ve,y,  V«,,  sont  les  projections  du  moment  résul- 
tant de  S  au  point  P. 
On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Dana  tout  système  invaiHahle  en  mouveme^xt  il  y  a  à  chaque 
instant  un  système  de  segments  S  dont  le  moment  résultant  en  un 
point  quelconque  représente  la  vitesse  d'entraînement. 

Le  théorème  est  un  résultat  de  calcul  ;  aussi  restera-t-il  purement 
formel  tant  que  nous  n'aurons  pas  découvert  la  nature  des  segments 
qui  peuvent  constituer  ce  système  S. 

Nous  ne  le  pourrons  qu'après  avoir  exposé  la  théorie  des  rotations. 
Composition  Faisons  auparavant  quelques  remarques  sur  le  théorème  de  la 
des  vitesses,     composition  des  vitesses  que  nous  venons  de  démontrer. 

Supposons  que  l'on  ait  plusieurs  systèmes  invariables  Zp  Z,,  2|,  Z^ 
en  mouvement,  les  uns  par  rapport  aux  autres,  et  soit  M  un  point 
mobile  par  rapport  à  Z^.  A  l'époque  t  considérée,  le  mobile  M  coïncide 
avec  un  point  P^  de  Zp  avec  un  point  P,  de  2|,  ...  avec  un  point 
P«_i  de  2»-i.      ^ 

Désignons  par  v^  la  vitesse  du  mobile  par  rapport  au  système  S|, 
par  1^,  la  vitesse  du  point  P|  de  2^  dans  le  mouvement  relatif  de  2^ 
par  rapport  à  Z,,  par  v,  la  vitesse  du  point  P,  de  Z,  dans  le  mouve- 
:  ment  relatif  de  Z,  par  rapport  à  Z„  ...,  par  v/la  vitesse  du  point  P^^i 
de  Zj-.i  dans  le  mouvement  de  Z^^i  par  rapport  à  Z< ...  et  finalement 
par  1^,  la  vitesse  du  point  Pn.i  de  Zn^i  dans  le  mouvement  de  Z»-i 
par  rapport  à  Z«. 

Nous,  avons  appelé  v^  la  vitesse  .de  M  par  rapport  au  système  Z|;  * 
appelons  vl  la  vitesse  du  mobile  M  par  rapport  au  système  Z<.  On  aj 
par  application  du  premier  théorème 

K  =  vi-,  4-  v"^ 

qui  exprime  que  la  vitesse  de  M  par  rapport  à  Z.  est  la  somme 
géométrique  de  sa  vitesse  Vn-i  par  rapport  à  Z»-.i  et  de  la  vitesse 
d'entraînement  v^. 

On  aura  de  même,  en  appliquant  ce  théorème  au  mouvement  de  M 
par  rapport  à  Z«-.j  et  Z»_i, 


t?i_i  =  i>i-i  +  v»-i 


et  ainsi  de  suite 


vl  =  V<-l  +.Vi 


Exemples, 


èi  fltiateitieâi 

d*où,  par  addition, 


%kçoM  bB  t:iMÉirÂTt<}tJ&. 


r,  =  v^  +  V,, 


5Î  z=  Vj  4-  t>,  +  ...  4-  v«. 


^ 


iM 


M 


Ainsi  la  titegse  de  M  par  rapport  au  système  S«  est  la  somme 
géométrique  de  la  vitesse  du  point  M  par  rapport,  à  1^  et  des  vitesses 
d^enlratiiemenl  consécutives  de  1^  par  rapport  à  t^^  de  £,  par  i^pport 
à  2„  ...,  de  ÎSn-i  par  rapport  à  2». 

Nous  sommes  actuellement  en  mesuré  de  parler  de  la  composition 
des  vitesses  et  d'expliquer  ce  que  l'on  entend  quand  on  parle  d^un 
mohile  animé  à  la  fois  de  plusieurs  vitesses,  tiette  locution  signifie 
toujours  que  le  point  matériel  se  trouve  d'abord  rapporté  à  un 
sysiëm'e  ti  niobile  par  rapport  à  un  autre  S,,  ...  jusqli'à  un  système 
2^  âUquel  on  veut  rapporter  finalement  le  mouvement  du  point  M. 

'    II.  Sbit  Utt  point  inoi)ile  M  datts  un  plan^  soU  il  la  parallèlo  ft  Ox 

menée  par  le  point  M.  On  petit  regarder 
le  Inouvetnent  du  point  M  dans  le  plan 
se  0  y  comme  résultant  dtl  mdUvebetit  de 
M  iUr  A)  tandis  que  1  se  déplace  eti  res- 
tant parallèle  à  Oa^)  pendant  que  son 
point  0'  glisse  sur  0|f. 

Là  vitesse  dd  M  pjar  rapport  au  système 
d'axes  xOy  sera  la  somme  géométrique 
de  ëa  Vitesse  ï^  sur  A  et  de  la  vitesse 
d'entraînement  t^  de  M,  c^'est-à-dire  de  la 

vitesse  du  point  P  de  A>  avec  lequel  M  coïncide  à  l'Instant  considéré. 

—  — —  doc 

La  vitesse  v^  est  le  segment  M  V^  mesuré  par  —  où  x  est  le  nombre 

qui  mesure  O'Pi  De  même,  il  est  clair  que  dans  le  temps  dt  tous  les 

,  points  de  A  décrivent  des  segments  égaux  infiniment  petits  parallèles 

à  Ot/y  la  vitesse  d'entraînement  est  donc  la  vitesse  du  point  0'  sûr 

:0^;  ô'est-à^ire  ^• 

La  vitesse  de  M  dans  le  plan  est  la  somme  géométrique  dé  deux 

4»egmentsM  V.,  M  V,  paràllèleçàDx,  Ow  el  mesurés  par  -j-»  -~  ;  nous 

at   dt 

interprétons  ainsi  d'une  nouvelle  manière  les  projections  dd  la  vitesse 
^ur  les  axes  de  coordonnées, 


r 
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IL  Appliquons  le  même  raisonnement  au   cas  du  mouvement 

d'un  point  dans  Tespace. 

Soit  x'O^y'  te   plan  parallèle  à  xOy 

mené  par  le  mobile  M  ;  soit  A  la  parallèle  à 
Ox  menée  par  M  dans  ce  plan.  On  peut 
regarder  le  mouvement  de  M  par  rapport 
au  trièdre  Oxyz  comme  résultant  du 
mouvement  de  M  sUr  À,  tandis  que  A  se 
déplace  en  restant  parallèle  à  O'o;'  dans 
le  plan  x'  0'  y'  et  que  le  plan  lui-même  se 
déplace  en  restant  parallèle  au  plan  xOy. 
Nous  aurons  ici  a  considérer  trois 
Fig.  80,  vitesses  : 

\^  La  vitesse  de  M  sur  A  dirigé  suivant  A»  c'est-à-dire  parallèle- 

»_  '        dx 

ment  à  xix  et  égale  à  —  ; 

2°  La  vitesse  d'ehtratnement  de  M  dans  le  mouvement  de  A  dans 

le  planx'  O'y',  vitesse  que  nous  savons  déjà  être  égale  à  --r^  et  parai* 

lèleàO'v'  (ouàOy); 

3^  La  vitesse  d'entrainement  de  M  dans  le  mouvement  du  plan 

dz 
x'Ojf';  cette  vitesse  est  évidemment  égale  A  -r-  et  dirigée  parallèle- 
ment à  Oz. 

dx   dy   dz 
,    Les  projections  — »  -t|>  —  de  la  vitesse  sur  les  axes  peuvent  donc 

être  considérées  comme  les  vitesses  dans  trois  mouvements  particu- 
liers dont  la  composition  donne  le  mouvement  du  point  M  par  rapport 
au  trièdre  Oxyz, 

IIL  Prenons  encore  les  coordonnées  polaires  dans  le  plan.  On  peut 
Regarder  le  mobile  M  comme  se  mouvant  sur  le  rayon  vecteur^  tandis 
que  celui-ci  tourne  autour  de  l'origine. 

La  vitesse  du  mobile  sur  le  rayon  vecteur  est  d'abord  -r-  et  est 

dirigée  suivaht  ce  rayon»  La  vitesse  d'entraînement  est  celle  d'un 

point  sur  un  cercle;  elle  est  égale  évidemment  à  r  —  et  portée  par 

la  tangente  au  cercle  des  coordonnées.  On  retrouve  ainsi  la  vitesse 
d'élongation  et  la  vitesse  de  circulation. 

IV.  L'application  aux  coordonnées  polaires  dans  l'espace  se  fait  de 
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dr 
même  sans  difQcuIté;  on  retrouve  encore  une  vitesse  —  portée  par  le 

rayon  vecteur,  une  vitesse  r  —  suivant  la  tangente  au  méridien, 

do 

r  sin  0  :r^  suivant  )a  tangente  au  parallèle. 
at 


Applications  géométriques.  —  Théorèmes 
de  Poinsot  et  de  Roberval. 

Tliéo.ème  27.  On  doit  à  Poinsot  un  théorème  intéressant  qui  se  ratiache 

de  Poinsot.      d'une  manière  simple  aux  considérations  précédentes. 

Soit  une  surface  S  et  une  normale  NN'  en  un  point  N  de  cette 
surface;  prenons  la  longueur  NN'  constante,  on  sait  que  le  point  N' 
décrit  une  seconde  surface  S'  admettant  également  NN'  comme 
normale.  Cette  seconde  surface  est  dite  parallèle  à  la  surface  S. 

Cela  posé,  soit  M  un  point  mobile  dans  Tespacc 
et  MN  une  normale  issue  de  M  à  la  surface  S, 
soit  N  le  pied  de  cette  normale;  on  peut  regar- 
der tout  mouvement  de  M  comme  résultant  d'un 
glissement  de  M  sur  la  normale  dont  le  pied  N 
se  déplace  en  même  temps  sur  la  surface  S;  la 

vitesse  relative  est  dirigée  suivant  la  normale  M  N 

dr 
et  égale  à-rr»  »'  désignant  la  distance  MN; 

la  vitesse  d'entraînement  est,  d'après  la  remar- 

Fig,  57.  que  qui  précède,  tangente  à  la  surface  parallèle 

à  la  surface  S  qui  passe  au  point  M;  elle  est  donc  rectangulaii*e  avec 

MN.  On  peut  conclure  de  là  que  la  projection  de  la  vitesse  du  point 

dr 
M  sur  la  normale  est  égale  à  -r--  Ce  résultat  généralise  tout  d'abord 

at 

la  notion  de  la  vitesse  d'élongation. 
Montrons  maintenant  comment  il  donne  le  théorème  de  Poinsot  Q), 
Soient  plusieurs  surfaces  S,  S',  S'',  ...,.et  un  point  M;  soient  r,  t*', 
r',  ...,  les  longueurs  des  normales  menées  de  M  à  S,  S',  S''  ...,  et 
supposons  qu'on  assujettisse  ces  longueurs  à  vériAer  une  équation 

/^(r,r',r%...)  =  0; 
(>)  Journal  (fe  V^cqU  pol^fechni^ne,  t,  V(. 
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le  point  M  décrit  alors  une  surface  21;  la  normale  à  cette  surface 
s'obtient  d'après  la  règle  suivante  : 

On  porte  sur  les  normales  aux  surfaces  S,  S',  S',  ...,  à  partir  de 
M  des  segments  mesurés  respectivement  par  les  nombres  —  »  -r-^,> 

^-^5   ...;  la  somme  géométrique  de -ces  segments  sera  dirigée 
suivant  la  normale  à  la  surface  2. 

Supposons  le  point  M  mobile  sur  la  surface  Z  et  désignons  par 
'^xy  Vy,  v^  les  projections  de  la  vitesse  sur  les  axes  de  coordonnées; 
soient  X,  (x,  v  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  S, 
V,  ji.',  v'  ceux  de  la- normale  à  la  surface  S',  ,..,  la  projection  de  la 
vitesse  sur  la  normale  à  la  surface  S  sera 

«  - 

dr 

et  de  même,  en  projetant  sur  lès  normales  aux  autres  surfaces, 

dr^ 
Vv^  +  jx'Vy  +  ^*\v,=  ~y 

dr' 


Multiplions  par  -r^>  -r^.y  -t~>  ...  et  ajoutons,  il  vient 
*^  (/r   or    dr 

^{^Tr^^'l?-^ )"'; 

l    àf        ,  df  \  df       . 

■^K'Tr^-'Tp-^ j^-  =  5i  =  «- 

On  voit  que  les  coefficients  de  v^,  Vyy  v^  sont  les  projections  de  la 

résultante  des  segments  -7^»  ~-ry  ...  portés  par  les  normales;  Téqua- 

dr   or 

tion  précédente  exprime  donc  que  cette  résultante  est  perpendiculaire 
à  la  vitesse  du  point  M;  ce  résuHat  étant  indépendant  de  la  courbe 
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que  le  point  H  décrit  sur  la  aurRiee  2,  on  en  conclut  que  U  réiul- 
tante  est  normale  à  cette  surface. 

Le  théorème  a  lieu  aussi  dans  le  plan  li  aux  surraces  S,  S' ,  ...  on 
lubstitue  des  courbes. 

Applications.  —  Prenons,  par  eiemplei  pour  S,  S'  deux  cerclés 
infioimeiit  petits  de  centre  F,  F' ,  alors  r,  >-'  sont  les  distances  de  M 
à  F,  F',  et  la  méthode  de  Poinsol  nous  donne  la  construction  de  Is 
narmale  en  bboHdnnéél  bi-pOlair»s. 

On  appliquera  moi  dilDcullé  cette  mëthode  au  cas  de  l'ellipse  et  d« 
l'hypeiirale  par  lesquelles  on  a 

f  ±  r'  =  const.; 

on  reconnaît  ainsi  que  pour  l'ellipse  la  normale  est  bissectrice  de 
l'angle  F' M  F,  et  pour  l'hyperbole,  bissectrice  de  l'angle  supplé- 
mentaire. 

Pour  la  parabole,  il  Taudrait  prendre  pour  B  un  cercle  iuGniment 
petit  décrit  autour  du  foyer  et  pour  S'  la  directrice  ;  la  propriété  angu- 
laire de  la  tangente  se  déduit  encore  de  la  règle  générale  de  Poiasot. 

Prenons  encore  la  sUrface  définie  par  l'équation 


où  r,  r',  1'*  sont  les  distances  du  point  M  à  trois  points  fixes  F,  F', 
F';  on  portera  une  môme  longueur  sur  MF,  MF',  MF'  (cette 
dernière  en  sens  inveras  de  MF'),  là  hormale  est  la  résultante  des 
trois  segments  ainsi  construits;  elle  est  donc  la  bissectrice  intérieure 
du  trièdre  formé  par  MF,  MF'  et  la  direction  opposée  à  MF', 

28.  Au  même  ordre  d'idées  se  rattache  encore  la  méthode  de 
construction  deê  tangentes  trouvée  eh  1696  par  Roberval  et  commu- 
niquée par  lui  en  1640  à  Fermât.  L'exposition  de  cette  méthode  se 
trouve  dans  le  tohne  VI  des  anciens  mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences.  Elle  a  donné  lieu  à  plusieurs  erreurs.  L'énoncé  donné  par 
Iloberval  lui-même  est  ineiactj  en  second  lieu;  Montucla,  dans  son 
Histoire  des  malkématiqttes,  et  Monge,  dans  sa  Géométrie  deicrip- 
lit'e  ('),  ont  reproduit  là  même  erreur  et  ont  donné  des  applications 

(!)  Page  9t  d«  U  S*  édition. 
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fautives  que  M.  Duhamel  a  rectifiées  danh  un  court  jet  intéressant 

travail  inséré  àu  tome  V  des  Savaiih  'êlrâng$rê* 

Baient  F^  f'^T' ...  ded  patbU  fixës^  r^  f^  f% ...  leê  dtstahees  d'uh 

point  M  â  ees  pbints  ;  le  point  M  déorivàllt  Une  coutbe,  les  ptx)Jections 

.       ,  {(f*  iii»'    if^.» 

dé  là  vitesse  sUlr  lôà  rayons  FM,  FM',  FM', ...  sont  — »  -^j  -—■>  ••• 

Bi  dôno  bn  conétruit  sur  les  rayons  des  segments  iîP|  HiFi  S[FS  ... 

proportionnels  â  :r->  -r-J  -^j  el  si  l*on  mène  ëh  P,  P',  P*,  Ifes 

dt     dt      dt      ^ 
plans  normaux  à  ces  segments,  ces  plans  se  couperont    en   un 

point  Q  de  la  direclioti  de  la  viléSse;  MQ  âera  la  iahgente  (^). 

Oh  peut  ëvidémtheht  généraliser  la  construction  de  Roberval. 

SUppôionâ  qtië  S,  S'^  S'  ...  soient  des  surfaces  et  r,  r' y  r%  ...  les 

longUeui^  des  normales  issues  de  M  à  ces  âurfeices.  On  a  vu  que 

rr-'  -7->  -7-  >  •••  sout  ies  projcctions  de  la  vitesbe  sur  les  normales; 
Ht     dt     dt  / 

la  construction  précédente  peut  encore  s'appliquer  à  ce  cas.  Traitons 

quelques  exemples  simples. 

Les  cas  de  l'ellipse  et  de  i*hyperbole  nous  conduisent  '  à  Seux 

segments  égaux  portés  suivant  MF,  MF'  pbur  rhypëi*bole  et  suivant 

MF  et  F' M  (opposé  à  MF)  pour  l'ellipse;  oh  à^  ëh  efftet,  dans  le 

premier  cas 

dr dr' 

Tt'^'dî' 

et  dans  le  second  ---  =  —  ---  • 

dt     .       dt 

On  retrouve  donc  les  propriétés  angulaires  bien  connues  des 
tangentes  à  oes  courbes. 

Mais  au  lieu  de  prendre  ciéus  foyers^  on 
peut  prendre  un  foyer  et  la  directrice  cor- 
respondante.  Soient  F  et  PD  un  foyer,  et  la 
directrice  correspondante. 
On  a,  en  posant  MF  =  r>  MP  =  r'., 

r  =:=eW, 

dr         dr* 
--^  I     d'où  -r-  =  e  -;-  »  et  par  suite  r,  r'  sont 

Fifr.M»  dt  dt  ^ 

(>)  Robënral  ptoposiiit  atl  cohthiirè  éè  fkitè  là  sèifitne  ^ébmétH4liè  dèl  ftègmènts 
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dt 


;  on  peut  donc  prendre  pour  segments  à 


des  vitesses 

à  la 

construction 

des  tangentes. 


porter  sur  les  normales  MF  =  r,  MP=:r';  la  normale  en  P  à  MP 
est  la  directrice;  elle  est  coupée  en  Q  par  la  normale  au  rayon  FM  ;  ce 
point  Q  appartient  à  la  tangente  qui  est  donc  MQ.  On  retrouve  une 
propriété  de  la  tangente  qui  est  commune  aux  trois  genres  de  coniques. 
Autre  exemple       Les  règles  de  Roberval  et  de  Poinsot  ne  sont  pas  les  seules  façons 
e  appicaion  ^j'utiiisgr  j^  composition  des  vitesses  dans  la  construction  des  tan- 
composition     gentes  et  des  normales.  Je  vais  en  donner  un  exemple. 

Tangentes  aux  conchoides,  —  Soient  un  point  0  et  une  courbe  (A) 

que  décrit  un  point  M, 
menons  OM  et  prenons 
MM'  constant;  le  lieu  de 
M'  est  une  courbe  (C)  ap- 
pelée la  conchoïde  de  (A). 
Connaissant  la  tangente  à 
..-'""(A),  on  peut  construire  la 
tangente  à  (C). 

Soient  OP   perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur,  P 
le  point  où  la  normale  MP 
Fig.39,  à  (A)  coupe  OP,  menons 

OKK'  faisant  un  angle  de  45®  avec  le  rayon  vecteur;  élevons  MK 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur,  soit  K  le  point  de  rencontre  de 
celte  droite  avec  OK,  menons  MT  tangente  à  la  courbe  (A)  et  soit  T 
le  point  où  la  parallèle  KT  au  rayon  vecteur  coupe  cette  tangente. 

On  peut  supposer  la  courbe  (A)  parcourue  avec  la  vitesse  M  T,  alors 
MK  sera  la  vitesse  de  circulation  et  MQ  =  KT  sera  la  vitesse 
d'élon^ation. 

Mais  les  triangles  OPM  et  MTQ,  qui  sont  rectangles,  sont  égaux, 

car  OM  =  MK  =  QT;  donc  OP  =:  MQ.  La  vitesse  de  circulation 

étant  MK  =  OM  =  r,  on  voit  que   notre  bypolhèse   revient  à 

supposer  que  Tangle  polaii*e  0  a  une  vitesse  constante  égale  à  l'unité. 

•  Considérons  de  même  la  concboïde  et  faisons  une  construction 

semblable;  puisque  —  est  égal  à  1,  la  vitesse  de  circulation  de  M' 

sera  égale  à  OM'  =  M' K',  et  sa  vitesse  d'élongation  M' Q'  sera  égale 
au  segment  que  détermine  surOP  la  normale  à  la 'concboïde.  Or, 
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puisque  MM'  est  constant,  M  et  M'  ont  môme  vitesse  d'élong^alion  ; 
donc  M'Q'  =  MQ  et,  par  conséquent,  la  normale  en  M'  détermine 
sur  OP  le  même  segment  OP  que  la  normale  à  la  courbe  (A).  Donc  la 
normale  en  M'  à  la  conchoïde  passe  au  point  P,  ce  qui  donne  la  cons- 
truction classique  de  la  normale  aux  conchoïdes. 
On  démontre  aisément  de  même  les  propositions  suivantes  : 

Les  plans  normaux  à  une  courbe  gauche  (Â)  et  à  sa  conchoïde 
(C)  relative  à  un  point  0  de  l'espace  se  coupent  suivant  une  droite 
contenue  dans  le  plan  normal  €7i  0  au  rayon  vecteur. 

Les  noi^males  à  une  surface  et  à  sa  cojicholde  relative  à  un 
point  0  de  l'espace  se  coupent  dans  le  plan  élevé  en  0  perpendi- 
culairement  au  rayon  vecteur. 


CIUP.  IV.  —  DU  MOUVEKENt  d'uN  SÔLiDE. 
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CHAPITRE  IV 


Mouvement  d'un  corps  solide. 


Mouvement 

de  rotation 

continu. 


29.  Nous  avons  parlé  dans  les  paragraphes  précédents  du  mottV6« 
ment  d'un  système  invariable  par  rapport  à  un  autre  ;  nous  allons 
analyser  en  détail  la  nature  de  ce  mouvement. 

Commençons  par  le  cas  simple  des  rotations. 

Soit  un  axe  À;  concevons  un  observateur  traversé  des  pieds  à  la 
tète  par  cet  axe;  il  y  a  deux  sens  possibles  de  rotations  autour  de  cet 
axe,  on  appelle  direct  celui  qui  s'effectue  de  gauche  à  droite  pour  cet 
observateur. 

On  fait  quelquefois  la  convention  opposée. 

Soit  un  trièdre  T|  (Ox^i/jS)  et  un  second  trièdre  T  (Oxyz)  ayant 
avec  le  premier  Taxe  Oz  commun. 

Nous  supposons  qu'une  rotation  directe  autour  de  Oie  d'amplitude 

-  amène  Ox  sur  Oy  et  Ox^  sur  Ot/^  Soit  d  Tangle  dont  il  faudrait 

faire  tourner  dans  le  sens  direct  Osc^  autour  de  Or  pour  l'appliquer 
sur  Ox.  Après  cette  rotation,  il  est  clair  que  le  trièdre  T|  coïncide 
avec  le  trièdre  T.  Gela  posé,  imaginons  un  corps  lié  invariablement 
au  trièdre  T,  et  faisons  varier  d'une  façon  continue  l'angle  0»  le 
trièdre  T  et  le  corps  seront,  par  rapport  au  trièdre  Tp  animés  d'un 
mouvement  de  rotation  continu  autour  de  l'axe  Oz.  La  dérivée 

o>  =  jr  de  0  par  rapport  au  temps  s'appelle  U  vUc$9e  angtdairê.  Si 

oelle  vitesse  est  positive,  f^  croit  Avec  le  temps^  lé  mouvement 
t'effectue  à  l'instant  t  dans  le  aens  direct  autour  de  Oi;  il  a  lieu  dans 

le  sens  inverse  si  d)  est  négatif. 
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Soit  un  point  M  dont  les  coordonnées  cylindro-polaires  par  rapport 
au  trièdre  mobile  T  seront  Vy  Oy  z;  ses  coordonnées  cylindro-polaires 
par  rapport  au  trièdre  fixe  T^  seront  r,  9  +  0,  z. 

Soit  N  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  Taxe  Or, 
MM'  la  perpendiculaire  au  plan  mené  par  Oz  et  le  point  M  prise 
dans  un  sens  dextrovsum  par  rapport  à  Oz,  et  enfin  MM'  la  parallèle 
à  Oz  issue  de  M. 

La  vitesse  du  point  M  se  projette  sur  NM,  MM',  MM'  suivant  des 
segments  qui  ont  les  expressions  (n^  20)  : 

dr         ,  <^  (?  H-  ^)         dz 
dt  dt  dt 

lesquelles  dans  le  cas  où  M  est  lié  invariablement  au  trièdre  T  se 
réduisent  aux  valeurs 

0,      wr,      0. 

Âiinsi  la  vitesse  de  tout  point  M  du  corps  dans  le  mouvement  de 
rotation  autour  deOz  est  un  segment  issu  de  M,  normal  au  plan 
mené  par  Oz  et  M,  dextrorsum  avec  Oz  si  lù  est  positif  et  sinis- 
trorsum  avec  Oz  si  w  est  négatif,  et  dont  la  longueur  est  égale  à 
la  valeur  absolue  de  (or. 

Kmploi  On  peut  donner  à  ce  tbéorème  un  énoncé  plus  simple  en  faisant 

des  moments    usage  des  moments.  Portons  sur  Taxe  Oz  un  segment  Û  mesuré 

sur  cet  axe  par  le  nombre  co;  pour  construire  le  moment  de  ce 
segment  û  par  rapport  à  M  il  faudra  élever  en  M  une  perpendiculaire 
au  plan  mené  par  M  et  Oz  et  construire  un  segment  MV  dextror- 
sum  avec  û  et  de  longueur  égale  au  produit  de  la  distance  r  par  la 
longueur  de  Û.  Ce  segment  MV  sera  donc  mesuré  par  (or  sur  Taxe 
issu  de  M  normal  au  plan  MOZ  et  dextrorsum  avec  OZ;  on  voit 
qu'il  n'est  autre  que  le  segment  qui  représente  la  vitesse  du  point  M 
dans  le  mouvement  de  rotation. 
On  a  donc  ce  tbéorème  : 

Si  un  corps  est  anime  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un 
axe  A,  et  si  à  Vinstaj^t  t  w  est  la  vitesse  angulaire  de  rotation,  la 
vitesse  de  tout  point  M  du  corps  se  représente  par  le  moment,  pris 
par  rapport  au  point  M,  du  segment  Q  mesuré  par  le  nombre  ta 
sur  Vaxe  A. 


dans  la  théorie 
des  rotations. 


Mouvements 
tangents. 


Rotation 
instantanée. 
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La  notion  suivante  nous  permettra  d'énoncer  avec  plus  de  précision 
les  propriétés  du  mouvement  d'un  corps  solide. 

Nous  dirons  de  deux  mouvements  différents  imprimés  à  un  corps 
solide  qu'ils  sont  tangents  à  une  époque  donnée  t,  s\,  à  cet  instant, 
ils  produisent  dans  le  corps  la  même  distribution  des  vitesses  d'en- 
traînement; si,  en  un  mot,  tout  point  du  corps  a,  à  l'instant  consi- 
déré, la  même  vitesse  dans  les  deux  mouvements. 

Supposons,  par  exemple,  qu'à  un  moment  donné  la  distribution 
des  vitesses  s'obtienne  en  prenant  les  moments  d'un  segment  û  par 
rapport  aux  divers  points  du  corps.  A  ce  moment  tout  se  passe,  en  ce 
qui  concerne  les  vitesses,  comme  si  le  corps  était  animé  d'une 
rotation  continue  autour  d'un  axe  A  portant  le  segment  û.  Le 
mouvement  du  corps  possède  à  cet  instant  une  rotation  continue 
tangente. 

C'est  là  ce  que  nous  entendrons  encore  en  disant  qu'à  l'époque  t  le 
corps  est  animé  d'une  vitesse  de  rotation  ou j  pour  abréger,  d'une 
rotation  a>,  bien  qu'il  puisse  ne  pas  posséder  en  réalité  un  mouve- 
ment de  rotation  continu.  Pour  distinguer  les  simples  rotations 
qui  n'interviennent  pour  ainsi  dire  qu'à  un  instant  du  mouvement 
pour  donner  à  cet  instant  la  distribution  des  vitesses,  on  les  appelle 
quelquefois  rotatio7is  instaiitanées. 


Composition 
des  rotations. 


30,  L*introduction  des  moments  dans  la  représentation  des 
vitesses  d'un  mouvement  de  rotation  est  delà  plus  haute  importance; 
elle  établit  un  lien  étroit  entre  la  théorie  des  segments  et  des 
moments  et  celle  du  déplacement  d'un  corps  solide* 

Concevons  qu'un  système  invariable  soit  animé  à  la  fois  de  plusieurs 
rotations;  cela  signifie  que  par  rapport  à  un  système  l^  le  système  Z 
est  animé  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  \  avec  la 
vitesse  (^^9  tandis  que  1^  est  animé  d'une  rotation  de  vitesse  co, 
autour  d'un  axe  A,  par  rapport  à  un  autre  système  Z^  et  ainsi  de 
suite.  Considérons  les  segments  Sp  S„  ...  qui  représentent  ces  rota- 
tions; la  vitesse  d'un  point  quelconque  M  du  système  Z  par  rapport 
au  dernier  système  de  comparaison  est  la  somme  géométrique  des 
moments  des  segments  S^,  S,,  ...  par  rapport  au  point  M. 

Si  donc  on  considère  le  système  de  ces  segments  S^,  S„  ...,  le 
moment  résultant  de  ce  système  par  rapport  au  point  M  représente 
la  vitesse  qui  résulte  pour  M  de  toutes  ces  rotations. 

Cinématique^  7 
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Les  systèmes  de  segments  trouvent  ainsi  une  application  directe 
dans  la  composition  des  rotations. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  deux  rotations  (û^,  («>„  dont  les  axes 
sont  concourants  ;  tout  se  passera  au  point  de  vue  des  vitesses  comme 
si  on  avait  une  rotation  unique  dont  la  vitesse  serait  la  somme  géomé- 
trique des  segments  ci)^,  (i)|.  Cela  tient  à  ce  que  le  moment  de  cette 
somme  géométrique  en  un  point  est  la  somme  géométrique  des 
moments  des  segments  u)|  et  o),. 

La  même  proposition  s'applique  au  cas  de  plusieurs  rotations 
concourantes.  Nous  parvenons  ainsi  à  la  composition  des  rotations 
autour  d'axes  concourants.  Généralement,  supposons  un  même  corps 
soumis  à  deux  systèmes  de  rotations  dont  les  vitesses  angulaires 
sont  représentées  par  les  segments  S^,  S,,  ...  d'une  part,  et  Sj,  S^,  ... 
d'autre  part.  Si  les  deux  systèmes  de  segments  S^,  S,,  ...  et  S|,  S^,  ... 
sont  équivalents,  la  distribution  des  vitesses  dans  le  corps  est  la  même 
pour  les  deux  systèmes  de  rotations.  En  efifet,  les  deux  systèmes  de 
segmenta  ont  le  même  moment  résultant  en  tous  les  points  du 
corps. 

Pour  que  le  parallélisme  entre  la  théorie  des  rotations  et  celle  des 
segments  soit  parfait,  il  suffit  d'interpréter  le  couple  au  point  de 
vue  des  rotations. 


Mouvement 

de  translalion 

continu. 


31  •  Pour  y  parvenir,  je  vais  d'abord  définir  une  autre  espèce  de 


X, 


mouvement  d'un  corps  so- 
lide, le  mouvemetit  de  trans- 
lation continu. 

Soit  un  trièdreT,  (Oxj  y^z^) 
que  nous  regarderons  comme 
immobile,  et  un  autre  irib* 
dre  T  (Oxyz)  dont  les  axes 
restent  parallèles  à  ceux  du 
premier,  mais  dont  l'origine 
0  décrit  une  courbe  G*  C!e  se* 
^  Fig.  40.  cond  trièdre  T  est  dit  animé 

par  rapport  au  premier  d'un  mouvement  de  translation  continu.  La 
translation  est  rectiligne  si  la  ligne  C  est  une  droite;  elle  est  curvi- 
ligne dans  les  autres  cas. 
Appelons  a,  h,  c  les  coordonnées  du  point  0  par  rapport  Au 
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trièdre  Tp  et  x,  y  y  z  les  coordonnées  d'un  point  M  par  rappoi*t  au 
trièdre  mobile;  les  coordonnées  de  M  par  rapport  au  trièdre  fixe 
seront 

si  donc  le  point  M  est  lié  invariablement  au  trièdre  mobile,  les  pro* 
jections  de  sa  vitesse  sur  0^x^y  O^i/i,  O^z^  seront 

da    db    de 
dt     dt     dt 

'  Ces  expressions  sont  indépendantes  du  point  M  choisi  ;  donc  : 

Dans  U7i  mouvement  de  translation  continu,  les  points  du  corps 
ont  à  chaque  instant  tous  la  même  vitesse,  en  grandeur  et 
direction. 

Si  le  mouvement  du  point  0  est  rectiligne  et  uniforme,  sa  vitesse 
est  constante  en  grandeur,  direction  et  sens,  et  il  en  est  de  même  de 
tout  point  du  corps  mobile.  Ainsi,  dans  le  mouvement  de  translation 
continu  rectiligne  et  uniforme,  tous  les  points  du  corps  ont  la  même 
vitesse  constante  en  grandeur  et  direction;  ils  sont  tous  animés  d'un 
mouvement  rectiligne  et  uniforme. 

On  reconnaît  aisément  qu'à  chaque  instant  il  existe  un  mouvement 
continu  de  translation  rectiligne  et  uniforme  tangent  à  un  mouve^* 
ment  continu  de  translation  curviligne  donné.  Il  suffit  de  considérer 
le  mouvement  de  translation  continu  rectiligne  et  uniforme  qui  a 
pour  vitesse  en  grandeur  et  direction  la  vitesse  actuelle  commune 
à  tous  les  points  du  corps  dans  le  mouvement  de  translation  curvi- 
ligne proposé. 

Les  formules  déjà  écrites 

ac^  =  te  +  a,      t/j  =  y  +  6,      Tj  =  z  +  c 

prouvent  que  tous  les  points  du  corps  décrivent  des  courbes  égales  à 
la  courbe  G. 

Supposons  que,  réciproquement^  un  corps  soit  animé  par  rapport 
au  trièdre  T|  d'un  mouvement  tel  que  à  tout  instant  du  mouvement 
la  vitesse  soit  la  même  pour  tous  ses  points  ;  le  corps  est  animé  d^un 
mouvement  de  translation  continu. 

Soient^  en  effets  0  un  point  du  corps  et  a,  &,  c  ses  coordonnées  par 


^     w    - 


Trinslation 
instantanée. 


Couple 
de  rola'.ioDS. 
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rapport  au  trièdre  T^;  regardons  le  point  0  comme  l'origine  d'un 
trièdre  T  dont  les  axes  soient  parallèles  à  ceux  du  trièdre  T^  ;  appe- 
lons M  un  point  du  corps  et  x,  y,  z  ses  coordonnées  par  rapport  au 
trièdre  T,  les  coordonnées  de  M  par  rapport  au  trièdre  T|  seront 


œ^  =  a  +  Xy      yj  =  6  +  y,      «^  =  c  -h  z, 


d*où  résulte 


dx^       dd       d 


X 


dy^__dh       dy^ 
dt        dt        dt 


dz^       de       dz 
d7  ~"dl  "*"  d7 


dt        dt        dt'         dt        dt  '^  dt'         dt        dt  '^  dt' 

Mais  puisque  le  point  M  a,  par  hypothèse,  môme  vitesse  que  le 
int  0  à  tout  instant  du  moment,  on  a 


point  0  à  tout  instant  du  moment,  on 


dxy da         dy^ dh 


dt 


dt 


dt 


dz, 
dt 


de 
dt 


d*où  résulte 


dx dy dz 

dï  ~"  dï  "~  ÏÏï  "~    ' 


donc  le  point  M  est  lié  invariablement  au  trièdre  T  et  le  mouvement 
du  corps  est  bien  un  mouvement  de  translation  continu. 

Considérons  un  corps  en  mouvement  et  supposons  qu'à  une  époque 
t  déterminée  les  vitesses  de  tous  ses  points  soient  toutes  égales,  paral- 
lèles et  de  méïùe  sens.  Il  existe  un  mouvement  de  translation  continu 
uniforme  qui,  à  l'instant  considéré,  se  trouve  tangent  au  mouvement 
du  corps.  Nous  pouvons  dire,  en  conséquence,  qu'à  cet  instant  le  corps 
est  animé  d'une  vitesse  de  translation,  ou  plus  simplement  d'une 
translation.  Mais  cet  état  .de  distribution  de  vitesses  peut  varier  avec 
le  temps,  et  la  translation  considérée  est  appelée,  pour  cette  raison, 
translation  instanta^iée. 

Une  translation  se  représente  par  une  famille  de  segments  équi- 
poUents  égaux  et  parallèles  à  la  vitesse  commune  à  tous  les  points  du 
corps. 

Il  est  très  aisé  de  concevoir  maintenant  ce  qu'est  un  couple  de 
rotations.  Par  définition  même  du  couple,  le  moment  d'un  tel 
système  est  le  même  en  tous  les  points  de  Tespace.  Donc  un  couple 
de  rotations  a  pour  effet  d'attribuer  à  tous  les  points  d'un  corps  la 
même  vitesse  en  grandeur  et  en  direction  j 


Composition 

des 
translations. 
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Un  couple  de  rotations  est  ainsi  équivalent  à  une  traiislaiion. 
La  famille  de  segments  équipollents  qui  représente  cette  translation 
est  précisément  celle  qui  est  engendrée  par  le  moment  du  couple 
relatif  à  tous  les  points  de  Pespace. 

La  composition  des  couples  correspondra  naturellement  à  la  compo- 
sition des  translations;  si  un  corps  est  animé  à  la  fois  de  plusieurs 
translations  instantanées,  la  distribution  des  vitesses  sera  la  même 
que  s'il  était  animé  d'une  translation  unique  représentée  par  un 
segment  égal  en  grandeur  et  direction  à  la  somme  géométrique  des 
segments  qui  représentent  les  translations  proposées. 


Distribution  des  vitesses  dans  un  solide 

en  mouvement. 


Généi-alité 
des  vitesses 

résultant 
de  plusieurs 

rotations. 


32.  Maintenant  que  le  parallélisme  entre  la  composition  des 
rotations  et  la  théorie  des  segments  est  complètement  établi,  il  reste 
à  voir  quel  rôle  les  rotations,  et  par  suite  les  segments,  peuvent  jouer 
dans  le  mouvement  général  d'un  corps.  Si  tout  mouvement  d'un 
corps  peut,  au  point  de  vue  des  vitesses,  être  regardé  comme  résul- 
tant de  la  composition  de  plusieurs  rotations,  la  théorie  des  rotations 
comprend  la  théorie  générale  du  déplacement  d'un  corps.  Or,  il  est 
aisé  de  prouver  qu'il  en  est  effectivement  ainsi. 

Une  première  démonstration  est  immédiatement  fournie  par  les 
formules*(F)  du  n^  26,  qui  donnent  la  distribution  des  vitesses  dans 
un  corps  en  mouvement  : 

v^=^-^qz  —  ry, 
Vy  =z=  Y)  +  rx  — jpZj 
V.  =  Ç  -i-py  —  qx. 

Nous  avons  fait  remarquer  à  cet  endroit  que  la  vitesse  de  chaque 
point  M  du  corps  est  le  moment  résultant  en  ce  point  d'un  système 
de  segments  ayant  les  coordonnées 

P»  9»  *%  Ç,  ^>  Ç; 

mais  nous  n'avions  alors  aucun  élément  qui  nous  permit  d'inter- 
préter sous  une  forme  concrète  les  segments  dont  ce  système  était 
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composé.  Nous  le  pouvons  maintenant.  Concevons  un  ensemble  de 
rotations  représentées  par  des  segments  S^,  S,,  ...  dont  le  système 
ail  pour  coordonnées  p,  g,  r,  Ç,  v;,  1^.  Il  est  clair  que  la  distribution 
des  vitesses  est  la  même  que  si  le  corps  était  animé  à  la  fois  de  toutes 
ces  rotations.  Ainsi  : 

£n  ce  qui  concerne  les  vitessesy  tout  mouvement  d'un  corps  peut 
être  à  chaque  instant  regardé  comme  i*ésultant  de  plusieurs 
rotations. 

En  appliquant  ici  les  théorèmes  de  la  théorie  des  segments,  on  voit 
que  Ton  pourra  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

Réduction  à        En  ce  qui  concerne  les  vitesses,  tout  mouvement  d'un  co)*ps  peut 
deux  ix>uiions.  ^^^^  ^  chaque  instant  regardé  comme  résultant  de  deux  rotations 

dont  Vune  autour  d'un  àxe  arbitraire,  (Cet  axe  ne  pouvant  toute* 
fois  être  choisi  parmi  les  axes  de  moment  nul.) 

Ce  théorème  correspond  à  la  réduction  à  deux  d'un  système  de 
segments. 

Nous  avons  vu  encore  que  Ton  peut  réduire  tout  système  de 
segments  à  un  segment  unique  issu  d\in  point  A  arbitrairement 
choisi  et  à  un  couple  ;  en  appliquant  ce  théorème  aux  rotations,  nous 
pourrons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Réduction  E7i  ce  qui  C07icerne  les  vitesses,  tout  mouvement  peut  être  regardé 

à  une  rotation  ^  chaque  instant  comme  résultant  d'une  rotatioji  co  autour  d'un 

et  une 

translation.     ^^^  ^^^  ^'^^^  point  arbitraire  A,  accompagnée  d'une  translation. 

Nous  avons  vu  que  le  segment  unique  issu  du  point  A  a  une  gran- 
deur et  une  direction  invariables  (celles  de  la  résultante  de  trans- 
lation). Donc  la  rotation  (i>  aura  une  grandeur  indépendante  du  point 
A  choisi  et  aura  lieu  autour  d*un  axe  dont  la  direction  est  aussi 
indépendante  de  A. 
Réduction  On  peut  choisir  le  point  A,  de  sorte  que  le  moment  du  couple  et  le 

à  une  rotation  segment  unique  soient  portés  par  une  même  droite.  Le  point  A  est 
et  une 
translation      ^^^^'^  ^^^  point  quelconque  de  l'axe  central.  Interprétons  ceci  au  point 

suivant  Taxe     de  vue  des  rotations;   nous  voyons  que,   en  ce  qui  concerne  les 

de  rotation,     vitesses,  tout  mouvement  d'un  corps  peut  être  à  chaque  instant 

considéré  comme    résultant   d'une  rotation    autour    d'un    axe 

accompagné  d*tine  translation  suivant  cet  axe. 
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^louvement 
hélicoïdal 
continu. 


Mouvement  hélicoïdal. 

33.  Il  y  a  un  mouvement  continu  très  simple  qui  réalise  cette 
distribution  des  vitesses;  c'est  le  mouvement  hélicoïdal. 
Voici  en  quoi  il  consiste  : 

Soit  0|,  aîp  i/j,  z  un  trièdre  Tj,  auquel  on  rapporte  le  mouvement. 
Un  second  trièdre  T  (G,  ce,  y,  z)  a  son  axe  Oz  confondu  avec  Taxe 

X  OjZ  du  premier,  et  un  point 

A  de  Taxe  Ox  décrit  une 
hélice  (H)  ayant  Ô^z  pour 
axe.  Le  trièdre  T  et  un  corps 
qui  lui  est  invariablement 
lié  sont  dits,  dans  ces  condi- 
tions, animés  d'un  mouve-* 
*"  ment  hélicoïdal  continu;  il 
est,  de  plus,  uniforme  si  le 
mouvement  du  point  A  est 
uniforme. 
^^-  ^^-  Soient  m  la  distance  0^0 

affectée  de  son  signe;  0  Tangle  dont  le  plan  zO^x^  doit  tourner 
autour  de  Oz  dans  le  sens  direct  pour  coïncider  avec  le  plan  zOx, 
Si  h  est  le  pas  de  Thélice  (H),  on  a,  comme  on  sait, 

Soit  maintenant  un  point  M  lié  invariablement  au  trièdre  T  et 
appelons  r,  ç,  z  ses  coordonnées  cylindro-polaires  par  rapport  au 
trièdre  T;  ces  coordonnées  sont  constantes.  Appelons  r,  ^j,  z^  les 
coordonnées  cylindro-polaires  de  M  relatives  au  trièdre  T^,  on  a  évi^ 
demment 

<Pj  =  ç  +  0, 

Z^  z=  z  -h  M, 

d'où,  puisque  u  =  /lO,  l'équation 


z^^^z  =  h  (?4  —  9). 
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Cette  équation  prouve  que  le  point  M  décrit  une  hélice  de  même  pas  h 
que  rhôlice  (H). 

Puisque  le  mouvement  du  point  A  est  uniforme,  la  vitesse  («>  =  — 

dt 

de  6,  qui  est  aussi  celle  de  Op  est  constante.  La  vitesse  du  point  M 
apparaît  comme  la  somme  géométrique  d'une  vitesse  ru)  tangente 

au  parallèle  et  d'une  vitesse  —  parallèle  à  Oz.  Mais  — *  est  égal 

à  hiù» 

La  vitesse  de  tout  point  du  corps  est  donc  la  même  que  si  le  corps 
était  animé  à  la  fois  d'une  rotation  u)  autour  de  Oz,  et  d'une  transla- 
tion h(ù  suivant  Oz, 

Tout  se  passe  donc  à  chaque  instant  comme  si  le  corps  était  animé 
à  la  fois  de  la  rotation  o)  autour  de  Oz  et  de  la  translation  Tico  sui- 
vant Oz. 

On  peut  observer  que  si  h  >►  0,  le  segment  qui  représente  la  trans- 
lation a  le  sens  du  segment  représentatif  de  la  rotation.  L'hélice 
décrite  par  chaque  point  du  corps  est  dextrorsum. 

Si  h  était  négatif^  l'inverse  aurait  lieu  ;  les  hélices  seraient  sints- 
trorsum. 
Vis.  Ce  mouvement  hélicoïdal  est  réalisé  par  l'écrou  qui  se  meut'sur  sa 

vis.  De  là  le  nom  de  via  donné  à  l'ensemble  de  toutes  les  hélices  que 
décrivent  les  points  d'un  corps  animé  d'un  mouvement  hélicoïdal 
continu.  Pour  définir  une  vis  il  faut  connaître  son  axe  et  son  pas  h. 
La  vis  est  dextrorsum  ou  sinistrorsum  selon  que  h  est  positif  ou 
négatif. 

Dans  la  théorie  des  segments  nous  avons  appelé  vis  un  système  de 
segments  dont  la  résultante  de  translation  est  égale  à  l'unité.  Un  tel 
système  de  segments  est  défini  si  Ton  se  donne  son  axe  central  et  son 
paramètre  ou  pas  h.  Cette  notion  coïncide  entièrement  avec  celle  de 
la  vis  telle  qu'elle  vient  d'être  définie.  Supposons,  en  effet,  que  les 
segments  du  système  considéré  soient  des  rotations;  ces  rotations 
auront  pour  effet  d'imprimer  aux  points  du  corps  des  vitesses  que  Ton 
pourra  regarder  comme  résultant  d'une  rotation  égale  à  l'unité  autour 
de  l'axe  central  et  d'une  translation  h  le  long  de  cet  axe.  L'effet  de  ce 
système  de  rotations  sera  donc  de  faire  décrîi*e  à  tous  points  du  corps 
des  arcs  d'hélices  de  la  vis  qui  a  même  axe  et  même  pas  que  le 
système  de  segments  unitaire  considéré, 


Monvement 

hélicoïdal 

instantané. 
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Nous  avons  vu  que  dans  tout  mouvement  d'un  corps  la  distribution 
des  vitesses  est  la  même  que  si  le  corps  tournait  avec  une  certaine 
vitesse  autour  d'un  axe  A^,  tout  en  glissant  avec  une  certaine  vitesse 
de  translation  le  long  de  cet  axe,  et  que  tout  se  passe  comme  si  le 
mouvement  était  un  mouvement  hélicoïdal  autour  de  Taxe  Aq  ;  c'est 
ce  qu'exprime  le  théorème  suivant  : 

H  y  a  â  chaque  instant  un  mouvement  hélicoïdal  tangent  au 
mouvement  d*un  corps. 

De  sorte  que,  pendant  l'intervalle  de  temps  dty  tous  les  points  du 
corps  décrivent  de  petits  arcs  d'hélice  d'une  certaine  vis. 

Les  formules  que  nous  avons  données  pour  l'axe  central  permettent 
de  trouver  les  éléments  du  mouvement  hélicoïdal.  La  rotation  autour 
de  l'axe  central  a  pour  grandeur  (o  =  Kp'  +  g'  +  r',  et  la  transla- 
tion suivant  cet  axe  est  égale  à 


p^  -^  qri  +  rÇ 


(0 


=  /«w; 


par  suite  le  pas  de  la  vis  instantanée  sur  laquelle  se  meut  le  corps 
est 


iù' 


/>*  -f-  g'  H-  r 


.1 


On  observera  qu'en  général  il  n'y  a  pas  de  point  du  corps  dont  la 

vitesse  soit  nulle.  Il  faudrait  pour  cela  que  l'on  pût  avoir  en  même 

temps 

Ç  +  gi3  —  ry  =  0, 

Y)  +  rx  — |9z  =  0, 
C  +  PÎ/  — gaî  =  0, 
ce  qui  exige 

pÇ  -f-  giQ  +  rî  =  0. 

Dans  ce  cas  le  système  des  rotations  est  réductible  à  une  rotation 
unique  et  tous  les  points  de  l'axe  de  rotation  ont  une  vitesse  nulle. 

Ce  cas  est  le  seul  où  un  point  du  corps  puisse  avoir  à  l'époque 
considérée  une  vitesse  nulle. 

Si  p,  g,  r  étaient  nuls,  le  système  des  rotations  formerait  un  couple 
et  le  corps  serait  animé  d'une  simple  translation  instantanée. 
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Démonstrations  directes  des  résultats 

précédents. 


Démonstfation 

a  priori 

de  la  forme 

hélicoïdale 

de  tout 

déplacement 

infiniment 

petit. 


34.  Il  est  boD  de  démontrer  plus  directement  les  propriétés  que  nous 
venons  d'obtenir.  Nous  donnons  plus  loin  les  principes  de  la  méthode 
employée  par  Chasles  dans  Tétude  du  mouvement  d'un  corps  solide, 
mais  n«us  allons  auparavant  donner  une  démonstration  presque  intui- 
tive de  la  forme  hélicoïdale  de  tout  déplacement  infiniment  petit  d'un 
corps.  Cette  raison  est  si  simple  qu'il  est  étonnant  qu'elle  ne  soit  pas 
répandue'dans  l'enseignement. 

Considérons  un  corps  solide  auquel  on  imprime  un  déplacement 
infiniment  petit.  Un  point  M  pris  arbitrairement  dans  le  corps  viendra 
occuper  une  position  infiniment  voisine  M^;  le  point  M^,  considéré 
comme  position  primitive  d'un  point  du  corps,  viendra  dans  une  posi- 
tion voisine  M,;  le  point  M„  considéré  aussi  comme  un  point  du 
corps  pris  à  l'instant  initial,  vient  occuper  une  position  voisine  M,  et 
ainsi  de  suite;  on  définit  ainsi  dans  la  position  primitive  du  corps  une 
suite  de  points  M,  M^  M„  ...  qui,  dans  le  mouvement,  viennent 
M  en  Mj,  Mj  en  M„  M,  en  M,, ...,  en  sorte  que  la  courbe  sur  laquelle 
ils  sont  répartis  subit  un  glissement  infiniment  petit  sur  elle-même 
au  cours  de  ce  déplacement. 

Prenons  un  point  P  de  cette  courbe  et  soient  R  et  T  les  rayons  de 
courbure  et  de  torsion  en  ce  point;  dans  le  glissement,  le  point  P 
vient  en  P'  sur  la  courbe;  la  courbure  et  la  torsion  en  ce  point 
voisin  P'  doivent  être  encore  R  et  T,  puisque  l'élément  de  courbe 
qui  était  en  P  est  venu  se  superposer  à  l'élément  qui  entoure  le 
point  P'.  Donc  les  différentielles  de  R  et  de  T  sont  nulles  quand  on 
se  déplace  sur  la  courbe  ;  R  et  T  sont  constants.  Or,  les  courbes  dont 
les  deux  courbures  sont  constantes  sont  la  droite,  le  cercle  et  l'hélice. 

Dans  le  cas  de  l'hélice  le  mouvement  infinitésimal  du  corps  est  tel 
qu'une  certaine  hélice  glisse  sur  elle-même. 

Ce  mouvement  est  donc  un  mouvement  hélicoïdal  infiniment  petit. 

Dans  le  cas  du  cercle,  le  mouvement  infiniment  petit  du  corps  est 
tel  qu'un  cercle  du  corps  glisse  sur  lui-même;  le  mouvement  est  alors 
une  rotation  instantanée  autour  de  l'axe  du  cercle. 
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Reste  le  cas  de  la  droite.  Dans  ce  cas  une  droite  du  corps  glisse 
infiniment  peu  sur  elle-même;  si  le  corps  ne  tourne  pas  en  même 
temps  autour  de  cette  droite^  nous  avons  une  simple  translation.  Si 
le  corps  tourne  autour  de  la  droite,  il  faut  combiner  la  translation 
avec  la  rotation  et  nous  retix)uvons  un  mouvement  hélicoïdal  infini^ 
ment  petit. 

Analogie  entre       35.  On  peut  traduire  en  un  autre  langage  et  rattacher  à  un  autre 
la  théorie      ordre  d'idées  la  démonstration  précédente  qui  repose,  comme  on  a  pu  s'en 
^*  ^^,  rendre  compte,  sur  la  détermination  d'une  courbe  qui  reste  inaltérée 

ti-ansforma-     par  la  transformation  infinitésimale  qui  constitue  le  déplacement, 
lions  Observons  que  tout  mouvement  infiniment  petit  d'un  corps  a  pour 

effet  de  faire  correspondre  à  tout  point  M  du  corps  un  point  infini- 
ment voisin  M' .  Il  réalise  donc  ce  que  M.  Sophus  Lie  a  appelé  une 
transformation  infinitésimale  ponctuelle,  c'est-à-dire  une  transforma- 
tion qui,  à  tout  point  M  (x,  y,  z)  de  l'espace,  en  fait  correspondre  un 
autre  M'  {x\y\  z')  infiniment  voisin. 
Puisque  le  point  M'  est  infiniment  voisin  de  M,  on  a 

où  S t  est  un  coefficient  infiniment  petit  et  X,  Y,  Z  des  fonctions 
de  X,  y,  z. 

Nous  définirons  un  déplacement  comme  une  transformation  qui 
laisse  invariable  une  certaine  fonction  des  coordonnées  des  deux 
points,  à  savoir  la  distance  de  ces  points. 

Ainsi  (œ,  1/,  z)  (x^,  i/^  zj  étant  deux  points,  leur  distance  doit 
demeurer  inaltérée  par  la  transformation  infinitésimale  considérée. 
Cette  distance  a  pour  valeur 


yijc  -  ^i)'  +  (y  -  i/i)'  +  (^  -  ^i)'; 

désignons  par  le  symbole  S  les  variations  qui  provienneni  du  passage 
d'un  point  à  son  transformé  infiniment  voisin.  On  a 

lxz=ix*  —  ac  =  Xîf, 

ly=.\lt, 

Iz  =  lit, 


et  pareillement 


3a?j  =  X^Sf, 
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OÙ  Xj,  Yp  Z^  sont  les  fonctions  XYZ  dans  lesquelles  on  a  remplacé 
xyz  parXjt/jZj. 
Écrivons  donc  que 


5  |/(x  -  x,y  4-  (y  -  y^y  -h  (z  -  z,)«  =  0; 
il  viendra 

ou  encore 

(X  -  a;,)  (X  -  X,)  +  (y  -  y.)  (Y  -  Y,)  +  (t-  2,)  (Z  -  Z.) =0. 

Cette  équation  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  ic,  t/,  2,  œ^  t/j,  z^. 
Supposons  en  particulier  Xp  y^  z^  infiniment  voisin  de  x,  t/,  z,  en 
sorte  que 

Xj  =  X  4-  dx,      t/j  =  y  +  dj/,      Zj  =  2  +  dz, 
l'équation  devient 

dXdx  -h  dVdi/  +  dZdz  =? 0 


ou 

^  ,  .       dY 
^x 

/c^Z       (?X\   ,    ,  /dX      dY 


dx*  4.  — -  dy*  +  -r-  dz*  4-  (  T-  +  -r-|  ^î/^' 
ay  dz  \dz       {?î// 


^  (d^  -^  dl)  ^^^^  -^  U  "*-  d^j  dxdy  =  0. 


Ceci  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  x,  y,  z,  dx,  dy,  dz,  on  a 

1^-0    ^-0    ^-0 

àx  dy  dz 

dY   dZ   ^   dZ   dX   ^   dX   dY   ^ 
dz       dy  dx       dz  dy       dx 

Ces  ti'ois  deniières  équations  nous  permettent  de  poser 

dZ  __dY_ 
dy^       dz~^' 
dX__  dZ_ 
dz~       dx~^* 
dY__dX_ 
dx  dy        ' 

où  p,  qf,  r  sont  des  fonctions  à  déterminer. 
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On  peut  écrire,  en  conséquence, 

dX_  c?X_  dX_ 

dx''^'         ^  """''*    "^""^^ 

—  —  r  —  —  0         ^  —  — 

dx         *  dy         '         dz 

âZ  dZ  àZ    ' 

Puisque    g  =  0,    ona    |^  :=  - -/-^  =  0; 

puisque     -r—  =  0,    on  a    -r—  =^  -r — r-  =  0, 
dy  dy       dxdy 

donc  r  ne  peut  dépendre  que  de  :?;  de  même  p  et  g  ne  peuvent 
dépendre  respectivement  que  de  x  et  de  y. 
Mais  on  a 

<?'X  _       dv         <?*X  _iq 


dydz            dz 

dzdy 

-du 

d'où 

dT 

dz 

dq 
"dy' 

on  a  aussi 

d'Y        dr 
dxdz       dz 

d'Y 

dzdx 

dp 
dx 

donc 

dr       i 
dz 

dp       dq 
dx       dy 

Or,  d'un 

auti' 

e  côté  on  a 

d'Z             dq 
dxdy'^       dy 

d'Z 

dydx  ' 

dp 

"  dx 

donc 

dp 
dx 

dq 
~  dy' 

égalité  qui,  rapprochée  des  précédentes,  nous  prouve  que 

dp dq dr 

dx       dy       dz 


Méthode 
géoméiriquc 
de  Chasles. 
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Ainsi  p,  q,  r  sont  des  constantes,  et  Ton  a  Ç,  v;,  Ç  désignant  trois 
autres  constantes 

X  =  Ç  -f-  gz  —  ry,       Y  =  r^  +  rx  —pz^       Z  =  Ç  +  py  —  qx. 

On  s'assurera,  du  reste,  bien  aisément  que  ces  expressions  de 
X,  Y,  Z  vérifient  l'équation 

(X  -  X,)  (X  -  X,)  +  (2/  -  y,)  (Y  -  Y,)  +  (z  - 1.)  (Z  -  Z,)  =  0. 

Ainsi  un  déplacement  infiniment  petit  d'un  corps  est  la  transfor- 
mation infinitésimale  qui  laisse  invariable  la  distance  de  deux  points 
quelconques  du  corps.  En  prenant,  au  lieu  de  la  distance,  toute  autre 
fonction  des  coordonnées  de  deux  points,  on  arrive  à  généraliser  l'idée 
de  mouvement  et,  par  là,  la  notion  même  des  propriétés  métriques 
des  figures  géométriques. 

36.  Indiquons  maintenant  les  principes  de  la  méthode  qui  a  servi 
à  Chasles  pour  établir  les  propriétés  du  déplacement  infiniment  petit 
d'un  corps,  méthode  qui  a  été  reprise  depuis  par  divers  géomètres  et 
dont  l'ouvrage  récent  de  M.  Schœnfliess  contient  l'entier  développe* 
ment. 

Théorème  I.  —  Soit  un  segment  de  droite  AB  qui  se  déplace 
dans  un  plan  et  soit  A'  B'  la  position  voisiiie  de  AB,  on  peut  en 
général  amener  AB  en  k'B*  par  une  rotation  autour  d'un  axe 
normal  au  plan. 

Soit  a  le  milieu  de  AA',  p  celui  de  BB'  et  aO,  pO  les  perpendicu- 

3  laires  élevées  en  ces  points  aux  cordes 

V^  respectives  AA',  BB';  soit  0  le  point 
-4*B'  ^®  rencontre  de  ces  perpendiculaires* 
Les  triangles  AOB,  A'  OB'  sont  égaux 9 
car  leurs  côtés  OA  et  OA',  AB  et 
A'B',  OB  et  OB'  sont  égaux  chacun 
à  chacun.  Les  angles  AOB  et  A'  OB' 
sont  donc  égaux.  11  en  résulte  que  si  par  une  rotation  autour  de 
l'axe  A  normal  en  0  au  plan  on  amène  OA  sur  OA',  le  triangle 
AOB,  entraîné  dans  ce  mouvement,  viendra  se  superposer  au 
triangle  A' OB'. 
On  pourrait  objecter  que  les  perpendiculcgres  considérées  peuvent 


Fig.  42, 


CHAP.  IV.  —  DU  MOUVEMENT  D*UN   SOLIDE.  Hl 

être  parallèles.  Les  cordes  A  À'  et  BB'  le  sont  aussi  dans  ce  cas,  et 
lafigure  AÂ'B'Best  alors,  soit  un  parallélogramme,  soit  un  trapèze 
B         B'  isocèle. 

Dans  le  premier  cas,  les  segments  A  A'  et  BB'  sont 
égaux  et  une  translation  amène  alors  AB  en  A'  B'. 
Dans  le  second  cas,  soit  I  le  point  de  rencontre  des 

Jj^        droites  AB  et  A'B'.  Les  triangles  lAA',  IBB'  sont 

Fig,  45.       isocèles  et  une  rotation  autour  de  Taxe  A,  élevée  en  I 
perpendiculairement  au  plan,  amènera  AB  sur  A'B'. 
Ainsi,  sauf  le  cas  de  la  translation,  le  théorème  est  vrai.  Encore 

B^ B         pourrait-on  alléguer  que  la  translation  correspond 

au  cas  où  l'axe  de  rotation  se  serait  éloigné  à 
fl  rinfini. 

Corollaire,   —  Le  déplacement   d'une   figure 

plane  dans  son  plan  peut  s'effectuer  par  une  rota- 

,    tion  autour  d'un  axe  normal  au  plan.  On  peuf, 

Fig,  A4.  en  effet,   regarder  la  figure    plane    comme   liée 

invariablement  à  un  segment  AB  et   entraînée  par  lui  dans  son 

mouvement.  Le  théorème  étant  vrai  pour  le  segment  est  vrai  pour  la 

figure  plane. 

Théorème  IL  —  Tout  déplacement  d'un  arc  de  grand  cercle  AB 
sur  une  sphère  peut  être  obtenu  par  rotation  autour  d'un  dia* 
mètre  de  cette  sphère, 

La  démonstration  est  la  même  que  précédemment.  Soit  A'B'  la 
position  voisine  de  l'arc  AB,  et  A  A'  BB'  deux  arcs  de  grands  cercles, 
dont  a,  ^  sont  les  milieux  ;  élevons  en  ces  points  les  ai*cs  de  grands 
cercles  perpendiculaires  à  AA',  BB'  respectivement.  Soit  0  un  des 
points  de  rencontre  de  ces  deux  grands  cercles.  Les  triangles  sphé- 
riques  OAB,  OA'B'  sont  égaux,  car  les  côtés  OA  et  OA',  AB  et 
A'B',  OB  et  OB'  sont  égaux.  Une  rotation  autour  du  diamètre  A  qui 
passe  en  0  amène  0  A  sur  0  A*  ;  le  triangle  AOB,  entraîné  dans  ce 
mouvement /vient  se  superposer  au  triangle  A'  OB', 

Lô  raisonnement  est  en  défaut  si  les  grands  cercles  perpendicu- 
laires à  AA',  BB'  en  leurs  milieux  coïncident. 

Appelons  w  le  plan  de  ce  grand  cercle  unique  F  perpendiculaire 
aux  arcs  A  A',  BB'  en  leurs  milieux.  Il  est  clair  que  les  arcs  AB, 
A'B'  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  i;;  prolongés  ils  se  cou- 
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pent  donc  en  deux  points  0,  0'  situés  dans  ce  plan,  c'est-à-dire  sur 
le  grand  cercle  F.  Il  suffira,  dès  lors,  d'une  rotation  autour  du 
diamètre  00'  pour  amener  AB  en  A'B'. 

Corollaire  I.  -^  Tout  déplacement  d'une  figure  sphérique  de 
forme  invariable  sur  sa  sphère  peut  être  obtenu  par  rotation  autour 
d'un  diamètre.  Il  suffit,  en  effet,  de  considérer  un  arc  de  grand 
cercle  AB  lié  invariablement  à  la  figure.  Puisque  tout  déplacement 
de  AB  peut  être  obtenu  par  une  rotation  autour  d'un  diamètre,  il  en 
est  de  même  pour  la  figure  sphérique  entraînée  par  l'arc  AB. 

Corollaire  IL  —  Tout  déplacement  d'un  corps  qui  a  un  point 
fixe  C  peut  être  obtenu  par  une  rotation  autour  d'un  axe  issu  du 
point  C. 

En  effet,  considérons  les  points  du  corps  situés  sur  une  sphère  Z  de 
centre  C.  Ces  points  forment  une  figure  sphérique  F,  qui,  dans  le 
mouvement  du  corps,  glisse  sur  la  sphère  Z.  On  peut  guider  le  mou- 
vement du  corps  par  celui  de  cette  figure  sphérique  F  qui  lui  est  inva- 
riablement liée. 

Or,  tout  déplacement  de  F  peut  être  obtenu  par  une  rotation  autour 
d'une  droite  issue  de  C  ;  cette  rotation  permettra  donc  d'effectuer  en 
même  temps  le  déplacement  du  corps  tout  entier. 

Théorème  III.  —  Tout  déplacement  d'un  segment  AB  dans  Ves- 
pace  peut  s'obtenir,  en  général,  par  une  rotation  autour  d'un  axe. 

Soient  AB,  A'  B'  deux  positions  voisines  du  segment;  menons  par 
la  droite  A  A'  un  plan  i:  parallèle  à  la  droite  BB'  et  projetons  AB, 

3  BB'   et  A'B'   en  ABj,  B,B;, 

y^\^^^      ^y^f^^^^-^^^  '^'  ^1  sur  ce  plan.  Les  triangles 

y^       ^^^y^\/         y^       rectangles  ABBj,  A'B'Bj  sont 

y^      ^^       /^-^^y^  égaux,  car  les  hypoténuses  AB, 

\^       <=•——.. — •■^C/'''^ /X.         A'B',  ainsi  que  les  côtés  BB^, 

^\w      \  x^-J  >    B'BI  sont  égaux.  Donc  les  côtés 

^""^^/f-"''       '      y^       A-Bj  et  A'  B[  sont  égaux.  Il  exis- 

^"A.  y^  *®^  ^°^^  "^  ^*®  ^  normal  au 

^V/  plan  7c  tel  qu'une  rotation  au- 

^'9'  ^5..  tour  de  A  amène  AB,  sur  A'  B;  ; 

dans  cette  rotation  le  point  B  reste  à  une  distance  invariable  du  plan  x 
et  vient  se  superposer  au  point  B';  AB  vient  donc  sur  A'B'. 
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Si  les  cordes  AA',  BB'  étaient  égales  et  parallèles,  c'est  par  une 
translation  que  s'effectuerait  la  superposition  de  AB  sur  A'B'. 

Théorème  IV.  —  Tout  dépldcemeiit  éCun  corps  peut  être  ramené 
à  deiuc  rotations  dont  Vune  autour  d*un  axe  arbitraire. 

En  effet,  excluons  le  cas  où  le  corps  serait  animé  d'une  translation  ; 
duns  ce  cas  la  distribution  des  vitesses  serait  la  même  que  si  le  mou- 
vement  résultait  d'un  couple  de  rotations. 

Puisque  le  mouvement  du  corps  n'est  pas  une  translation,  les  cordes 
A  A',  BB'  des  trajectoires  de  deux  points  quelconques  du  corps  ne 
seront  pas,  en  général,  égales  et  parallèles. 

Ck)nsidérons  alors  le  segment  AB,  on  peut  l'amener  en  A'  B'  par 
rotation  autour  d'un  certain  axe  A.  Imprimons  cette  rotation  non 
seulement  à  AB,  mais  à  tout  le  corps;  le  corps  viendra  dans  une 
ceKaine  position  qui  n'est  pas  celle  qu'il  doit  occuper  définitivement, 
mais  le  segment  AB  a  bien  sa  position  définitive  A'B'.  Pour  achever 
de  placer  le  corps  dans  sa  position  finale  il  faudra  donc  laisser  A'  B' 
immobile,  et  dès  lors  le  corps  n'aura  plus  qu'à  tourner  autour  de 
A'  B' .  Comme  la  droite  A'  B'  a  été  prise  arbitraire,  le  théorème  est 
démontré. 

Théorème  V.  —  Tout  déplacement  d'un  corps  peut  être  regarde 
comme  résultant  d'une  translation  et  d'une  rotation  autour  d'un 
axe  mené  par  un  point  arbitraire  du  corps. 

Soient,  en  effet,  A  un  point  arbitraire  du  corps.  A'  la  position 
voisine.  Imprimons  à  tout  le  corps  une  translation  rectiligne  égale 
à  A  A'  ;  le  corps  n'a  pas  ainsi  la  position  finale  qu'il  doit  avoir,  mais  le 
point  A  est  venu  à  sa  position  définitive;  pour  achever  de  placer  le  corps 
il  faudra  donc  laisser  A'  immobile;  le  corps  n'aura  plus  qu'à  tourner 
autour  de  A';  il  suffira,  par  conséquent,  d'après  le  théorème  II 
(second  corollaire),  de  faire  tourner  le  corps  autour  d'un  axe  A  issu 
du  point  A' . 

En  y  supposant  infiniment  petits  les  déplacements  considérés,  les 
théorèmes  précédents  donnent  les  propositions  relatives  à  la  distri- 
bution de  la  vitesse  que  nous  avons  données  plus  haut.  Les  théo- 
rèmes ni  et  IV  donnent  lieu,  dans  le  cas  limité,  à  une  reiiiarque 
intéressante. 

Cinématique*  H 
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Lorsque  Ton  supposera  le  segment  A'B'  inflnimebt  voisin  de  AB, 
ne  pourra-Ml  pas  arriver  que  les  segments  AB^  A'Bj  deviennent 
nuls?  S'il  en  est  ainsi,  c'est  que  le  plan  r  est  à  la  limite  normal  au 
segment  AB;  les  cordes  BB',  AA'  sont  normales  à  ce  segment,  qui  se 
trouve  ainsi  être  normal  aut  trajectoires  des  points  A  et  B.  S'il  en  est 
ainsi,  le  raisonnement  ne  peut  plus  être  étendu  à  l'état  limite  de  la 
figure.  Les  propositions  qui  vont  suivre  montrent  sous  un  autre  jour 
la  raison  de  cette  exception. 


Relations  entre  la  théorie  des  complexes  linéaires 
et  le  déplacement  d^un  corps  solide. 

d7.  Nous  avons  vu  que  dans  un  corps  solide  en  mouvement,  le 
moment  résultant  du  système  de  segments  1  de  coordonnées  p,  9,  r, 
§,  Y],  t;,  représentait  en  chaque  point  la  vitesse  de  ce  point. 

Soit  M  un  point,  M  V  sa  vitesse  et  A  un  axe  issu  de  M.  La  pro- 
jection M  V  de  MV  sur  A  est,  comme  on  sait,  le  moment  résultant 
du  système  de  segments  1  par  rapport  à  cet  axe.  Prenons  un  second 
point  M,  sur  l'axe  A,  soit  M,  V^  sa  vitesse  et  M^VJ  la  projection  de 
M|V|  sur  A;  il  est  clair  que  les  segments  M  V  et  M|V|  sont  égaux, 
puisqu'ils  représentent  tous  deux  le  moment  résultant  du  système  ^ 
par  rapport  à  Taxe  A.  De  là  ce  théorème  : 

Théorème  I.  — »  Soient  M,  Mj  deux  points  d'un  corps  solide  en 
mouvement;  M  V,  M^Vj  leurs  vitesses;  les  projections  de  ces  vitesses 
suf  ta  droite  MM^  qui  les  joint  sont  deux  segments  égaux  et  de 
mêmB  sens. 

Ce  théorème  si  simple  a  une  grande  importance.  On  pôut  lé 
démontrer  directement  comme  il  suit  : 

Soient  x,  y^  z  les  coordonnées  du  point  M;  x^^  y^f  z^  eellee  du 
point  Mp  et 

f  ^  K(x  ^x,y  +  (y  -  y,y  4-  \i  ^  t,)^ 

la  distance  MM^,  la  vitesse  de  M  projetée  sur  MM|  est  égide  à 

x^'^  X  dx       Vi-^  y  dy       Jf j  —  2  dt 
r        dt  r        dt  r       dt 
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et  celle  de  M^  à 

x^'-  X  dxy       Vi  —  y  dy^       z^  —  z  dz^ 
T        dt  r        dt  r        dt^ 

il  faut  vérifier  Tégalité  de  ces  ejc pressions  : 

ccj — X  dx  t/,  —  y  dy  z^  —  z  dz 

r        di  V        dt  r      dt 

£Cj — X  dx^  2/j  —  2/ t/î/j  z, — z  dz^ 

r        dt  r        dt  %^       dt 
ou  encore 

{x^  —  x)d{x^  —  x)  +  {^y^—y)d{y^—y)■^-{^^-^)d{z^  —  ^)  =  0^, 

égalité  évidente  puisque 

d  |(aj.  -  X)' +  (y.  -  y)' +  (V.  -  2)»  j  =  0, 

la  distance  MM^  étant  invariable. 
Droites  Un  cas  particulier  de  ce  théorème  a  joué  un  rôle  important  dans  un 

normales  aux    intéressant  mémoire  de  M.  Mannhein,  inséré  au  tome  XX  des  Savants 

tri  lE^ptoijres  q6 

leurs  poinis.     étrangers.  Ce  cas  est  celui  où  la  projection  de  la  vitesse  sur  Taxe  A 

est  nulle.  Si  ce  fait  a  lieu  pour  un  point  M  de  Taxe  A,  il  aura  lieu 
pour  tout  autre  point  M^  de  cet  axe. 

Or,  pour  que  la  projection  de  la  vitesse  soit  nulle,  il  faut  et  il  suffit, 
la  vitesse  n'étant  pas  nulle,  que  la  tangente  à  la  trajectoire  soit 
normale  à  Taxe  A.  De  là  ce  théorème  : 

Théohème  II«  —  Si  dam  un  solide  en  mouvement  une  droite  est 
normale  à  ta  trajectoire  d'un  de  ses  points,  elle  est  normale  à  là 
trajectoire  de  tous  ses  points* 

Ces  droites  remarquables  normales  aux  trajectoires  de  tous  leur» 
points  sont  les  droites  de  moment  nul  relativement  au  système  de 
segments  Z;  elles  forment  donc  le  complexe  linéaire  attaché  à  ce 
système  Z. 

Le  plan  normal  à  la  trajectoire  d'un  point  M  est  le  plan  mené  en  M 
perpendiculairement  à  la  vitesse  MV,  c'est-à-dire  perpendiculaire- 
ment au  moment  du  système  S  au  point  M;  c'est  donc  le  plan  polaire 
de  M  dans  le  complexe.  De  là  ce  théorème  : 

Théorème  IIL  ^  Le  plan  normal  à  la  trajectoire  d'Urï  point  M 
est  h  plan  polaire  de  ce  point. 
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Réciproquement,  tout  plaa  d*une  figure  de  forme  invariable  est  à 
chaque  instant  normal  à  la  trajectoire  d'un  de  ses  points,  à  savoir, 
son  pôle  dans  le  complexe  linéaire. 

Les  droites  conjurées  ont  aussi  un  rôle  intéressant;  elles  donnent 
lieu  tout  d'abord  à  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Les  plans  iwrmaux  aux  trajectoires  des  diffé- 
rents points  d^une  droite  D  passent  tous  par  une  droite  A,  conju- 
guée  de  D  dans  le  complexe. 

Cela  tient!  précisément  à  ce  que  chaque  plan  normal  est  le  plan 
polaire  du  point  mobile  considéré. 

Le  lecteur  trouvera  aisément  plusieurs  autres  propositions  analo- 
gues à  la  précédente  qui  résultent  toutes  de  ce  fait  que  les  droites 
normales  aux  trajectoires  des  points  du  corps  forment  un  complexe 
linéaire. 

Il  est  clair  que  si  l'on  réduit  à  deux  le  système  des  rotations  du 
corps  mobile,  les  droites  D,  A,  autour  desquelles  elles  ont  lieu,  sont 
deux  droites  conjuguées  dans  le  complexe  linéaire.  On  peut  se  donner 
arbitrairement  la  droite  D,  pourvu  qu'elle  ne  fasse  pas  partie  du 
complexe.  Nous  retrouvons  ainsi  le  théorème  IV  du  n^  36  et  l'excep- 
tion que  nous  avions  signalée. 

Tangcnles  aux       38.   Les  droites  conjuguées  rectangulaires  offrent  des  particula- 
irajectoii-es      j-j^^g  importantes.  Nous  avons  vu  au  n^  47  (p.  52)  que  toute  droite  D 
**  g^ii^jg  ^^       rectangulaire  avec  sa  conjuguée  peut  se  définir  comme  étant  normale 
mouvement,     au  plan  polaire  d'un  de  ses  points.  Appelons  M  ce  point,  la  droite 
D  sera  ainsi  tangente  à  la  trajectoire  du  point  M.   Réciproque- 
ment, toute  droite  D  tangente  à  la  trajectoire  d'un  de  ses  points  M 
e^t  normale  au  plan  polaire  de  ce  point.  On  peut  donc  énoncer  ce 
théorème  : 

Théorème  V.  —  Les  droites  tangentes  aux  trajectoires  des 
poi7its  d^un  corps  en  mouvement  forment  à  chaque  instant  l'en- 
semble  des  droites  rectaitgulaires  avec  leurs  conjuguées. 
Propriôié  On   peut   donner  une  autre  interprétation  cinématique  de  ces 

cinéma  ique     droites. 

-  ^.^  '\'  Soit  s  une  surface  liée  au  corps  en  mouvement;  cette  surface  en 

cnraoteiisti  {ue  *  ' 

dune  surface    enveloppe  une  autre  (S),  qu'elle  touche  suivant  une  courbe  G  ;  prenons 
mobile.        un  point  M  sur  cette  courbe,  la  vitesse  absolue  de  M  est  tangente  à  la 
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»«rface  (S);  sa  vitesse  relative  est  tangente  à  la  surface  S.  Mais  S  et  (S) 
sont  tangentes  au  point  M^  donc  la  vitesse  relative  et  la  vitesse 
absolue  du  point  M  sont  tangentes  à  la  surface  S.  On  en  peut  con- 
clure que  la  vitesse  d'entraînement  du  point  M,  qui  est  la  différence 
géométrique  des  deux  autres,  est  tangente  au  point  M,  à  la  surface  S. 
La  courbe  C  est  donc  le  lieu  des  points  de  la  surface  S  dont  la  vitesse 
d'entraînement  est  tangente  à  cette  surface.  La  normale  à  la  surface 
S  en  M  est,  dès  lors,  normale  à  la  trajectoire  d'un  de  ses  points  ;  elle 
fait  partie  du  complexe  des  droites  normales  aux  trajectoires  de  leurs 
points.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Théorème  VL  —  On  a  la  courbe  de  contact  d'une  surface  S 
avec  son  enveloppe  en  cherchant  sur  S  les  points  M  dont  la 
vitesse  d* entraînement  est  tangente  à  la  surface,  ou  encore  tels 
que  la  normale  en  M  à  la  surface  S  fasse  partie  du  complexe 
linéaire. 
Autre  Appliquons  au  cas  d'un  plan  x  : 

interprétaUon       g^it  j)  j^  normale  élevée  à  ce  plan  en  son  pôle;  toute  normale  au 
^     **laires  ^^^^  ^^^  ^^^^  partie  du  complexe  linéaire  doit  couper  la  polaire  A 
avec  leurs      de  D,  car  elle  coupe  D  à  rinûni;  et  comme  A  est  dans  le  plan  ?:, 
conjuguées.     ^  ^g^  \q  ji^y  (j^g  pieds  des  normales  du  plan  qui  font  partie  du  com- 
plexe. Ainsi  A  est  la  courbe  de  contact  du  plan  avec  son  enveloppe. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème  VIL  —  Les  caractéristiques  (*)  des  plans  d'un  corps 

en  mouvement  constituent  à  chaque  instant  Vensemble  des  droites 

rectangulaires  avec  leurs  conjuguées. 

Normales  Considérons  encore  une  courbe  G  du  corps  mobile,  un  point  M  de 

à  la  surface     cette  courbe,  et  cherchons  la  normale  en  M  à  la  surface  décrite  par  la 

décnie        courbe  C.  Cette  normale  MN  est  normale  à  la  tangente  M  T  de  la 
par  une  coui*be  ^ 

du  corps       courbe  C  et  à  la  vitesse  M  V  du  point  M.  Elle  résulte  donc  de  Tinter- 

mobile.  section  du  plan  P  normal  en  M  à  la  courbe  C  avec  le  plan  polaire  du 
point  M  ;  elle  fait  donc  parlie  du  complexe.  Puisqu'elle  coupe  la  tan- 
gente M  T  en  M  à  la  courbe  G,  elle  coupe  aussi  la  conjuguée  A  dç  MT; 
elle  passe  donc  au  point  N  où  A  perce  le  plan  P.  De  là  ce  théo- 
rème: 


(')  On  sait  que,  dans  une  surface  variable,  on  appelle  caractéristique  la  courbe  de 
contact  de  cette  surface  avec  la  surface  qu'elle  enveloppe. 
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TuÉOHÈME  VIII.  —  Pour  avoir  la  7xormale  en  un  point  M  à  la 
Burface  engendrée  par  une  courhe  C  du  corps  mobile,  on  prendra 
le  point  N  de  rencontre  du  pla^i  normal  enli  àla  courhe  C  avec 
la  conjuguée  1  de  la  tangente  HT;  on  joindra  le  point  M  au 
point  N,  MN  est  la  normale. 

Supposons,  en  particulier,  que  la  courbe  C  se  réduise  à  une 
droite  D,  elle  engendre  une  surface  réglée,  et  les  normales  à  cette 
surface  en  tous  les  points  de  D  forment  un  paraboloide;  d'après  le 
théorème  précédent,  la  droite  4  conjuguée  de  D  est  une  directrice  de 
ce  paraboloide.  Donc  : 

Théouèmï:  IX.  —  Si  Von  envisage  une  droite  D  du  corps,  le 
paraboloide  des  normales  relatif  à  la  surface  engendrée  par  la 
droite  D  s'obtiendra  en  moiant  le^  petpendiculaires  à  la  droite 
Q  par  tous  les  points  de  sa  conjuguée  A. 
Lieu  des  points       Les  formules  fondamentales 

v,j,  =  Ç  -+-  qz  —  rtjy    Ve,y  =  Ti  +  rx—pr,    v.,,  =  Ç  4-  pj/  — gx 

^'"  "•  ge  prêtent,  il  est  bon  de  l'indiquer  dès  à  présent,  à  la  démonstration 
la  plus  simple  de  toutes  les  propriétés  géométriques  qui  accompa- 
gnept  le  ipouvement  d'un  corps.  Cherchons,  par  exemple,  les  points 
du  corps  dont  la  vitesse  est  à  un  même  instant  t  dirigée  vers  un  point 
déterminé  du  corps  (x^,  t/^,  z^). 

Supposons,  comme  nous  le  ferons  souvent  pour  faciliter  l'interpré- 
tation des  résultats,  que  l'axe  Oz  soit  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal 
tangent,  il  faudra  que  p,  g,  Ç,  iq  soient  nuls,  et  il  reste 

Exprimons  que  la  vitesse  du  point  (a;,  t/,  z)  est  dirigée  vers  le  point 
cCç,  j/o,  Zo>  Dous  aurons 


dont  la  vitesse 
passe  par  un 


_!/— !/o_^  — 


—  ry      '     rx  (J 

Ces  équations  en  ce,  y,  z  représentent  le  lieu  des  points  dont  les 
vitesses  passent  par  le  point  fixe  P  (x^,  t/o,  ?o)-  Ce  lieu  est  une  cubique 
gauche  faisant  partie  de  l'intersection  du  cylindre  de  révolution  défini 
par  l'équation 

^  —  ^o^y  —  yo 

—  ry  rjo 
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^t  du  paraboloide  hyperbolique 

■  ,    .       ,      m      ■■^—      Il    II  • 


IIQ 


—  rx 


ï 


pe$  deux  surface?  o»t  e^  commun  la  droite  x  =  Q,y  =  y^.  Le 
cyliadre  a  ses  génératrices  parallèles  à  ûz;  sa  section  droite  est  un 
cercle  tracé  sur  PQ  comme  diamètre,  Q  éUnt  la  prqjection  de  P 
sur  Oz.  La  cubique  passe  au  point  P;  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal 
e$t  une  asymptote  de  cette  courbe;  elle  coupe  en  deux  points  le  cercle 
de  l'infini. 


Indétermina- 
tion 
du  problème. 


Détermination  du  mQMv^ment  continu  flHanfl 

on  connaît  les  potations. 

39.  Soit  nu  trjèdre  de  référence  Ti  et  a,  fe,  c,  «,  ^,  ^,  «S  P',  tS 

a%  {i%  y'  ^^  coordonnées  de  l'origine  et  les  cosinus  directeurs  ^eç 
axes  d'un  second  trièdre  T  p(|r  rapport  ^u  trièdre  T^. 

Si  ees  douze  quantités  sont  des  fonctions  connues  du  temps,  un 
certain  mouvement  du  trièdre  T  par  rapport  au  trièdre  Tj  se  trouve 
défini. 

On  a  vu  plus  haut  comment  on  peut  calculer  alors  les  six  fonctions 
P>  9>  ^*9  ^»  'V)>  ^9  V^^  déterminent  la  distribution  des  vitesses  à  chaque 
époque  du  mouvement. 

On  peut  se  proposer  le  problème  inverse  :  Six  fonctio7i8  p,  g,  r, 
Ç,  t),  Ç  élant  données,  trouver  un  mouvement  continu  du 
trièdre  T  par  rapport  à  un  trièdre  Tj  tel  que  ces  six  fonctions 
soient  celles  qui  donnent  à  chaque  instant  la  distribution  des 
vitesses. 

Is  problème  n'est  pas  entièrement  détermii^é.  Prenons^  ^n  effet, 
deux  trièdres  T^,  Tl  liés  invafiablemeut  entre  eux,  et  suppqsons  le 
trièdrQ  T  animé  par  rapport  à  T^  d'un  mouvement  continu  tel  que 
Pi  9»  Tj  ky  ^9  C  soient  justement  les  six  fonctions  données  a  p^nori. 
Le  trièdre  T  sera  animé  par  rapport  à  T^  d'un  mouvement  différent 
de  celui  dont  il  est  animé  par  rapport  à  T^,  car  les  douze  fonctions  du 
temps  a,  b,  c,  a,  0,  y,  a',  &',  y'»  *%  &%  ï'  ^®  sont  pas  les  mêmes 
dans  les  deux  cas.  Cependant  il  est  visible  que  la  distribution  des 
vitesses  est  la  même. 
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Mais  à  cette  indétermination  près  du  trièdre  de  référence  fixe,  le 
problème  est  déterminé. 

£n  effet  :  soient  T^  T^  deux  trièdres  mobiles  ou  non,  l'un  par 
rapport  à  l'autre,  mais  tels  qu'un  même  trièdre  T  soit  mobile  à  la 
fois  par  rapport  à  ces  deux  trièdres,  avec  cette  particularité  que  dans 
les  deux  mouvements  la  distribution  de  la  vitesse  d'entraînement  soit 
à  chaque  instant  la  même  ;  je  dis  que  les  trièdres  Tp  T|  sont  liés 
invariablement  l'un  à  l'autre. 

On  peut,  en  effet,  concevoir  le  mouvement  du  trièdre  T  par  rapport 
à  T[  comme  la  superposition  du  mouvement  de  T  par  rapport  à  T^  et 
de  celui  de  T^  par  rapport  à  TJ. 

Soient  v'  la  vitesse  d'entraînement  d'un  point  M  du  trièdre  T  dans 
le  mouvement  par  rapport  à  T|  et  t?  la  vitesse  du  point  M  dans  le 
mouvement  d'entraînement  de  T  par  rapport  à  T^.  Enfin,  P  étant  le 
point  de  T^  avec  lequel  coïncide  M  à  l'instant  considéré,  appelons 
u  la  vitesse  de  P  dans  le  mouvement  d'entraînement  de  T^  par 
rapport  à  TJ,  on  a 

v'  =v  +  u. 

Mais,  par  hypothèse  v'  =  v,  donc  u  est  nul.  Tous  les  points  du 
trièdre  T^  ont  ainsi  une  vitesse  nulle  à  chaque  instant  par  rapport  au 
trièdre  T[.  Cela  signifie  que  le  trièdre  T^  est  lié  invariablement  au 
trièdre  T[. 

Parmi  tous  ces  trièdres  T^  T|,  ...,  liés  invariablement  les  uns  aux 
autres,  il  en  est  un  avec  lequel  le  trièdre  mobile  T  coïncide  à  une 
époque  déterminée  t  =  0,  par  exemple;  désignons  par  T,  ce  trièdre. 
Ce  trièdre  T^  et  le  mouvement  de  T  par  rapport  à  T,  sont  parfaite- 
ment déterminés;  on  a  donc  ce  théorème  : 

La  connaissance  des  quantités  Ç,  t],  I^,  py  g,  r  en  fonction  du 
temps  permet  de  définir  complètement  le  mouvement  du  trièdre  T 
par  rapport  à  un  trièdre  T^  avec  lequel  il  coïncide  à  une  époque 
donnée  t  =  0.  Le  mouveme^it  le  plus  généiud  qui  donne  nais- 
sance au>x  fonctions  Ç,  y;,  Ç,  p,  q,  r  données,  s'obtient  en  rappor- 
tant le  mouvement  précédent  à  un  tHèdre  quelconque  T^  lié  inva- 
riablement au  tnèdre  T^. 

On  aurait  pu  dire  encore  que  le  mouvement  du  trièdre  T  par 
rapport  au  trièdre  T^  est  complètement  déterminé  dès  que  Ton 
connaît  la  position  initiale  T^  du  trièdre  T. 
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Indiquons  comment  le  calcul  conduit  aux  formules  finies  du  mou- 
vement continu  quand  on  se  donne  les  quantités  Ç,  t],  t^y  p,  g,  r. 

Solation  40*  Soit  M  un  point  fixe  et  Xy  y  y  z  ses  coordonnées  par  rapport 

analytiqae.     ^^^  trièdre  mobile  T.  En  exprimant  que  la  vitesse  absolue  du  point  M 
est  nulle,  nous  avons 

dx  dxi 

Ç  4-  gz  —  rt/  -f-  -j-  =  0,      TQ  +  roj  —  jpj  +  -—  =  0, 

(4)       {  ^, 

Ç  +  py  —  qx  -f-  _  =  0. 

dt 

Réciproquement,  si  (x,  y  y  z)  est  un  système  de  solution  des  équa- 
tions (1),  les  fonctions  Xy  y  y  z  seront  les  coordonnées  par  rapport  au 
trièdre  T  d'un  point  M  qui  est  au  repos  absolu,  puisque  sa  vitesse 
absolue  est  constamment  nulle. 

Les  équations  (1)  sont  linéaires;  pour  les  intégrer,  considérons  un 
système  particulier  de  solutions  x^y  y^y  z^  correspondant  à  un  ceHain 
point  fixe  M^,  et  posons 

(2)  œ  =  X^  +  X,       y  z=  t/ç  +  Y,        2  =  jTp  4-  Z, 


on  voit  que  X,  Y,  Z  sont  les  projections  du  segment  fixe  Mo  M  sur  les 
axes  du  trièdre  mobile  T.  En  substituant  dans  (1)  ces  expressions  de 
Xy  y  y  Zy  nous  avons,  après  réductions 

DésignoBS  par  (X,,  Y,,  Z,)  (X;,  Y;,  Z;)  (XJ,  YJ,  ZJ)  troU  systèmes 
de  solutions  linéairement  indépendants  des  équations  (3)  ;  le  système 
le  plus  généitd  do  solutions  de  ces  équations  sera 

x  =  cx, +  c'x;  +  c'x;, 


y=:CYo  +  c'y;  +  c'y;, 
z=cZo  +  c'z;  4-  c'z;, 


où  C,  G  y  C  sont  les  trois  constantes  d'intégration. 

Les  expressions  X^,  Y,,  Z^  sont  les  projections  d'un  segment  fixe 
M^p,  et  de  même  X;,  Y;,  Zi,  XJ,  YJ,  YJ  seront  les  projections  de 
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deux  segments  fixes  M^N^,  M^NÔ;  ces  trois  segments  forment  autour 
de  Ma  Hft  trièdre. 
Les  expressions 

sont  les  carrés  des  longueurs  de  ces  trois  segments,  elles  sont  donc 
constantes.  C'est  ce  que  Ton  vérifie  aisément  au  moyen  des  éauations 

différentielle^* 
On  vérifie  de  même  que  les  expressions 

B'  =  XJX^,  4-  YJY^  -f-  ZJZç, 
B  =  XjjXjj  -h  Y^jY^  +  Z^jZq 

sont  ponstaptea.  Si  Ton  forme  alors  l'expression  X*  +  Y*  +  ?•,  les 
formules  (4)  donneront 

X*  +  Y«  +  Z«  =  A.G«  4-  A'.C"  +  A',C'« 

+  2B.C'C''  +  2B'.C'C  4-  2F. ce 

=  9(C,C',C'), 


t1 


expression  constante,  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir,  puisque  X*  +  Y 
4-  Z*  est  le  carré  de  la  longueur  du  segment  M^M. 
PqsQps  alors 

a  =  iXo4-mX;  +  nXJ,  p  ==iY,4- mY;4- nYJ,  y  =lZ,^mZ',+  nZl 
a'=rX,4-m'X;  +  n'XJ,  p'=Z'Y,+  m'Y;  +  n'Y;,  y'=VZ,+  m'Z',-tn'Zl 
a'=rXo4-m''X;  +  n'X;,  ^'=VY,+  m'Y',^n'Yl,  /=l%+m%-f-n'Z;, 

où  l,  m,  n,  V  y  m' y  n\  T,  m'y  7i'  sont  des  constantes,  et  choisissons 
ces  constantes  de  façon  à  avoir 

(5)   ç(Z,  m,  n)  =  l,      ?(f^*n',n')  =  l,      <p  (r,  w',  n')  =  i. 

Si  l'on  traite  pour  un  instant  i,  niy  n,  {>,  m',  n',  I',  m',  n'  comme 
les  coordonnées  rectqngvilaire§  de  trois  points  représentatifs  P,  F,  P', 
ces  équations  expri^pe)^^  que  ces  trois  points  sont  sur  un  certain 
ellipsoïde  (E).  Elles  expriment  aussi  que  <jt,  P,  y,  a',  P',  y',  a',  g",  v' 
sont  les  cosinus  directeurs  de  trois  axes  fixes  issus  du  point  M^,  cosi- 
nus directeurs  pris  pc^r  rapport  au  trièdre  mobile. 

Cherchons  la  condition  que  doivent  remplir  l,  m,  n,  }',  w^',  n', 
Vy  m'y  n'  pour  que  ces  trois  axes  soient  rectangulaires. 
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En  remplaçant  a,  p,  y>  ^t',  P',  y'  par  leurs  valeurs,  la  condition 
d'orthogonalité  peut  s'écrire  : 


a  a 


*        2  \aî  dm  dn     ) 


ce  qui  exprime  que  P,  P'  sont  sur  Tellipsoïde  (E)  les  extrémités  de 
deux  diamètres  conjugués.  En  appliquant  la  même  remarque  aux 
deux  autres  conditions  d'ortho^onalité, 

on  voit  que  P,  F,  P'  devront,  sur  l'ellipsoïde  (E),  être  les  extrémités 
de  trois  diamètres  conjugués. 

Supposons  ly  x^y  n,  l\  m\  n',  T,  m",  n'  ainsi  choisis.  Alors 
*>  P>  Tj  *'»  P'>  yS  <*%  PS  ï'  SQnt  les  cosinus  directeurs  des  axes  d'un 
trièdre  trirectangle  fixe  Tj,  cosinus  pris  par  rapport  aux  axes  mobiles. 

Il  est  clair  que  (a,- 3,  v)  (a',  P',  y')  (a%  &%  y')  sont  trois  systèmes 
de  solutions  linéairement  indépendants  des  équa^ons  (3),  et  au  lieu 
4fî§  fqrwilles  i^jtégr^les  (4),  nous  pouvons  prendre 

X  =  G.a  +  C'.a'  +  C'.a', 

Y=G.p  +  C'.p'  +C'.p',  . 

Z  =C.y  +  C'.y'  +  C'.y', 

alors  les  solutions  générales  des  équations  (1)  s'écrivent,  d'après  les 
formules  (2) 

Ia5  =  Xo  +  G. a  +  G'. a'  +  G'. a', 
y  =  î/,  +  C.p  +  G'.p'  +  C\pS 
z  =  z^  +  G.Y  -H  G'. y'  +  G'. y'. 

On  voit  ainsi  que  G,  G',  G"  sont  les  coordonnées  constantes  par 
rapport  au  trièdre  fixe  Tj  du  point  fixe  M,  dont  a?,  y,  z  sont  les  coor- 
données par  rapport  au  trièdre  T,  et  les  formules  (6)  constituent  la 
transformation  de  coordonnées  qui  définit  le  mouvement  continu  du 
trièdre  T  par  rapport  au  trièdre  Tj. 

Le  problème  qui  vient  d'être  résolu  a  été  traité  par  M.  Darboux 
avec  détail  au  début  de  ses  Leçons  sur  la  théo^ne  des  surfaces. 
M.  Darboux  a  rattaché  à  cette  question  plusieurs  problèmes  de  géo- 
métrie infinitésimale,  et  montré  tout  le  parti  que  l'on  peut  tirer  de 
l'emploi  d'un  trièdre  de  référence  mobile  dans_,  l'étude  de  telles 


Application 

aux  courbes 

gauches. 
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questions  que  compliquerait  beaucoup  l'emploi  des  coordonnées  habi- 
tuelles. 

Je  ne  rapporterai  ici  que  ce  qui  concerne  l'application  à  la  géomé- 
tne  des  courbes  gauches. 

41.  Soit  une  courbe  gauche  C;  0  un  de  ses  points;  menons  à 
cette  courbe  la  tangente  Ox  dans  un  sens  fixé  a  prioH^  soit  Oi/  la 
normale  principale  dirigée  vers  le  centre  de  courbure  et  Oz  la  bi-nor- 
male  prise  dans  un  sens  tel  qu'une  rotation  directe  de  90>  autour  de 
Oz  amène  Ox  sur  Oy,  Nous  disons  que  le  mouvement  du  trièdre  T 
ainsi  construit  est  dirigé  par  la  courbe. 

Cherchons  les  éléments  Ç,  y;,  ^,  p,  g,  r  relatifs  à  ce  trièdre  T  en 
supposant  que  le  point  0  décrive  la  courbe  C  avec  une  vitesse  égale  à 
l'unité.  Comme  Ç,  t],  ^  sont  les  projections  sur  Ox,  Oy^  Oz  de  la 
vitesse  d'entraînement  de  l'origine  du  trièdre,  nous  aurons  ici 

Désignons  par  R,  T  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion. 

Par  un  point  A  fixe,  dont  x^,  y^,  z^  seront  les  coordonnées  rela- 
tives au  trièdre  mobile,  menons  un  segment  unitaire  ÂB  parallèle 
à  Ox;  les  coordonnées  relatives  de  B  seront  (x^  h-  4,  y^,  z^),  et 
|es  projections  de  la  vitesse  absolue  de  B  sur  Ox,  Oi/,  Oz  seront, 

puisque —  =  1, 


V 


a,x 


=  i  ^  qz^  —  ri/o  4- 


dx^ 
d8 


dz 


'^    ds 


Exprimons  que  la  vitesse  absolue  du  point  A  (x^,  t/o,  z^)  est  nulle, 
il  viendra 


0  =  i  +  qz^  —  vî/o  + 


0  = 


rx^  —  p^o  "+■ 


dxj 
dt 

dt 
dz^ 


0=         l>i/p-g^«  +  -^' 
et  la  vitesse  absolue  du  point  B  se  réduit  aux  expressions  suivantes  : 
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Or,  d'après  la  définition  du  rayon  de  courbure  R,  et  puisque  ds 
=  de,  cette  vitesse  est  égale  à  J7  et  dirigée  suivant  Oy,  on  a  donc 

i 
v«,y  =  r  =  -,      r„,,  =  —  g  =  0. 

Menons  maintenant  par  A  un  segment  parallèle  à  Oz,  AC,  de  lon- 
gueur égale  à  Tunilé,  la  vitesse  absolue  de  C  est  encore  dirigée  sui- 
vant Oy  et  a  pour  valeur  =  où  T  est  le  rayon  de  torsion;  on  devra 
donc  avoir  ici 


0  =  v«,.  =  1  +  g  (Zo  +  1)  —  ry,  -h  '"'^^ 


dXé 
dt 


4  j,. 

-  =  IV,,  =  rx,  —  j9  (r.  H-  i)  -h  -^y  » 

d' 

expressions  qui,  en  vertu  de  la  fixité  du  point  A,  se  réduisent  à 

1 

0  =  IVx  =  g,  ^  =  t^F  =  '-P9         0  =  Va,,  =  0. 

i 
On  trouve  donc,  indépendamment  de  g  =  0,  l'équation  p  =  —  ,p; 

ainsi,  à  côté  des  valeurs  1,  0,  0  de  Ç,  v;,  !^,  nous  avons  pour  p,  //,  r 

les  valeurs 

1  i 

j9  =  — ->       q[==0,       »-  =  j^- 

On  peut  démontrer  que,  réciproquement,  si  un  trièdre  se  meut  de 
telle  sorte  que  v;,  1^,  q  soient  nuls,  ce  trièdre  est  formé  par  la  tangente, 
la  normale  principale  et  la  bi-normale  d'une  courbe  gauche. 

M.  Darboux,  à  l'endroit  cité,  a  donné  de  nombreuses  applications 
des  formules  précédentes;  nous  ne  donnerons  ici  que  l'exemple 
suivant  : 

évcloppables       Suit  T  le  Mèdre  dingé  pa»*  une  courbe  C,  et  OU  une  droite 
menées  par     {ggn^  d^  sommet  de  ce  trièdre  y  comment  doit  varier  OU  potu* 

une  courbe  ,  -         , ,     ,  i  «   .. 

gauche        engendrer  une  surface  développaole? 

donnée.  g^^  ^  l'angle  de  OU  avec  Ox  et  ç  l'angle  de  Oy  avec  la  trace  sur 

le  plan  normal  yOz  du  plan  mené  par  Ox  et  OU» 
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Appelons  l  la  distance  au  point  0  d'un  point  M  pria  sur  OU,  et 
Xy  yj  z  les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  au  triëdre  mobile; 
on  a 

a;  =  2  cos  6,      t/  z=:  2  sin  6  cos  ç,      z  =  {  sin  0  sin  9. 

Si  la  droite  OU  engendre  une  développable,  le  point  M  où  elle 
touche  Taréte  de  rebroussement  a  sa  vitesse  dirigée  suivant  la  tan- 
gente à  cette  arête,  c'est-à-dire  suivant  OU;  pour  ce  point  M  on  â 
donc 


x 

y 

--> 

z 

ou, 

en 

d» 
supposant  -7-  = 

=  1, 

^       1 

I-5Î/  + 

dx 
ds 

x 
R 

z 

dy 
ds 

y       dz 
T^  ds 


x  y 


Appelons  X  la  valeur  commune  à  ces  rapports,  et  rempla^ns  ùHf 
y  y  z  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  2,  6  et  9.  Il  viendra,  en  consi- 
dérant les  deux  derniers  rapports, 


-+-  T-  (sin  0  cos  <p)  =  (  X  ^  7-r  1  sin  6  Cos  $ 
ds^  \         Ids/  ^ 


cos  6       sin  6  sin  9 
Il  T 

sin  6  cos  ^       d  .     .       t         dl 


■f-^  +  ^/s.n  9  sm  ç)  =  ^X  -  j^j  sm  0  sm  f, 

d'où,  en  multipliant  par  —  sin  9,  cos  9  et  ajoutant, 

6in  6       6in  9  cos  0         .    iv  dç       ^ 

-^ — TT— -^  ^'"  v; = °- 

Si,  en  particutieri  on  prend  0  =  ^>  on  est  dans  le  cas  des  dévelop- 

pables  engendrés  par  des  normales,  de  sorte  que  la  formule  (iréoé* 

dente  généralise  la  théorie  des  développées. 

Cas  où  Taxe  du       Comme  autre  exemple  je  traiterai  ce  problème  qui  a  une  certaine 

mouvement     importance  par  ses  applications. 

!f-^'  \-  Supposons  que  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal  ait  une  direction 

a  une  direcUon  f  r  1 

fixe  dans  le      fixe  dans  le  corps;  alors  on  peut  supposer  que  Oz  est  cette  direction; 
corps*        p^  q  sont  nuls.  Par  un  point  fixe  A  de  l'espace  de  cooi*données  rela- 
tives (ocg,  1/0,  Zg),  menons  un  segment  unitaire  AB  parallèle  k  Oz. 
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Les  coordonnées  de  B  sont 

*^o»  i/o'  ^0  "^  ^> 

sa  vitesse  absolue  a  dès  lors^  comme  projections  sur  les  axes  mobiles^ 

5 -'•'«'• -^  dé"'   ^■^'•^•  +  iir'  '^■^■df- 

Mais  d'un  autre  côté,  si  Ton  cherche  la  vitesse  absolue  de  A  (qui 
est  nulle  par  hypothèse),  on  trouve  les  mêmes  expressions;  ces 
expressions  sont  donc  toutes  les  trois  nulles  et  B  est  fixe.  Donc  Oz  a 
une  direction  fixe  aussi  dans  Vespace,  De  là  ce  théorème  fonda- 
mental : 

Si  Vaxe  du  mouvement  hélicoïdal  a  une  direction  fixe  dans  U 
corps,  il  a  aussi  une  direction  fixe  dans  f  espace. 

Du  mouvement  inverse. 

42.  Considérons  deux  trièdres  T,  T^  mobiles  Tun  par  rapport  à 
Tautre,  le  mouvement  de  T^  par  rapport  à  T  est  dit  Tinvei^se  du  mou- 
vement de  T  par  rapport  à  T^. 
Vite-sc  dans         Soit  P  un  point  lié  au  triédre  T  et  P^  le  point  lié  au  tfîèdre  T^  avec 

lequel  coïncide  le  point  P  à  Tépoque  considérée;  on  a  ce  théorème  : 

La  vitesse  d* entraînement  de  P  dans  le  mouvement  de  T  pai* 
rapport  à  T^  est  égale  et  opposée  à  la  vitesse  d^entrdinement  de 
V^  dans  le  mouvement  inverse. 

Considérons,  en  effet,  un  point  M  mobile  par  rapport  au  triédre  T, 
et  qui  coïncide  avec  le  point  P  à  Tépoque  considérée.  La  vitesse  i^^  de 
M  par  rapport  au  triédre  T^  est  la  somme  géométrique  de  la  vitesse 
d'entraînement  v  de  P  par  rapport  à  Tj  et  de  la  vitesse  relative  v'  de 
M  par  rapport  à  T  ; 

Mais  supposons  le  point  M  toujours  coïncidant  avec  le  point  P|  ; 
alors  la  vitesse  f|  est  nulle  et  les  vitesses  v  et  v'  sont  égales  et  oppo- 
sées. Or  V  est  la  vitesse  de  P  par  rapport  au  triédre  T,  et  v'  est  la 
vitesse  du  point  M,  ou  P^,  par  rapport  au  triédre  T*  Le  théorème  est 
donc  dénM)ntré. 


»  mouvement 
inverse. 
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Application.  Soient  Zp  S,  deux  systèmes  invariables  en  mouvement  l'un  par 
l'autre.  Dans  certains  cas  il  y  aura  avantagée  à  prendre  comme  triëdre 
de  coordonnées  non  pas  un  trièdre  lié  soit  à  Z^,  soit  à  Z,,  mais  un 
trièdre  T  mobile  à  la  fois  par  rapport  à  chacun  de  ces  systèmes  inva- 
riables. 

Désignons  par  (p^,  g„  r^  Ç^,  r^,,  Ç,)  (p„  g„  r^,  Ç„  13,,  Q  les  coor- 
données  des  deux  systèmes  de  rotations  instantanés  qui  se  rapportent 
respectivement  au  mouvement  du  trièdre  T  par  rapport  au  système 
Z|  et  au  mouvement  du  trièdre  T  par  rapport  au  système  Z,.  Le 
mouvement  de  Z^  par  rapport  à  Z,  peut  être  considéré  comme  résul- 
tant du  mouvement  de  T  par  rapport  à  Z,  et  du  mouvement  de  Z^ 
par  rapport  à  T,  lequel  est  le  mouvement  inverse  de  celui  de  T 
par  rapport  à  Z|;  par  application  de  la  proposition  précédente,  la 
vitesse  d'entraînement  d'un  point  de  Z^  par  rapport  à  Z,  sera  la 
différence  géométrique  entre  la  vitesse  provenant  de  l'entraînement 
de  T  par  rapport  à  Z^  et  celle  provenant  de  l'entraînement  par  rapport 
à  Z|  du  même  trièdre  T.  En  projetant  sur  les  axes  de  ce  trièdre  et 
désignant  par  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  entraîné,  on  aura  donc 

t?«  =  Çi  —  Çi  +  (^s  —  9i)  ^  —  0\  —  r^)  y  y 
V»  =  TQi  —  >)i  +  b\  —  n)  ^  --  (Pi  —Pu  ^J 
V.  =  îi  —  Cl  -H  {Pt—Pi)  y  —  (^t  —  5i)  ^ 

et  Varj  ^jf>  ^«  seront,  répétons-le,  les  projections  sur  les  axes  du 
trièdre  T  de  la  vitesse  du  point  dont  x,  t/,  z  sont  les  coordonnées 
actuelles,  lié  au  système  Z|,  dans  le  mouvement  d'entraînement  de 
Z,  par  rapport  à  Z,. 

Ces  formules,  extrêmement  commodes,  trouveront  plus  tard  une 
application  dans  l'étude  du  roulement  des  courbes. 
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CHAPITRE  V 


De  l'accélératloQ  dans  le  mouvement  relatif. 


absolue. 


Formules  fondamentales. 

43.  Nous  étudierons  uUérîeuremenl  en  détail  divers  cas  de  mou- 
vement d*uD  corps,  mais  nous  devons  auparavant  compléter,  en  ce 
qui  concerne  les  accélérations,  le   problème,  déjà  traité  pour  les 
vitesses,  du  changement  de  système  de  comparaison. 
Accélération         Un  point  M  se  meut  par  rapport  à  un  trièdre  T,  lequel  à  son  tour 

est  mobile  par  rapport  à  un  second  trièdre  T|,  il  s'agit  de  trouver 
l'accélération  du  point  M  dans  son  mouvement  par  rapport  au  second 
trièdre. 

Soient  x,  i/,  z  les  coordonnées  du  point  P  du  trièdre  T  avec  lequel 
coïncide  le  mobile  à  l'époque  t,  nous  avons  trouvé  que  les  projections 
de  la  vitesse  absolue  du  point  M  avaient  pour  expressions 

Vx  =  $  +  gz  — ry  4-  — » 

dy 
Vy  =  Yj -f- rx  —  pz  4- ^ > 

Pour  obtenir  Taccélération  absolue,  prenons  un  point  A  fixe  (c'est- 
à-dire  lié  invariablement  au  trièdre  T^  auquel  est  rapporté  le  mouve- 
ment dit  absolu),  et  menons  A  V  segment  égal  et  parallèle  à  la  vitesse 
absolue  du  point  M.  La  vitesse  absolue  du  point  V  est  l'accélération 
absolue. 

Appelons  ocp  t/|,  Z|  les  coordonnées  du  point  V  par  rapport  au 
trièdre  T  mobile,  et  désignons  par  Ja;x,  Ja,ir,  Ja,t  les  projections  de 
Cinén\atique,  0 
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raccélération  absolue  sur  tes  axes  de  ce  triédre;  on  aura,  puisque 
raccélération  absolue  de  M  est  la  vitesse  absolue  de  V, 

J„,y  =  13  +  rxj  —  p«i  4-  — S 

T  V  ^^1 

Ja.*  =  ;  -^pyi  —  q^i-^-if' 

Soient  x^y  y^j  z^  les  coordonnées  du  point  A  par  rapport  aux  axes 
mobiles,  on  a,  v^y  Vy,  v,  désignant  toujours  les  projections  de  la  vitesse 
absolue  du  point  M, 


d'où 


T  Fr  dxSl  dv. 


t 


formules  Or,  le  point  A  étant  au  repos  absolu,  sa  vitesse  absolue  est  nulle; 

de  Bour.       on  a  donc 


et  il  reste 


dv 


X 


formules  qui  sont  dues  à  Bour  (*).  Il  suffira  de  les  développer  pour 
atteindre  le  but  que  noas  nous  sommes  proposé. 

_       ,  -  --  — . ~^ — ^^ — ■ — ■ — — — ^^ — ■ ^ 

(i)  Journal  dt  Lwutilh,  ^m*  série,  t.  YIII,  1863. 
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£n  transportant  dans  Ja,x  les  valeurs  de  t)^,  t>y,  v^y  on  trouve 


d«x 


/   •       •       •         r^l    àz         dy\      àrx 
-*- j9(px  +  gt/ 4- rz)— (^«  +  g« -hr») x  + 2(  g  —  —  r  ~^  l  + — 

les  lettres  accentuées  désignant  les  dérivées  prises  par  rapport  au 
temps  des  variables  correspondantes. 
Posons,  pour  abréger, 

ç'  +  gï  —  rxi  =  Çp      Yî'.+  rÇ  —  pï  =  Tu,      Ç'  +  pyj  —  gç  =  Ç^, 
2H  =  {px  4-  gt/  -*-  rz)*  —  (p«  -f-  g*  4-  r*)  (ac«  +  y*  4-  r«), 

on  pourra  écrire 

et,  de  même, 

dU      e,(   dx         dz\       <Py 


Interprétation       44.  Nous  allons  interpréter  ces  formules.  Nous  avons  appelé  P  le 
des  formules,    point  lié  au  trièdre  mobile  avec  lequel  coïncide  le  point  mobile  M  à 

Tépoque  i  considérée.  Si,  dans  les  formules  précédentes,  on  laissait  à 
Xy  y  y  %  leurs  valeurs  actuelles^  mais  en  les  considérant  comme  des  cons- 
tantes, on  aurait  évidemment  l'accélération  du  point  P  entraîné  par  le 
Accélération  trièdre  mobile,  c'est-à-dire  l'accélération  d'entraînement.  Désignons 
d'entraîné-  par  !« cette  accélération  et  par  J^,,,  J«,„  Je,,  ses  projections  sur  les  axes  du 
trièdre  mobile.  Je  se  déduit  de  J,  en  y  supposant  x,  y,  z  constants  ;  on 
a  donc 

Je»y  =  T)i4-f'ac— p'z4-— , 

T  ^  r  r  ^H 


Accélération 
complémen- 
taire. 


Théorème 
de  Coriolis. 
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Je  désigne  par  J^  le  segment  dont  les  projections  sur  les  axes 
mobiles  sont 

'■■■  =  '{^T.-'%'    '..-K'S-"^)- 

d  ûc    d^  Il    d^  z 
Enfin  il  est  visible  que  -7-^  >  -j-y  >  -7-^  sont  les  projections  sur  les 

axes  mobiles  de  l'accélération  relative  J^  du  point  M  dans  son  mouve- 
ment par  rapport  au  trièdre  T.  Les  formules  qui  donnent  ia,x  s'écri- 
vent alors 

Jfl.y  =  Jr,y    "+-  Jr,y    •+-  Jr,y  y 

Ce  qui  exprime  que  J^  est  la  somme  géomélrique  des  segments 

Jr>  Je»  Je*  ^     ^ 

Nous  connaissons  la  signification  de  J^,  J^,  il  est  aisé  d'interprélcr 
aussi  Jf. 

Menons  par  le  point  M  le  segment  Q  dont  les  projections  sont 
j9,  g,  }*  sur  les  axes  mobiles.  On  reconnaît  dans  ce  segment  la  rotation 
qui,  jointe  à  une  vitesse  de  translation  égale  à  la  vitesse  du  point  P  du 
corps,  produirait  dans  le  coi*ps  la  distribution  de  vitesse  qui  résulte 
de  son  déplacement  effectif. 

Menons  aussi  le  segment  M  V^  qui  représente  la  vitesse  relative.  On 
voit  que  J^  est  le  double  du  segment  qui  représente  le  moment  du 
segment  Q  par  rapport  au  point  V^.  Ce  segment  J«  porte  le  nom 
cV accélération  complémentaire  ou  de  Coriolis. 

On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Vaccélération  absolue  est  la  somme  géométrique  de  trois 
segments  : 

i®  Vaccélération  relative  du  point  par  rapport  au  système  de 
comparaison  mobile; 

2"  Vaccélération  d* entraînement,  c^esUà-dire  celle  que  possède  le 
point  du  système  de  comparaison  mobile  avec  lequel  coïncide  le 
mobile  à  l'époque  considérée  ; 

3^  Vaccélération  complémentaire  ou  de  Coriolis,  qui  est  le 
double  du  moment  du  segment  Q  qui  représente  la  rotation  ins* 
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tantanée  transportée  au  point  M,  par  rapport  à  Vexlrémité  de  la 
vitesse  relative. 

Cette  proposition  est  habituellement  connue  sous  le  nom  de  théo- 
rème de  Coriolis. 

L'accélération  complémentaire  est  nulle  dans  trois  cas.  D'abord, 
bien  évidemment,  dans  le  cas  du  repos  relatif,  car  alors  le  point  V^ 
coïncide  avec  le  point  M;  en  second  lieu  si  la  vitesse  relative  est  cons- 
tamment parallèle  à  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal,  car  alors  V^  est 
sur  le  segment  û;  et  enfin  si  le  segment  û  est  nul,  auquel  cas  il 
existe  une  translation  tangente. 


De  la  distribution  de  raccélération  dans 
un  corps  en  mouvement. 

45.  Les  expressions  de  J«,«9  Je,yi  Je,»que  nous  avons  trouvées, 
nous  donnent  la  distribution  de  l'accélération  dans  un  solide  en  mou* 
vement.  Ces  formules,  en  posant 

^'''"-J^'       ''•'■"■^'     ^"''-"à^' 
peuvent  s'écrire 

Elles  expriment  que  l'accélération  d'entrainement  est  la  somme  de 
deux  segments.  L'unJeide  projections  J^^gy  1,.,^,  J«i,«,  lautre  J^de 
projections  J«r,a.,  J^,y,  J^^,,  Le  premier  est  le  moment  par  rapport  au 
point  mobile  M  du  système  de  segments  2^  de  coordonnées 

PS    q'y    r'y      Ç^,    tî„    Ç^. 

Pour  interpréter  le  second  segment,  menons  par  l'origine  des  coor- 
données une  parallèle  0  A  à  Taxe  instantané  de  rotation,  et  soit  Q  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  cette  droite.  Les 
coordonnées  Xp  ?/^,  z^  du  point  Q  sont  données  par  les  formules 

^  _  î/,  _  z,  _  px^  -h  qy^  +  rz^  _  px -{-  qy  -^  rz 
P         q        r  p*  -h  q^  +  r*  p«  +  g»  4-  r* 


Centre  des 
accélérations 
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Les  projections  du  segment  MQ  sont  donc 


J/â  ^"•'•C  ■-■» 


px-^qy-hrz 

P* 
dH 


1 


dx  *  p*-*-g'4-r'' 


et  de  même 


yi  —  y  = 


dn 


dn 


ày  p*  +  q*  -h  r 


1  >      ^1       *  — 


dz  p'  4-  g*  -H  r* 


Considérons  alors  le  segment  MD  égal  au  produit  de  MQ  par 
p'  -+-  5*  +  r*  =  w';  les  projections  de  ce  segment  MD  seront  préci- 
sément 

dx         </i/        az 

Donc  MD  est  le  second  segment  cherché. 

Contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  la  vitesse,  il  y  a  toujours  un 
point  du  système  T  mobile  dont  Taccélération  est  nulle.  Ce  point  a 
reçu  le  nom  de  centre  des  ^iccélérations. 

l^es  coordonnées  de  ce  point  doivent  vérifier  les  équations 

Jm  =  Ci  +  «'*  -  r'y  h-  j^=  0, 

T  f  I  ^H  A 

h,y  =  tî4  +  r'x  —  p'z  -H  ^=0, 

'm  =  Ç| -♦- P'tf- «'«  +  •57  =  0» 

nous  obtenons  ainsi  trois  équations  linéaires  dont  le  déterminant 

est 


— (q*+  r*)  pq  —  r'  pr  -h  q' 
pq  H-  r'  — O'^+p')  qr  —  p' 
pr  —  g*      gr  -*-  p'      — (p*+9*) 


Le  déterminant  n'est  nul  que  si  Ton  a 

p        q        r* 
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donc,   sauf  cette  exception,  il  y  a  toujours  un  centre  des  accélé- 
rations. 

Supposons  que  l'exception  précédente  ait  lieu  à  tout  instant  du  mou- 
vement ;  on  voit  que  -  '  -  sont  constants,  ce  qui  signiOe  que  Taxe  du 

mouvement  hélicoïdal  tangent  a  une  direction  fixe  dans  le  corps,  et, 
par  suite,  aussi  dans  l'espace  (p.  126). 

Pi*enons  alors  Oz  parallèle  à  cette  direction,  invariable  à  la  fois 
dans  le  corps  et  dans  l'espace  ;  p  et  g  seront  nuls,  Ç^,  r^,  Ç^  se  rédui- 
ront à 


—  rr^y      r,i  =  -ij'  +  r$, 

et  l'on  trouvera 

J*.x  =  Çi       r'y       r'x. 

hi>  =  fii  +r'x  —  r*y, 

!,.,  =  !:,  =  !:', 

Cas  où  il  y  a        On  voit  alors  qu'il  n'y  aura  pas  de  centre  des  accélérations  tant  que 

une  infinité  de   ç»  ^^  g^^^  p^g  j^^,^ 

accélérations.       ^^  ®®^  facile  d'interpréter  cette  condition  Ç'  =  0.  Elle  exprime  que 

(  est  constant;  or,  dans  le  cas  actuel,  les  formules  qui  donnent  la 
distribution  de  la  vitesse  se  réduisent  à 

Le  plan  xOy  a  une  orientation  fixe  dans  l'espace,  comme  l'axe  Oz 
auquel  il  est  normal;  il  se  déplace  donc  en  restant  parallèle  à  lui- 
même  et  la  vitesse  de  ce  déplacement  est  précisément  !^. 

Si  1^  est  constant,  c'est  que  le  mouvement  de  xOy  est  uniforme. 
Dans  ce  cas,  il  y  a  une  infinité  de  points  d'accélération  nulle;  ils  sont 
répartis  sur  la  droite 
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CHAPITRE  VI 


Mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan. 


Formales 

de  la  viteisse 

dans  le  cas 

du  glissemeat 

d*iin  plan 
sar  lui -même. 


46.  Parmi  les  divers  mouvements  d'un  corps  solide,  il  en  est  deux 
particulièrement  importants  que  nous  allons  étudier  en  détail.  Le 
premier  est  celui  dans  lequel  un  plan  du  corps  glisse  sur  lui-même; 
le  second  celui  dans  lequel  une  sphère  du  corps  glisse  sur  elle-même, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  lequel  le  corps  a  un  point  fixe. 

Examinons  d*abord  le  premier  mouvement.  Appelons  x  le  plan  du 
corps  qui  glisse  sur  lui-même  ;  tout  plan  du  corps  parallèle  au  plan  x 
glisse  lui  aussi  sur  lui-même,  en  sorte  que  tout  point  M  du  corps 
décrit  une  courbe  tracée  dans  un  plan  parallèle  au  plan  x;  on  peut 
ajouter  que  si  M^  est  la  projection  du  point  M  sur  le  plan  x,  le  point 
Mq  décrit  dans  le  plan  sur  lequel  glisse  le  plan  x  la  même  courbe 
plane  que  le  point  M  décrit  dans  l'espace. 

On  peut  donc  se  borner  à  étudier  le  mouvement  des  points  situés 
dans  le  plan  x  et  Ton  est  alors  ramené  au  problème  du  mouvement 
d'une  figure  plane  qui  glisse  dans  son  plan. 

Prenons  le  plan  x  pour  plan  xOy;  tout  point  pris  dans  le  plan  x  a 
sa  vitesse  dans  ce  plan,  par  hypothèse,  donc  la  projection  v«  de  cette 
vitesse  sur  Oz  est  nulle  identiquement;  comme  on  a 


V, 


=  ^  +  py  —  q^y 


il  faut  que  Ç  =  jj  =  g  =  0.  Posons  alors  w  =  r  et  nous  trouvons 
que  pour  tout  point  du  corps  on  a 

$i  (I)  était  nul,  le  corps  serait  animé  d'une  translation  instantanée; 
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ce  cas  exclu 7  on  peut  poser 


^0  =  — >    yo  =  -' 

iÙ  (!) 


Les  expressions  précédentes  deviennent  alors 


Centre 
instantané. 


Vx  =  —  w  (2/ —  !/o)>      Vj,  =  (0  (a;  —  aco),      v^  =  0; 

elles  nous  prouvent  que  le  corps  est  animé  d'une  rotation  instantanée 
(â>  autour  d'un  axe  À  parallèle  à  0?  et  issu  du  point  I  du  plan  z  dont 
(Xq,  y^)  sont  les  coordonnées. 

Conformément  à  la  remarque  déjà  faite,  nous  nous  bornerons  à 
étudier  le  mouvement  du  plan  t:  sur  lui-même,  et  nous  pourrons  dire 
alors  que  la  distribution  des  vitesses  dans  le  plan  ic,  dans  son  mou- 
vement de  glissement  sur  lui-même,  est  la  même  que  s'il  towmait 
avec  la  vitesse  h)  autour  du  point  I,  qui  a  reçu  le  nom  de  centre 
ijtstantané  de  rotation. 

Un  point  M  du  plan  z  décrit  dans  ce  mouvement  une  courbe  dont 
la  tangente  porte  la  vitesse  du  point  M.  Cette  vitesse  est  normale, 
d'après  le  théorème  précédent,  à  la  droite  IM  et  égale  au  produit  de 
IM  par  (I).  On  peut  en  conclure  que  I M  est  la  normale  à  la  trajectoire 
du  point  M. 

De  là  ce  théorème  : 

L$i  n^rmaleê  auo?  trajectoires  de  tous  les  points  du  plan  mobile 
det  normulôt.    ^^^^  toutes  passer  au  centre  instantané  de  rotation. 

Considérons  une  courbe  G  liée  au  plan  77;  cette  courbe  en  enve* 
loppe  une  autre  (C).  Soit  P  le  point  où  la  courbe  C  touche  (G).  Ce 
point  P  varie  en  général  sur  la  courbe  C  ;  cette  courbe  est  sa  trajec- 
toii'e  relative  dans  le  plan  it;  la  courbe  (G)  est  sa  trajectoire  absolue. 

Par  hypothèse  C  et  (C)  sont  tangentes  en  P  ;  donc  la  vitesse  absolue 
el  la  vitesse  relative  de  P  sont  portées  par  une  même  droite  PT  tan- 
gente commune  à  C  et  à  (G).  La  vitesse  d'entraînement  de  P,  qui 
est  la  différence  géométrique  entre  ces  deux  vitesses,  est  donc  portée 
aussi  par  PT;  mais  cette  vitesse  d'entraînement  est  normale  à  la 
droite  IP;  donc  IP  doit  être  normale  à  la  courbe  G  au  point  P.  Donc, 
au  point  P  où  C  touche  son  enveloppe,  la  normale  à  G  va  passer  au 
centre  instantané. 

Réciproquement,  soit  P  un  quelconque  des  pieds  de  normales 
issues  à  la  courbe  C  du  centre  instantané  L  Le  point  P  est  variable  sur 


Propriété 


Courbes 
enveloppes. 
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la  courbe  G  avec  le  temps;  sa  vitesse  relative  et  sa  vitesse  d'entraîne- 
ment sont  toutes  deux  portées  par  la  tangente  PI  à  la  courbe  G.  Sa 
vitesse  absolue,  somme  géométrique  de  ces  vitesses,  est  donc  portée 
par  la  tangente  PT.  Mais  alors  PT  est  tangente  à  la  trajectoire 
absolue  (G)  du  point  P,  et  dès  lors  la  courbe  (G)  est  une  courbe  (îxe 
à  laquelle  la  courbe  G  reste  tangente;  ceite  courbe  (G)  est  une 
branche  de  l'enveloppe  de  la  courbe  G. 
Nous  pouvons  ainsi  énoncer  ce  théorème  : 

Les  points  où  une  courbe  G,  entraînée  par  le  plaît  mobile, 
touche  son  enveloppe,  sont  les  pieds  des  normales  issues  du 
poifit  I  (centre  instantané)  à  la  courbe  C. 

Soient  ce,  y  les  coordonnées  du  point  de  contact  P;  la  vitesse  rela- 

dx    dy 
tive  du  point  P  a  pour  projections  —  >  —  ;  cette  vitesse  étant  nor- 

maie  à  la  droite  IP,  d'après  ce  qui  précède  on  est  en  droit  de  poser, 

dx  dy 

-  =  -X(j/-j/,),     -  =  \{x-x,), 

OÙ  X  est  une  fonction  auxiliaire. 
La  vitesse  relative  du  point  P  a  pour  valeur 


V,  =  X  \/{x  —  x^y  H'  (y  —  î/o)» 
et  la  vitesse  d'entraînement, 

V.  =  w  K(»  —  Xo)» -f- (y  —  !/o)% 
en  sorte  que  la  vitesse  absolue  a  pour  expression 


v^  =  (X  +  U))  \/{x  —  x,y  4-  (y  -  v.y. 

Soient  sur  les  courbes  G  et  (G),  A  et  Â'  deux  points  correspondants, 
c'est-à-dire  les  points  où  les  courbes  G,  (G)  sont  en  contact  à  une 
certaine  époque.  Désignons  par  s,  s'  les  arcs  AP,  A'P  comptés  sur 
les  courbes  C  et  (G),  on  a 
ds 


dt 
d'où  résulte 


—  =  V,  =  X  |/(a;  —  a;,)*  -+-  (y  -  yo)% 
^  =v.=(o>-hX)k'(x  —  x,y  4-  (y  —  yo)', 


^^^=^-î^=-^<'— >•-<»-»•>•• 
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Glissemeut.         La  différence  {s'  —  s)  représente  le  glissement  des  courbes  C  et 
(C)  Tune  sur  l'autre. 

Courbes  47.  Le  lieu  des  points  de  la  figure  mobile  avec  lesquels  vient  suc- 

roulettes,       cessivement  coïncider  le  centre  instantané  de  rotation  est  une  courbe 
que  je  désignerai  par  I^.  Le  point  I  vient  aussi  coïncider  successive- 
ment avec  divers  points  de  la  figure  fixe;  soit  ly  le  lieu  de  ces  points. 
La  courbe  I^  est  la  trajectoire  relative  du  centre  instantané;  la 
courbe  1/  est  sa  trajectoire  absolue. 
Les  courbes  l^  et  1/  s'appellent  roulettes. 

Soit  Y  la  vitesse  du  point  I  sur  sa  trajectoire  relative;  la  vitesse 

absolue  de  I  est  égale  à  la  somme  géométrique  de  la  vitesse  relative 

Y  et  de  la  vitesse  d'entraînement;  or,  celle-ci  est  nulle.  Donc,  la 

vitesse  absolue  et  la  vitesse  relative  du  centre  instantané  sont 

Viiesie  propre  constamme^it  égales.  Nous  donnerons  à  cette  vitesse  Y  le  nom  de 

au  ceuti-e      vitesse  propre  au  centre  instantané. 

On  tire  de  l'égalité  de  la  vitesse  relative  et  de  la  vitesse  absolue  du 
centre  instantané  une  double  conclusion  : 

i^  La  courbe  l^  reste  constamment  tangente  à  la  courbe  fixe  ly. 

En  effet,  la  vitesse  absolue  de  I  est  tangente  à  ly,  sa  vitesse  relative 
à  I^  ;  puisque  ces  deui  vitesses  coïncident  J,^  et  ly  ont  même  tan- 
gente au  point  I  ; 

2o  La  courbe  1/  est  ainsi  une  branche  de  l'enveloppe  de  la 
courbe  I„|.  Je  dis  que  le  glissement  est  constamment  nul. 

Reprenons,  en  effet,  les  notations  précédentes,  où  I^  est  la  courbe  G, 
1/  la  courbe  (C)  et  I  le  point  P.  Soient  encore  A,  A'  deux  points  cor- 
respondants sur  I^  et  1/  et  appelons  s,  s'  les  arcs  AI,  A'I  sur  les 
courbes  I,.  et  ly,  la  formule 


nous  donne,  puisque  x  =  x^,  y  ^  t/^, 

d  (s'  —  s) 


dt 


=  0, 


ou,  puisque  s  et  s'  s'annulent  en  même  temps  quand  I  vient  en  A 

et  A', 

s'  —  s  =  0. 
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Généralité 

du  loulement 

sans 

gUssem3nt. 


Mouvement 
d'un  corps 

dont  un  plan 
glisse 

mr  lui-même. 


Les  arcs  AI,  A'I  sont  constamment  égaux,  et  la  courbe  I^  roule 
sur  la  courbe  1/  sans  glisser. 

La  démonstration  employée  montre  que  la  courbe  I^  est  la  seule 
qui  roule  sans  glissement  sur  une  des  branches  de  son  enveloppe. 
Nous  avons  trouvé,  en  effet, 

donc  si  s'  —  s  est  nul  c'est  que  x  =  x^,  1/  =  y^y  le  point  P  est  donc 
le  centre  instantané,  et  la  courbe  C  ne  peut  être  que  I^  et  la  courbe 
(C)  ne  peut  être  que  ly. 

De  là  ce  théorème  fondamental  : 

Tout  déplacement  continu  d'une  figure  plaide  dans  son  plan 
peut  être  obtenu,  et  d'une  seule  manière,  par  le  roulement  saiis 
glissement  d'une  courbe  I^  sur  U7ie  autre  I/.  Le  point  de  contact 
des  deux  roulettes  est  le  centre  instantané  de  rotation. 

Nous  avons  remarqué  que  si  un  corps  se  meut  de  sorte  qu'un  de 
ses  plans  glisse  sur  lui-môme,  on  peut  se  borner  à  étudier  le  glisse- 
ment d'une  figure  tracée  dans  ce  plan.  Ce  glissement  résulte  du  rou- 
lement d'une  courbe  I,„  sur  une  courbe  fixe  Jy.  Considérons  alors  les 
cylindres  Fm,  1/,  dont  ces  courbes  sont  les  sections  droites^  il  est  clair 
que  le  mouvement  du  corps  consistera  simplement  dans  le  roulement 
sans  glissement  du  cylindre  P.,  sur  le  cylindre  Fy^  A  chaque  instant 
il  y  aura  un  mouvement  de  rotation  tangent  dont  l'axe  sera  la  géné- 
ratrice de  contact  des  cylindres  V^n  et  Tf^ 


De  Taccéiération  dans  une  figure  plane 
en  mouvement.  —  Courbures. 


Simplification 
Jes  formules  de 
raccëlération 
dans  le  cas  du 
^'lissement 
d'un  plan 
sur  lui-même. 


48.  Lorsqu'une  figure  plane  glisse  dans  son  plan  les  formules 
générales  relatives  à  l'accélération  subissent  de  grandes  simplifica- 
tions. Dans  ce  cas  l'axe  de  la  rotation  instantanée  a  une  direction 
invariable  normale  au  plan  de  la  figure.  De  plus,  puisque  la  figure 
glisse  sur  elle-même  la  quantité  ^  est  nulle.  Nous  nous  trouvons  donc 
dans  le  cas  examiné  à  la  fin  du  n^  46. 

Nous  allons,  du  reste^  reprendre  les  formules  générales  en  y  intro- 


des  axes. 


142  L£Ç0N8  DE  CINÉMATIQUE. 

duisant  les  hypothèses  qui  caractérisent  le  mouvement  considéré. 
Nous  supposerons,  pour  plus  de  générahté,  un  point  M  (x,  y)  mobile 
par  rapport  aux  axes  mobiles  Oxy  Oy  dans  le  plan  xOy  et  nous 
aillons  chercher  les  expressions  des  projections  ia,*t  Jo,y  de  son  accé- 
lération absolue  sur  les  axes  Ox^Oij, 
Les  formules  générales  où  Ton  fait,  comme  plus  haut, 

^  =  r^  =  0,      r  =  (ù,      C  =  0,      z  =  0, 
nous  donnent 


Ja,x  =  ?1  —  <^   2/  —  <*>^  —  2W  ;T-  +  ;T7 
Cl)  l 

on  a,  conformément  aux  notations  générales 


î' 


> 


.  dt         **        dt  '  *        dt 


Choix  Une  simplification  importante  très  commode  pour  l'interprétation 

particulier      ^j^g  formules  résulte  du  choix  suivant  des  axes  : 

Nous  supposons  Ox,  Oy  pris  de  sorte  qu'à  Tépoque  particulière  t 
que  nous  considérons  le  point  0  soit  le  centre  instantané;  Ox  la 
tangente  commune  aux  roulettes  dans  le  sens  du  mouvement  du 
centre  instantané.  Alors  Oy  est  la  normale  commune  aux  deux 
roulettes. 

D'après  cette  hypothèse,  les  coordonnées 

du  centre  instantané  sont  nulles  à  l'époque  considérée,  on  a  donc  à 
cet  instant  Ç  =  t;  =  0,  et,  par  suite,  Çj,  yji  se  réduisent  à 


dx     dii 
Observons  maintenant  que  -^y  -^  sont  les  projections  sur  Ox, 

ai      ai 

0 y  de  la  vitesse  propre  au  centre  instantané;  ces  projections  se 
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réduiront  ici  (puisque  Ç  =  r^  =  0)  à 


o  =  _ll!!--_!li,      ^  =  h. 


dx 
dt  iù  dt  i)à         dt        lù 


Or,  par  hypothèse,  cette  vitesse  a  le  sens  de  Oxy  en  la  désignant 
par  V  on  aura  donc 


(l)  (â> 


Ainsi  on  a  simplement  E^  :=  0,  yj^  =  —  wV  et  les  formules  (4) 
deviennent 


».  ' 


^  ^  dx       d'v 

J„  =  -a,V-a.«y  +  «'x  +  2o,-  +  ^. 

Signalons  que,  par  suite  du  choix  particulier  des  axes,  les  formules 
relatives  aux  vitesses  se  réduisent  à 


dx 
(3) 


ai 


Va,v  =  +   W-^  +  -TT 


de 


Si  dans  ces  formules  on  suppose  ce,  y  constants,  on  obtient  la 
vitesse  et  l'accélération  d'entraînement. 

Centre  49.  Comme  application,  cherchons  le  centre  de  courbure  de  la 

de  courbure     courbe  (M)  trajectoire  d'un  point  M  lié  invariablement  à  la  figure. 

Ira*  toT^d'  ^owv  déûnir  le  point  M,  nous  supposerons  que  sur  la  droite  OM  on  a 

point.         choisi  un  sens  définissant  un  axe  A  ;  soit  0  l'angle  dont  doit  tourner 

Ox  dans  le  sens  direct  pour  venir  s'appliquer  sur  A,  et  soit  r  le 

nombre  qui  mesure  le  segment  OM  sur  l'axe  A.  Les  quantités  r,  0 

définiront  le  point  M. 

Le  centre  de  courbure  |jl  de  la  trajectoire  du  point  M  est  évidem- 
ment sur  l'axe  A,  car  cet  axe  est  la  normale  en  M  à  la  courbe  (M), 
0  étant  le  centre  instantané  ;  il  suffit  donc  de  connaître  le  nombre  p 
qui  mesure  le  segment  0  (jl  sur  l'axe  A  pour  déterminer  complètement 
le  point  (JL. 
Appelons  v  la  vitesse  du  point  M,  la  projection  de  l'accélération  de 
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M  sur  la  normale  A  sera  exprimée  par 


v« 


p  —  r 

car  p  —  r  est  le  nombre  qui  mesure  le  rayon  de  courbure  M(i.  sur 

l'axe  A  0). 

Or,  d'un  autre  côté,  la  projection  de  Taccélération  sur  A  a  pour 

expression 

J^.xCosS  -h  Jc,tf  sin  Ô, 

on  peut  donc  écrire 

=  —  (w'x  +  w'i/)  cos  0  —  (<i)V  +  w'y  —  (ù'x)  sin  0, 

p  —  )• 

et  comme 

œ  =  r  cos  0,      y  z=r  sin  6,      v'  =  w'r', 
il  viendra 


On  pose 

Formule        et  il  vient  alors 
de  Savary. 

formule  célèbre  connue  sous  le  nom  de  formule  de  Savary, 
On  peut  généraliser  la  formule  de  Savary. 

Courbure  des        50.   Considérons  une  courbe  C  entraînée  par  la  figure  de  forme 
enveloppes,     invariable.  Soit  (C)  sa  courbe  enveloppe,  P  le  point  de  contact  à 
rinstant  considéré. 
Il  s'agit  de  trouver  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  (C). 
Regardons  le  point  P  comme  ua  point  mobile  dont  G  est  la  ti*ajec^ 
toire  relative  et  (C)  la  trajectoire  absolue. 

Menons  comme  précédemment  un  axe  A  par. le  point  O  et  par  le 
point  P;  cet  axe  est  normal  à  la  fois  aux  courbes  C  et  (C)  ;  soit  encore 

(A)  Si,  sur  la  normale  à  la  trajectoire  d*un  point  mobile  M,  on  ne  s'astreint  pas  à 
prendre  comme  sens  positif  celui  qui  va  de  M  au  centre  de  courbure,  le  rayon  de 
courbure  devient  susceptible  d'un  signe.  Si  R  est  le  nombre  qui  mesure  le  rayon  de 

courbure  sur  la  normale,  on  voit  facilement  que  ^  est  encore  le  nombre  qui  mesure 

la  projection  de  Taccélération  sur  la  normale. 


«•»•' 

— 

-  w*r  —  (oV  si 

(,-r 

(i> 

4 



1            4 

P 

r       /t  sin  ô' 
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6  l'angle  qui  fixe  l'orientation  de  cet  axe  autour  de  0  ;  appelons  r^  là 
distance  OP  prise  avec  son  signe;  appelons  aussi  r,  p  les  distances 
OM,  0[i.y  où  M  est  le  centre  de  courbure  de  G,  qui  est  connu,  et  {a  le 
contre  de  courbure  de  (G),  que  nous  nous  proposons  de  déterminer. 
En  désignant  par  Xy  y  les  coordonnnées  du  point  P  de  contact 
nous  avons  déjà  vu  qu'on  pouvait  poser 

-  =  -î.(î,-y,),     ^  =  X{x~x,). 

On  en  déduit  par  différentiation,  en  posant  X'  =z-—t 
d*x  _  (dy       dtjA 


d'î/ /dx      dx, 

dt*~  \di 


-  -^)  -^  ^'  (^  -  "•>' 


,         -dx    dy        , 
ou  encore,  en  remplaçant  —  >  -rr  par  leurs  expressions, 

^  =  _  X«  (X ,-  x,)  +  X  ^»  -  X'  {y  -  y.),. 
Introduisons  maintenant  les  hypothèses 


il  viendra 


(5) 


dx  ^  dy       ^ 

d*x 

Ç|  =  — X'y  +  Vx-XV; 


L'accélération  normale  du  point  P  sur  la  courbe  G  aura  celte 

valeur 

[dxV^/dyy 

\dt)        \dt)  X«r« 

t*  —  r^  r  —  t\ 

Clnématiqup.  10 
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%n  la  comptant  sur  Taxe  normal  A.  Mais  elle  a  aussi' pour  expression 

éPx  cPv 

-T-r  cos  0  4-  —  sin  ft  i=  —  a'  (œ  cos  0  -I-  y  sin'6) 

—  X'  (y  cos  6  —  X  sîn  6)  —  XV  sin  ô. 
On  a  X  =  r^  cos  ô,  y  =  r,  sin  8,  donc  il  vient 

XV* 


L-  =d  —  X'r  —  XV  sin  8, 

r  —  7\  * 


Vitesse         ce  qui  s'écrit  encore 
du  point  de 
contocl.         .^.  i        i  X 


r       Tj       V  sin  6 

Dans  cette  formule,  r,  r^  V,  8  sont  connus;  elle  nous  donne  X,  et 
par  suite  nous  fournit  la  vitesse  relative  du  point  de  contact  P  sur  la 
courbe  enveloppée  C. 

Cherchons  maintenant  Y  accélération  absolue  du  point  P;  celte 
accélération  est  donnée  par  les  formules  générales 

T  •  r        «    ^y      ^*^ 

Jo.x  =  —  w'x  — .  w  t/  —  2w  -^  +  -j^ 

Remplaçons  —  par  —  Xy,  -rj  par  \x  et  de  même  ---j>  — ^  par 
leurs  valeurs  (5)  ;  il  vient 


Ja-if  — 


'«,» 


—  ia*x  —  w' y  —  2(1)  Xac  —  X*a;  —  Wy 

—  (o)  -h  X)'ac  —  («'  +  X')y 

—  wV  —  w'y  +  (i)'a;  —  2(dX.y  —  X*y  +  X'x  —  XV 

—  (to  +  X)V  —  (w  ■♦-  X)«.t/  H-  (w'  +  X')x; 

et  Ton  aura,  pour  la  vitesse  absolue^ 

dx 

v«,«  =  —  o>y  -^  -^  ==  —  (w  +  x)y, 

dy 
l)„,y  =       ^^  -^  -jj^=     '  (»  4-  X)x. 

La  projection  de  raccéléralion  absolue  sur  Taxe  A  normal  est  égale 


Formule 

générale 

relative  aux 

courbures. 
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à  Taccélération  normale  prise  avec  son  signe  sur  cet  axe, 
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P  — ''i 


—  r. 


car  p  —  f ,  représente  le  nombre  qui  mesure  sur  Taxe  A  le  rayon  de 
courbure  de  la  courbe  enveloppe  (G).  On  aura  une  seconde  expression 
de  la  projection  ile  Taceélération  totale  en  prcjetant  sur  d  les  compo- 
santes Ja,x9  h,w  de  cette  accélération  : 

Ja,x  cos  0  +  ia,w  sin  6  =  —  (w  4-  X)*  r^  —  (w  -h  X)  V.  sin  6, 

en  tenant  compte  des  relations 

X  =  )\  cos  0,      2/  =  **i  sin  ô. 
Il  vient  ainsi 

(o)  +  X)«  r\ 


)•. 


=3  —  (u)  H-  X)'  t\  —  (w  +  X)  V  sin  0 


ou  encore 
(7) 


4 

P 


r. 


(0 


A 


Vsixie 


Retranchons  membre  à  membre  les  équations  (6)  et  (7),  il  viendra, 
4        (0 


puisque -  =  -» 


4 
P 


4 
r 


A;  sin  6 

Considérons  le  point  M,  centre  de  courbure  de  la  courbe  G;  lu 
formule  que  nous  venons  d'obtenir,  rapprochée  de  la  formule  (4)  nous 
prouve  que  le.  point  (a  que  nous  cherchions  est  le  centre  de  courbure 
de  la  trajectoire  du  point  M«  De  là  ce  beau  théorème  : 

-Quandunecourhe  G  ie  déplace  dans  son  plan,  le  centré  de 
courbure,  de  son  enveloppe  coïncide  avec  le  centre  de  courbure  de 
la  trajectoire  du  centre  de  courbure  de  la  courbe  C 

Cette  proposition,  comme  celles  que  nous  avons  déjà  obtenues,  peut 
s'établir  par  Ift  géométrie  ;  mais  la  généralité  des  formules,  en  ce  qui 
concerne  les  signes,  exige  alors  certaines  précautions  qui  rendent  la 
démonstration  géométrique  rigoureuse  moins  simple  que  celle  à 
laquelle  nous  nous  sommes  arrêtés. 

La  formule  de  Savary  a,  comme  on  vient  de  le  voir,  une  grande 
portée  puisqu'elle  fournit  à  la  fois  les  centres  de  courbure  des  trajec^ 
toires  des  points  et  ceux  des  courbes  eibveloppes. 
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Définition  Nous  allons  chercher  une  interprétation  de  la  quantité  k  qui  figure 

géométrique     dans  cette  formule. 

^,     ,         Appliquons  au  mouvement  absohi  du  centre  instantané  les  formules 

paramètre  k.  rr    i 

générales  qui  fournissent  l'accélération. 

Les  formules  fondamentales 
nous  donnent,  en  faisant  x  z=  x^,  y  =  y^, 


0 


Mais  on  a 

x^  = 

■  0,  y. 

— 

0, 

dt 

=  v, 

dy»_ 

dt  ~ 

:0, 

il  reste  donc 

• 

•''■''         dt* 

K, 

= 

— 

u)V  + 

2o)V  + 

d'y, 

dt*  ~ 

o)V 

+ 

dt* 

La  première  équation  nous  montre  que  l'accélération  tangentielle 
absolue  et  l'accélération  tangentielle  relative  du  centre  instantané  sont 

égales,  ce  que  nous  savions  déjà,  car  les  vitesses  absolue  et  relative 

dV 
étant  Tune  et  l'autre  égales  à  V,  -r-  sera  la  valeur  commune  des  deux 

di 

accélérations  tangentielles. 

Soient  O/,  0^  les  centres  de  courbure  des  courbes  I^et  I^  et  R/,  R„ 
les  nombres  qui  mesurent  les  segments  00/ et  00^;  R^et  R^  sont 
les  rayons  de  courbure  de  ly^  I^  pris  avec  leurs  signes  sur  l'axe  Oy 
normal  à  la  fois  aux  deux  courbes  et  faisant  avec  Ox  un  angle  positif 
de  90^.  La  projection  de  l'accélération  totale  absolue  sur  Oy  est 

la  projection  de  l'accélération  relative  est 

dt*  ~R. 


Conslruction 

de  la  formule 

de  Savary. 
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L'équation  Sa,y  =  wV  -f-  -r—  nous  donnera  donc 
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d'où 
(8) 


'■M 


1    U)  1  1 


formule  Hgoureusement  générale,  si  l'on  tient  compte  dos  signes 
conformément  aux  conventions  faîtes  (*)• 

51.  Il  est  aisé  maintenant  de  construire  la  formule  de  Savary. 

Si  par  rotation  d'un  an- 
gle 0,  Ox  vient  s'appliquer 
sur  l'axe  A,  Ot/  vient  en 
même  temps  s'appliquer 
sur  un  axe  OA'  rectangu- 
laire avec  A.  Prenons  OA, 
OA'  pour  axes  de  coordon- 
nées et  soient 


-  +    -  =  1 

r       u 

p       u 


(MOJ 


Fig,  46,  les   équations  des  droites 

MOm,  {aO/  rapportées  à  ces  axes.  Les  coordonnées  de  0^,  Oy  sont 
(R.  sin  6,  R^  cos  0)  (R/sin  Ô,  R/Cos  0),  et  en  exprimant  que  ces  coor- 
données vérifient  respectivement  les  équations  précédentes,  on  trouvera 


sin  ô       cos  d 
r  u 


sin  0       cos  6 


R. 


1^«  pu' 

d'où,  en  retranchant  membre  à  membre, 

r  =  ^  —  5-  =  ( )  sm  Ô  +  I  -7 )  cos  e. 

k       Ry.      R^       \p       rj  \u'       u) 

(^)  On  pourrait  être  tenté  de  démontrer  cette  formule  en  appliquant  aux  couibes 
Im  et  I/le  théorème  relatif  aux  enveloppes,  puicque  1/  est  une  branche  de  l'envo" 
loppe  de  Im.  Mais  ce  théorème  a  été  déduit  des  formules  (6),  (7)  qui  supposent 
r  différent  de  zéro.  On  pourrait  donc  émettre  le  doute  qu'il  soit  applicable  aux 
courbes  I/,  Im<  Il  n'en  est  rien  sans  doute,  et  ces  courbes  ne  font  pas  exception  ; 
mais  un  raisonnement  direct  étuit  nécessaire  pour  le  démontrer. 


Seconde 

coustruction 

de  la  formule 

de  Savary. 
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En  rapprochant  de  la  formule  de  Savary  on  voit  que  w'  =  u. 

Aussi  les  droites  MO^^,  [LÛ/se  coupent  en  un  point  H  situé  sur  la 
perpendiculaire  élevée  en  O  à  la  droite  0  M.  De  là,  la  construction 
suivante  du  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  d'un  point  M  lié  à  la 
figure  mobile  : 

On  joint  M  au  centre  instantané  O  et  au  centre  de  courbure  de  la 
roulette  mobile  0„,  on  prend  le  point  H  dé  rencontre  de  MOg,  avec  la 
perpendiculaire  en  O  à  OM  et  Ton  mène  la  droite  HO/;  cette  droite 
coupe  OM  au  centre  de  courbure  [l  de  la  trajectoire  du  point  M. 

Cette  construction  fait  intervenir  les  centres  O,.,  0^;  mais  la  for- 
mule de  Savary  ne  contient  cependant  que  la  fonction 


1 

k 


R 


m 


des  rayons  de  courbure  des  roulettes. 

Si  Ton  modifiait  les  deux  courbes  I^,  1/  de  sorte  que  -  conservât 

à  l'instant  considéré  sa  valeur,  les  centras  de  courbure  des  trajec- 
toires resteraient  les  mêmes,  du  moins  pour  l'instant  considéré. 

Soit  sur  Ot/  le  point  K  dont  k  est  Tordonnée.  Une  première  hypo- 
thèse consiste  à  supposer  que  la  courbe  I,.  se  réduit  à  la  droite  Ox, 
alors  on  pourra  prendre  pour  1/  le  cercle  dont  K  est  le  centre,  comme 


le  prouve  la  formule 


R. 


R« 


4 
h 


où  Ton  fait  —-  =0.  Alors  O^est  à 

rinûni  sur  0 1/  et  0/ est  en  K.  La 
construction  précédente  s'appli- 
que. Il  faudra  joindre  le  point 
mobile  M  à  0^,  c'est-à-dire  me- 
ner M  H  parallèle  à  O  y  jusqu'au 
point  de  rencontre  H  avec  la 
perpendiculaire  en  0  à  OM. 
On  joint  ensuite  le  point  H  au 
Fig.  47.  point  0/  ou  K,  et  le  point  de 

rencontre  [l  de  cette  droite  HK  avec  OM  est  le  centre  de  courbure 

cherché. 
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«1 


Troisième 
coiistraction 
de  la  formule 

de  Savary. 


Remai^que 
générale . 


On  pourrait,  au  contraire,  supposer  que  c'est  la  courbe  If  qui  a  été 
réduite  à  la  droite  Ox^  alors  I^  sera  réductible  à  un  cercle  dont  le  centre 
sera  le  point  K'  symétrique  du  point  K.  Dans  ce  cas  O^est  à  l'infini 
sur  Ot/,  0^  est  en  K'  ;  pour  construire  le  point  jx  joig^nons  le  point 
mobile  M  au  point  K',  prenons  le  point  de  rencontre  H  de  MK'  avec 


Fig.  48. 

la  perpendiculaire  en  0  à  OM  et  menons  H\k  parallèle  à  Oy^  le  point 
|ji  où  cette  parallèle  coupe  OM  est  le  centre  de  courbure  cberché^ 

La  correspondance  des  points  M,  [l  sur  la  droite  A  est  une  homo- 
graphie; mais  c'est  une  homographie  d'espèce  particulière,  car  les 
deux  points  doubles  propres  à  toute  division  homographique  sur  une 
droite  sont  ici  confondus  et  confondus  avec  le  point  0  (^). 


(A)  Dans  le  plan  la  tranaformation  qui  fait  passer  du  point  M  au  point  |i  est  une 
tranafonnatton  H-rûtionnelle  guadratiçue.  Désignons  par  w,  y  les  coordonnées  de  M, 
par  Ç,  V)  celles  de  |i,  on  a 

kyx  iy' 


^      ^•  +  y«  +  *y' 
et  Ton  en  déduit,  en  résolvant  en  a^  y, 

_  kU 


tj  = 


«f'  +  y'  +  h 


y=-« 


iri* 


v  +  v-*i. 
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Au  point  de  vue  métrique  il  y  a  dans  toute  homographie  entre  les 
points  d'une  droite  deux  points  remarquables,  celui  qui  correspond 
au  point  à  l'infini  de  la  droite  et  celui  auquel  correspond  le  point  à 
rinfini. 


Cercle  52.  Cherchons  d*abord  le  point  M  pour  lequel  le  point  (i  est  à  Tin- 

des  inttexions.   fini-  la  trajectoire  du  point  M  ayant  son  centre  de  courbure  à  l'infini, 

ce  point  M  sera  un  point  d'inflexion  sur  sa  trajectoire. 

La  troisième  construction  du  point  [a  nous  prouve  que  le  point  \k 
sera  à  l'infini  lorsque  la  parallèle  H{jt.  à  0?/  sera  elle-même  à  l'infini; 
K'  H  doit  donc  être  parallèle  à  A'  ou  perpendiculaire  à  A.  On  voit 
ainsi  que  l'angle  OM K'  doit  être  droit  et  le  lieu  du  point  M,  quand 
A  tourne  autour  de  0,  est  le  cercle  décrit  sur  OK'  comme  diamètre. 
Ce  cercle  a  reçu  le  nom  de  cercle  des  inflexions;  il  est  le  lieu  des 
points  de  la  figure  qui,  à  l'instant  considéré,  sont  des  points  d'inflexion 
sur  leurs  trajectoires. 
Sens  Soit  A  le  point  autre  que  le  point  0  où  l'axe  A  coupe  le  cercle  des 

delaconcaviié.   inflexions;  désignons  par  r^  la  valeur  correspondante  de  r;  puisque 

p  =  X  pour  r  =  r.,  on  a 

'a  4    _      4 

r.        fe  sin  0 

donc  pour  un  couple  quelcon- 
que de  points  M,  [jl  on  peut 
écrire 


r       k  sin  0 


r. 


ou  encore 


Centres  de 

courbure 

(les  enveloppes 

de  droites. 


(?  —  *0  (>•-  —  ♦•)  =  ^•% 

on  voit  ainsi  que  les  segments 
M  (A  et  MA  ont  toujours  le 

même  sens;  autrement  dit,  la  concavité  de  la   trajectoire  d'un 

point  M  est  toujours  tournée  vers  le  point  A  où  la  normale  à  la 

trajectoire  coupe  le  cercle  des  inflexions. 
Cherchons  maintenant  quelle  est  la  limite  du  point  [l  lorsque  M 

s'éloigne  à  l'infini  sur  l'axe  A.  Nous  devrons  faire  r  =  oo  ;  soit  p.  la 
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valeur  correspondante,  et  ^  le  point  correspondant  sur  A;  on  a 


—  > 


p.       k  sin  6  r^ 

ce  qui  pi'ouve  que  0  est  le  symétrique  du  point  A  par  rapport  au 
centre  instantané  0.  Le  lieu  du  point  0  est  le  cercle  symétrique  du 
cercle  des  inflexions;  il  est  décrit  sur  OK  comme  diamètre. 

Ce  cercle  possède  une  propriété  importante  qu'on  peut  énoncer 
comme  il  suit  : 

Le  cercle  décrit  sur  OK  comme  diamètre  est  le  lieu  des  centres 
de  courbure  des  enveloppes  des  droites  de  la  figure  mobile. 

Soity  en  effet,  D  une  droite  de  la  figure  mobile  et  (D)  son  enve- 
loppe. 

Menons  un  axe  A  par  le  point  0  normalement  à  D;  le  point  P  où 
A  coupe  la  droite  D  est  le  point  de  contact  de  la  droite  D  avec  son 
enveloppe  (D). 

Or,  pour  avoir  le  centre  de  courbure  \k  de  cette  courbe  enveloppe, 
il  faudra  chercher  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  du  centre  de 
courbure  de  D;  comme  ce  dernier  est  à  l'infini  sur  A,  il  faut  en 
conclure  que  le  point  rx  cherché  est  le  point  ^  qui  correspond  à  Finfini 
sur  la  droite  A.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

On  reconnaît  que  le  même  point  ^  correspond  à  toutes  les  enve- 
loppes des  droites  parallèles  à  la  droite  D  et  qui  font  partie  de  Id 
figure  mobile.  Cela  n'est  pas  surprenant,  car  il  est  évident  que  deux 
droites  parallèles  qui  restent  à  une  distance  invariable  Tune  de  l'autre 
ne  peuvent  qu'envelopper  des  courbes  parallèles. 
Orc*e  Considérons  en  particulier  celle  des  parallèles  à  la  droite  D  qui 

des  rebroasse-   passe  par  le  point  p,  appelons  D'  cette  parallèle*  Le  point  ^  est  tout  à 

la  fois  le  point  où  D'  touche  son  enveloppe  (D')  et  le  centre  de  cour^. 
bure  de  (D');  c'est  dire  que  la  courbe  enveloppe  (D')  a  un  point  de 
rebroussement  au  point  p. 

On  ne  manquera  pas  d'observer  que  la  droite  D'  passe  au  point  K  ; 
on  a  donc  ce  théorème  : 

Les  droites  de  la  figu)*e  qui,  à  Vi^istant  considéré,  touchent  leur 
enveloppe  en  un  point  de  rebroussement  concourent  toutes  au 
point  K,  et  le  lieu  des  points  de  rebroussement  relatifs  à  ces 
diverses  droites  est  le  cercle  déaHt  sur  OK  comme  diamètre. 
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Pour  ce  motif  on  donne  à  ce  cercle  le  nom  de  cercle  des  rebroiis- 
sements. 

Étude  53.    Comme  application  des  méthodes  que  nous  avons  suivies 

des  trajectoires  jusqu'ici,  je  vais  monli^er  comment  on  peut  étudier  les  trajectoires 
voisinage  ^^'  points  de  la  fî^re  mobile  dans  le  voisinage  d'une  position  parti- 
d'un  point,      culière. 

Nous  avons  défini  au  n^  21  les  accélérations  d'ordre  supérieur.  Les 
formules  de  Bour  peuvent  être  étendues  au  cas  des  accélérations 
d'ordre  quelconque. 

Soient,  en  effet,  Ja,«,  Ja,y>  J«,«  les  pix>iections  sur  les  axes  mobiles  de 
l'accélération  absolue  du  premier  ordre.  Menons  par  un  point  fixe 
(Xp  1/p  z^)  un  segment  équipollent  à  l'accélération  du  premier 
ordre;  soit  U  Textrémité  de  ce  segment.  La  vitesse  absolue  du  point 
rf  est  l*àc£éIératioh  du  second  ordre.  En  appliquant  les  formules 
générales  relatives  aux  vitesses  et  tenant  compte  de  la  fixité  du  point 
^19  y  19  ^19  0^  tmuvera,  par  le  même  procédé  qui  a  donné  \ei  équa- 
tloi^â  de  Bour,  les  projections  de  l'accélération  du  second  ordre  : 

J»  T  11  *"'* 

J„,y  =  r  J„,,  —  p  ia,z  -h  -^» 

Jr       Y  T  Ja,* 

On  pourrait  généraliser  et  étendre  aux  accélérations  des  autres 
ordres. 

.  Montrons  comment  on  peut  ainsi  parvenir  à  une  première  étude 
des  points  de  rebroussement  dans  les  trajectoires.  On  aura  ici,  en 
s'en  tenant  à  raccélération  d'entraînement, 

T'         —  V     ï  _L_     ^Af 

d  T 
h,y  =4-0)  ie,x  +  —JJ-  • 

Or,  on  a  trouvé  avant  toute  simplification  due  au  cboix  des  axes 

Je.x  =  Ç'  —  wr,  —  w'  1/  —  Ù)'X, 
ie,„  =  r^'  4-  ci)^  4-  tù'x  —  tù^y, 
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d'où  se  déduisent  sans  peine  pour  J^x?  Km  ^^^  valeurs 

J^y  =  Y}'  +  2(ù^*  +  u)'Ç  —  w^Yj  —  3w(i)'y  +  (w'  —  u)*)x-. 

Introduisons  ici  l'hypothèse  que  l'origine  est  le  centre  instantané  et 
Ox  la  tangente  aut  courbes  I^^  I^;  on  a  vu  que 

Il  vient  alors 

Je.x  =  —  w' !/ —  w*x,      J..»  =  t)'  +  «'*«  — w*l/* 
j;,  =  (Ç' —  2wV)  —  3w  w' X  —  (w*  —  w*)  y, 
Jj^y  =  Yj'  —  3w w'  y  4-  ((!)'  —  ci)')x. 

Rapportons  les  courbes  trajectoires  à  des  axes  fixes  qui,  à  l'instant 
considéré,  coïncident  avec  les  axes  mobiles  Ox,  Oy.  On  aura,  en 
appelant  X,  Y  les  coordonnées  du  point  M  au  bout  du  temps  t, 

X  =  X,  4-  x;e  +  xj  ^  +  xy  ^*  +  ).(•  +  ..., 


Y  =  Y,  +  Y;t  4- Y;|*  +  Y^i*  +  |xf  4-  .... 


Or,  on  a 


X^  =  Xy  Y^  =  y,         Xi  =  —  o)y,       Yi  =  wac, 

il  vient  donc 

X  =  a;  —  wy.i  4-  J,.x  ^  +  j;,  g  4-  Xt*  4-  ..., 

Y  =  y  4-  wx.t  +  Je,y  -^  4-  j;,y  ^  4-  |Jii*  4-  .... 

Posons  alors 

X,  =       aï  (X  -  X)  4-  y  (Y  -  y), 
Y,  =  -y(X-x)4-a:(Y-y), 
il  vieodra 

Y,  =  et  +  D  îj  +  E  2  +  (*'t«  +  ... 
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OÙ  l'on  aura 

A  =  » J.,.  +  y  J«,y=if3' .  2/  —  w*(x«  -+- !/•)=  —  wV.y  —  w'(x*  + 1/'), 
B=xj;.+  yj;,y=(Ç'— 2<.)V)x-f-V2/  — 3u)G)'(x*-*-y*), 

C  =  —  y  V..X  4- oc  Ve.  y  =  (I)  (x* -f.  t/*), 

D  =  — y  Je,x  +  05  Je.„  =0)'  (x*  +  y')  4-  Tfj'x, 

E  =  — yj;,+xj;,y=— (Ç'  — 2cor/)y4-r/x-f-(w'— û)»)(x*  +  y'). 

Les  quantités  A,  B,  G,  D,  E  n'étant  pas  nulles  en  général,  on  voit 
que  les  courbes  seront  tangentes  chacune  respectivement  à  la  droite 
X,  =  0.  Si  A  :=  0,  on  voit  que  la  tangente  X^  ==  0  a  avec  la  trajec- 
toire du  point  M  un  contact  du  second  ordre;  et  en  effet  le  point 
M  (Xy  y)  est  alors  sur  le  cercle  des  infleiions. 

Si  l'on  suppose  le  point  M  pris  justement  au  centre  instantané,  on 
trouve  j 

X  =  (Ç'  — 2a)V)j4-Xt*-h..., 

W  i  ,.    '  ,. 

et  Ton  voit  que,  dans  ce  cas,  le  point  M  est  un  rebroussement  de 
première  espèce  sur  sa  courbe  trajectoire;  Oy  est  la  tangente  de 
rebroussement,  et,  par  rapport  à  Ox,  la  caut^be  est  du  même  côté 
que  le  point  K'j  car  le  terme  principal  de  Y  est 

t*  1* 

Cherchons  dans  quelles  conditions  d'autres  points  de  rebrousse- 
ment  pourront  exister  pour  les  trajectoires. 

Il  faudra 'que  G  puisse  s'annuler  pour  d'autres  points  que  le  centre 
instantané,  donc  cd  =  0.  Cette  condition,  jointe  à  celles  de  Ç  =  0, 
y;  =  0,  que  l'on  suppose  déjà,  exprime  que  la  vitesse  d'entraînement 
est  nulle  dans  toute  la  figure  à  l'instant  considéré.  La  figure  passe 

par  une  poi>ition  stationnaire,  -  est  nul  et  les  roulettes  ont  à  cet 

te 

instant  un  contact  du  second  ordre,  car  R/  =  R^. 
Les  équations  du  centre  instantané 

wXç  +  r<  =  0,      wyo  —  |  =  0, 

difféi^ntiées  deux  fois,  donnent 

w'Xo4- wx;-+-r/=0,  o>'yo  +  w2/i  — V  =^> 

w'Xo  4-  2(.)'x-;4- tt)x;  4- Vi'=0,        w'.Vo  4-2«'î/i4- wyj  —  V  =  0. 
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Or,  ici  on  a  Ç  =  tj  =  ac^  =  t/^^  =  t/i  =  0,  aci  =  V,  il  en  résulte 
(puisque  (ù  =  0) 

r;  =  -  2  w'  V,      Ç'  =0,      Ç'  =  0,      Yî'  =  0. 

On  trouve  alors 

A  =  0,      B  =  — Sco'V.i/,      C  =  0,      D  =  w' (a?*  +  y»), 
E  =  —  îw' V.x  4-  w'  (x«  +  i/), 

d'où 


'V 


Y,  =  I  (x«  +  t/)  I'  +  E  ^'  +  i.'  e*  +  ,... 

Dans  ce  cas,  tous  les  points  de  la  figure  sont  des  points  de  rebrous- 
sement  de  première  espèce  sur  leurs  triyectoire?.  Mais  si  l'on  sup- 
pose  le  point  mobile  pris  sur  la  tangente  Ox  aux  courbes  I^,  I/le 
terme  en  f'  disparait  de  X^,  car  t/  =  0,  et  l'on  constate  alors  que  la 
courbe  présente  un  rebroussement  de  seconde  espèce. 

Voyons  ce  que  donne  le  point  qui  coïncide  avec  le  centre  instan- 
tané dans  ce  cas.  Les  formules  (9)  où  Ton  fait  co  =  0,  ^'  =  0, 
Ç'  ==  Yj'  =  0  se  réduisent  à 

Y  =  — î^t>4-iAt*+  ... 

où  X  n'est  pas  nul  ;  on  constaté  qu'il  n'y  a  plus  de  rebroussement  pour 
ce  point. 

Si  d'autres  singularités  se  présentaient,  la  méthode  précédente  s'y 
appliquerait  encore  avec  facilité. 

Théorème         64.  Dans  certains  cas  on  se  donne  un  point  et  sa  trajectoire  ou 
relatif        une  courbe  C  et  son  enveloppe.  Le  centre  instantané  une  foid  trouvé, 
au  pom      .     jj^  détermination  des  courbures  dépend  seulement  de  la  connais- 
sance soit  du  point  K  soit  du  point  K'  • 

Le  théorème  suivant  permet,  dans  plusieurs  cas,  d'arriver  aisémefit 
&  construire  le  point  K'  : 

Th£orêmei  —  Le  pdnt  K'  a  même  puissance  par  rapport  au 
cercle  qui  a  pour  centre  un  point  M  de  la  figure  et  qui  passe  au 
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£entre  instanianéy  et  par  i*appoirt  au  cercle  décrit  %ur  le  tayon  de 
courbure  M  |jl  comme  diamètre. 

En  elTet^  le  cerdie  de  centre  M,.t]ui  passe  au  point  0,  a  pour  équa- 
tion, Xy  y  étant  les  coordonnées  de  M, 

XV+Y*-.2aîX-2i/Y  =  0. 

La  puissance  du  point  K'  (0,.^  h)  est  donc  égale  à 

Appelons  Ç,  y]  les  coordonnées  du  point  [x,  f  équation  du  cercle 
décrit  sur  M  [jl  comme  diamëlre  sera 

X«  +  V«  -  (;  +  x)\  -  (,j  +  !/)  Y  4-  Çx  4-  Y;y  =  0; 

Ta  puissance  du  point  K'  par  rapport  à  ce  cercle  est  donc 

. ,  ^•  4-  (r,  +  y>  /t  -+-  Çx  -i-  r,t/. 

,.0r,  .çn  a 


et 


X       y       r 


4       1 


p       r       ^  sin  6' 

»    •  •  • 

en  se  souvenant  que  x  =  r  cos  6,  y  =  r  sin  6,  on  en  tire  (*) 


ic*  -h  !/■  +  fct/  x*  +  !/■  4-  /:?/ 

.,.     .  •  .... 

tl  en  i-ésulte 

A*  +  (n  •+  2/>*  -H  5^  -M32/ 

, ,  ^  2^t/ (xV+ y»  t4- fcy) 


ce  qui  démontre  l«  théorème. 

•'•.•'■•  '  *  ' 

Centre  des         55.  Nous  avons  trouvé  pour  expressions  réduites  des  projections 
accélérations,  ^de  l'accélération  d^eUtratnement  : 

J,  =  —  w*x  —  (i)'y,       J|,  =  —  ci)*t/  -h  Cl)' a?  —  wV. 


(I)  Page  151;  note^ 


CHAP.  VI.  —  MOUVEMENT  D'UNE  FIGURE   PLANE.  ^59 

•Si  l'on  cherche  le  centre  des  accélérations^  c'est-à-dire  le  point  dont 
l'accélération  totale  est  nulle,  on  trouve 

La  quantité  k  ne  dépend  que  des  éléments  géométriques  du  mou- 
vement, des  rayons  de  courbure  des  courbes  îyy  I^  et  nullement  dé  là 
rapidité  avec  laquelle  on  fait  rouler  ces  couches  l'une  sur  l'autre; 
tout  ce  qui  concerne  les  courbures  des  trajectoires  est  indépendant  de 
la  loi  du  mouvement,  mais  il  n'en  est  plus  de  même  du  centre  de^ 

accélérations,  il  dépend  de  -^  >  qui  varie  selon  la  rapidité  du  roule- 

ment  de  I«  sur  I/. 

Lieu  du  centre      Le  centre  des  accélérations  est  toujours  sur  le  cercle  des  inflexions. 

•^^ ,         Ce  cercle  est,  en  effet,  le  lieu  des  points  pour  lesquels  le  centre  de 

quand  la  loi  du  courbure  de  la  trajectoire  est  à  l'infini;  or,  dans  ces  conditions, 

temps  vai^ie.    l'accélération  normale  est  nulle.  Le  cercle  des  inflexions  est  donc  le 

lieu  des  points  dont  l'accélération  normale  est  nulle.  Pour  le  centre 
des  accélérations,  l'accélération  totale  est  nulle;  il  en  est  donc  de 
même  de  l'accélération  normale,  et,  par  suite,  le  centre  des  accéléra- 
tions est  sur  le  cercle  des  inflexions.  Or,  ce  cercle  est  indépendant  de 

—z9  c'est-à-dire  de  la  loi  du  mouvement,  donc  si  Von  fait  vaHer  la 

Cl) 

loi  du  mouvement,  le  cercle  des  inflexions  est  le  lieu  du  centre  des 
accélérations. 

6)' 

C'est  ce  que  l'on  constate  encore  en  éliminant  —r  entre  les  équations 
précédentes;  on  trouve  ainsi 

X*  -^  y*  -b  ky  =2=  0. 

Lieu  des  points       On  vient  de  voir  que  le  cerdle  des  inflexions  est  le  lieu  des  points 
<*ont         dont  l'accélération  normale  est  nulle  ;  on  trouvera  facilement  que  le 

Taccélération  . 

tangenlielleest   ^^^^^^  , 

est  le  lieu  des  points  ddnt  l'accétération  tangentielle  est  nulle. 

Ce  cercle  passe  au  centre  instantané  et  coupe  à  angle  droit  le  cercle 
des  inflexions;  il  dépend  de  la  loi  du  temps.  Le  point  autre  que  le 
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centre  instantané  où  il  coupe  le  cercle  des  inflexions  est  précisément 
le  centre  des  accélérations  ('). 

Le  lecteur  prouvera  de  même  que  le  lieu  des  points  dont  l'accéléra- 
tion totale  a  une  valeur  donnée  est  un  cercle  concentrique  au  centre 
des  accélérations. 

Notons  enfin  que  si  l'on  transporte  l'origine  au  centre  des  accéléra- 
tioijs,  les  formules  deviennent 

en  sorte  que  : 

.  Au  point  de  vue  des  accélérations  tout  se  passe  comme  si  la 
figure  plane  tournait  d'une  façon  continus  autour  du  centre  des 
accélérations,  avec  la  vitesse  angulaire  vaHable  (o. 

(*)  Il  est  bon  de  faire  remarquer  que  ai  la  TÎtesse  angulaire  est  constante,  le  lieu 
des  points  dont  raccélératLon  tangentielle  est  nulle  se  réduit  à  Taxe  Oy.  Le  point  K* 
it  trouvi  alors  0trt  U  centre  des  aecéUraiione. 


TT- 
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CHAPITRE  VII 

Exemples  et  développements  sur  le  mouvement 

d  une  figure  plane. 


CxcloïJe. 


56.  Pour  définir  le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan 
on  peut  se  donner  les  deux  courbes  ly,  1^  qui  roulent  l'une  sur 
l'autre  sans  glissement  ainsi  que  la  vitesse  propre  au  centre  instan- 
tané, ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  vitesse  angulaire  (o. 

Le  cas  le  plus  célèbre  est  celui   du  mouvement  cycloîdal  dans 
lequel  un  cercle  roule  sans  glisser  sur  une  droite  donnée. 
Un  point  quelconque  de  la  circonférence  de  ce  cercle  décrit  alors 

une  cycloïde.  Le  cen- 
tre instantané  0  est 
le  point  de  contact 
actuel  de  la  droite  et 
du  cercle,  et  OM  est 
la  normale  à  la  cy- 
cloïde engendrée  par 
le  point  M.  Ici  R^est 
infini,  et  R^  est  égal 
au  rayon  a  du  cercle 
roulant;  en  sorte  que 
le  point  K'  est  le  cen- 
tre 0«  de  ce  cercle. 
^-  ^^'  Le  cercle  décrit  sur 

00^  comme  diamètre  est  le  cercle  des  inflexions. 
Pour  avoir  le  centre  de  courbure  j/.  de  la  cycloïde  il  est  naturel 
CinémaUque,  1 1 


i62  LEÇONS  DE  CINÉMATIQUE. 

■d*«ppliq«ef  ki  troisième «onstnrction  de  la  formtrfc  de  Sarary.  Le  point 
H  où  M0„  vient  couper  la  normale  en  0  au  rayon  vecteur  OM  est 
évidemment  le  point  diamétralement  opposé  à  M  dans  le  cercle 
roulant.  Ainsi,  H  est  lié  au  cercle  G  comme  le  point  M  lui-même 
et  décrit  comme  lui  une  cycloïde. 

Maintenant,  pour  construire  le  point  |jl  il  suffit  de  mener  H(j. 
parallèle  à  0„0  et  de  prendre  l'intersection  avec  MO.  Comme  0^  est 
le  milieu  de  M  H,  O  est  le  milieu  de  M[ji.  et  l'on  voit  ainsi  que  ;i  e^t 
syméhnque  de  M  par  rappoii:  au  centre  instantané  0. 

En  outre,  Kfi.  est  le  double  de  0^0  et  est  égal  au  diamètre  00, 
du  cercle  roulant.  Le  lieu  du  point  ^  résulte  donc  de  celui  du  point  H 
par  une  simple  translation  égale  et  parallèle  à  0^0.  Si  G  est  le  cercle 
symétrique  de  G  par  rapport  au  point  0,  le  point  ji.  est  lié  invariable- 
ment  à  ce  cercle  qui  roule  sur  la  droite  O'BJ  parallèle  à  AB. 

Le  lieu  du  point  \k  est  une  cycloïde  superposable  à  la  première. 

La  cycloïde  se  trouve  ainsi  être  une  solution  de  ce  problème 

général  traité  par  M.  Puiseux  :  trouver  une  courbe  supeqiosable  à  sa 

développée. 

Cycloïdes  Si  Ton  prend  le  point  décrivant  M  à  Tintérieur  du  cercle  roulant  G, 

raccourcies  et      ^      ^^ la  trajectoire  n'est  plus 

une     cycloïde    propre^ 
ment  dite,   mais    bien 
^^'  '  une  cycloïde  raccour- 

cie, courbe  qui  n'a  pas  de  rebroussements,  mais  qui  possède  des 
points  d'inflexion  et  qui  serpente  entre  deux  droites  parallèles  en 
se  reproduisant  périodiquement  comme  la  cycloïde. 
Si  le  point  décrivant  est,  au  contraire,  extérieur  au  cercle,  on 

obtient  une  cycloïde  alloii- 
gée,   Gette   courbe,  qui   se 
reproduit     périodiquement, 
^^'  ^^*  est  dépourvue  de  rebrousse- 

ments et  d'inflexions;  mais  elle  forme  une  suite  de  boucles  com- 
prises entre  deux  droites  parallèles  et  ces  boucles  donnent  lieu  à 
des  points  doubles. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  le  tbéorème 
suivant  : 

.    Si  un  cercle  G  roule  sur  une  droite  A  d*un  mouvement  U7iifoi*fne 


allongées. 
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et  si  A  glisse  sur  elle-même,  en  même  temps,  d'iin  mouvement 
uniforme,  un  point  de  la  circonférence  du  cercle  G  décrit  une 
cycloïde  raccourcie  si  A  glisse  dans  le  sens  où  roule  te  cercle,  et 
une  cycloïde  allongée  dans  le  cas  co7itraire. 


Mouvement 

inverse 

Jii  mouvement 

cvcloïJdl. 


Mouvement 

t'picycloîdal 

irénéral. 


57.  Au  lieu  de  faire  roujer  un  cercle  sur  une  droite,  faisons  rouler 
une  droite  A  sur  un  cercle  C,  nous  aurons  le  mouvement  inverse  du 
mouvement  cycloïdal  ;  un  point  quelconque  de  la  droite  A  décrit  alors 
une  développante  de  cercle.  Par  contre,  un  point  quelconque  lié  inva^ 
riablement  à  la  droite  A  décrira  la  courbe  que  Ton  obtient  en  portant 
une  longueur  constante  à  partir  du  point  de  contact  sur  la  tangente  à 
une  développante  du  cercle. 

Ces  courbes  :  développante  du  cercle,  cycloïde  et  cycloïdes  allongées 
ou  raccourcies,  sont  comprises  dans  une  famille  générale  de  courbes, 
à  savoir  celles  que  Ton  obtient  dans  le  mouvement  épicycloïda^ 
général. 

Le  mouvement  épicycloïdal  général  se  réalise  en  faisant  rouler 
sans  glissement  un  cercle  sur  un  autre;  appelons  G^,  G/  ces  deux 
cercles.  Si  -G/  et  G,,  deviennent  séparément  des  droites,  on  obtient 
les  deux  mouvements  précédents. 

Les  mouvements  épicyeloïdaux  se  distinguent  les  uns  des  autres 
par  la.  position  relative  des  deux  cercles  roulants. 

Si  les  deux  cercles  roulants  se  touchent  extérieurement,  on  a  le 
mouvement  épicycloïdal  proprement  dit. 

S'ils  se  touchent  intérieurement,  on  a  le  mouvement  hypocy- 
cloïdaU 

Quelques  auteurs  appellent  aussi  mcnivement  épicycloïdal  extérieur 
celui  que  nous  appelons  épicycloïdal,  et  mouvement  épicycloïdal  inté- 
rieur le  mouvement  hypocyclddal. 

On  appelle  épicycloïdes  les  courbes  décrites  par  les  points  de  la 
circonférence  du  cercle  roulant  dans  le  cas  du  mouvement  épicycloï- 
dal. Les  points  intérieurs  au  cercle  roulant  décrivent  des  épicycloïdes 
raccourcies  et  les  points  extérieurs  des  épicycloïdes  allongées. 

On  appelle  hypocycloïdes  les  courbes  décrites  par  les  points  de 
la  circonférence  du  cercle  roulant  dans  le  cas  du  mouvement  hypo- 
cycloïdal;  les  points  intérieurs  au  cercle  roulant  décrivent  des 
hypocycloïdes  raccourcies  et  les  points  extérieurs  décrivent  des 
hypocycloïdes  allongées* 


Ilypocycloïde 

à  trois 

rebrousse- 

mcnts. 


Ellipsographe. 


; 
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Les  épi-  et  hypocycloïdes,  les  épi-  et  hypocycloïdes  allongées  ou 
raccourcies  sont  généralement  des  courbes  périodiques  non  fermées 
et  transcendantes  ;  mais  si  le  rapport  des  rayons  des  circonférences 
fixe  et  mobile  est  un  nombre  commensurable,  ces  courbes  devien- 
nent algébriques  et  fermées. 
Quelques  cas  particuliers  sont  célèbres. 

Signalons  tout  d'abord  deux  cas  remarquables  du  mouvement 
hypocycloïdal  :  ceux  où  le  cercle  intérieur  roulant  a  un  rayon  égal  à 
la  moitié  ou  au  tiers  du  rayon  du  cercle  fixe. 

Si  le  cercle  roulant  C^  a  pour  rayon  le  tiers  du  cercle  fixe,  im  point 
de  la  circonférence  du  cercle  G,„  décrit  une  courbe  algébrique  célèbre 
du  quatrième  ordre  et  de  la  troisième  classe,  l'hypoeycloïde  à  trois 

points  de  rebroussement.  Les  rebrousse- 
ments  se  produisent,  conformément  à  ce 
que  nous  savons,  chaque  fois  que  le  centi'e 
instantané  vient  en  coïncidence  avec  le  point 
décrivant. 

L'hypoeycloïde  à  trois  points  de  rebrous- 
sement possède  de  nombreuses  propriétés 

^^ "'  métriques;  en  outre  toute  courbe  du  qua- 

T%g.  53,  trième  ordre  à  trois  rebroussements  est  la 

perspective  conique  d'une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 
Lorsque  le  cercle  intérieur  roulant  a  un  rayon  moitié  de  celui 

du  cercle  fixe,    un  point  quelconque 

de  la  circonférence  du  cercle  roulant 

engendre  un  diamètre  du  cercle  fixe. 

En  eifet,  0  étant  le  centre  instantané, 

OM  est  la  normale  à  la  trajectoire  du 

point  M;  donc  MOy  est  la  tangente  à 

cette  trajectoire;  elle  passe  par  un  point 

fixe  0^  ce  qui  prouve  qu'elle  se  réduit 

à  une  droite  MO/  issue  de  ce  point.  On 

pourrait  encore  faire  observer  que  le 

^^9'  ^^-  point  A  où  MOy  coupe  le  cercle  ùxe  est 

fixe,  en  remarquant  que  les  arcs  OA  et  OM  des  cercles  fixe   et 

mobile  sont  égaux  et  que  A  est  le  point  où  vient  le  point  M  sur 

le  cercle  fixe  quand  il  devient  centre  instantané. 

Deux  points  diamétralement  opposés  de  la  circonférence  du  cercle 


Conchoïde  de 
cci*c1e. 
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mobile  décrivent  évidemment  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle 
fixe. 

Prenons  actuellement  un  point  P  quelconque  dans  la  figure  mobile, 
joignons  P  au  cenire  0„  du  cercle  mobile  et  soient  M,  M'  les  points 

où  la  droite  0,^P  coupe  le  cercle 
mobile.  Les  points  M,  M'  vont 
décrire  deux  droites  rectangulaires, 
en  sorte  que  nous  sommes  conduits 
au  lieu  suivant:  Uji  segment  MM' 
glisse  sur  deux  droites  rcctangu- 
Fig,  55.  laires,  trouver*  le  lieu  décrit  par 

un  point  P  pris  sur  ce  segment  ou  sur  son  prolongement. 
Ce  lieu  est  une  ellipse.  Soit,  en  effet, 

M' P  =  a,      PM  =  h,      MTP'  =  a. 

Appelons  x,  y  les  coordonnées  de  P,  on  a  (dans  les  triangles  M' PP' 
etMPP') 

a;  ==  a  cos  a,       1/  =  b  sin  a  ; 

on  reconnaît    en   même   temps  que  a  est  Tangle  excentrique  du 
point  P. 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  Ox]  Oy  soient  rectangulaires,  car  au 

lieu  de  mener  par  P  un  diamètre  du  cercle  mobile  on  aurait  pu 

mener   une    corde   arbitraire,   PMM'   dont    les    extrémités    MM' 

auraient  décrit  deux  diamètres  non  rectangulaires  du  cercle  fixe. 

On  a  construit  d'après  ces  remarques  un  appareil  destiné  à  décrire 

l'ellipse   et   appelé    ellipsographe   ou 
compas  elliptique. 

Il  est  assurément  très  digne  d'in- 
térêt qu'une  des  trois  sections  coniques, 
l'ellipse,  fasse  partie  de  la  famille  des 
hypocycloïdes. 

Considérons  le  mouvement  inverse 

du  précédent,  c'est-à-dire  faisons  rouler 

un  cercle  sur  un  cercle  intérieur  fixe  de 

Fig,  56.  rayon  moitié.  Tout  diamètre  AO^  du 

cercle  mobile  va  couper  le  cercle  fixe  en  un  point  fixe  A,  cela  résulte 

du  raisonnement  inverse  de  celui  qui  a  été  fait  plus  haut.  Le  lieu 


Podairps  de 
cercle. 
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d'un  point  P  sera  donc  une  conchoîde  du  cercle  fixe  relative  au  point 
fixe  A  où  PO^  coupe  ce  cercle. 

Parmi  les  courbes  remarquables  auxquelles  donne  lieu  le  mou- 
vement épicycloïdal  on  doit  citer  les  podaires  de  cercles. 

On  obtient  ces  courbes  en  faisant  rouler  extérieurement  sur  un 
cercle  C  un  cercle  égal  C;  tout  point  lié  au  cercle  C  engendre  une 
podaire  de  cercle. 


Description 

générale 
des  po  I aires. 


58.  Ce  résultat  peut  être  généralisé.  Considérons,  en  effet,  deux 
courbes  C,  G  tangentes  en  un  point  et  symétriques  Tune  de  l'autre 
par  rapport  à  la  tangente  en  ce  point. 

Si  Ton  fait  rouler  sans  glisser  C  sur  C,  il  est  visible  que,  à  chaque 
instant,  la  courbe  C  est  la  symétrique  de  la  courbe  C  par  rapport 
à  la  tangente  A  en  leur  point  de  contact;  de  là  résulte  que  toute 
figure  F  entraînée  par  la  courbe  C  est  à  tout  instant  la  symétrique 
par  rapport  à  la  tangente  A  d'une  figure  fixe  F'  liée  à  la  courbe 
fixeC. 

En  particulier,  un  point  M  lié  à  la  courbe  G  sera  à  chaque  instant 
symétrique  par  rapport  à  la  tangente  A  à  la  courbe  C  d'un  point 
fixe  M'.  Donc,  les  trajectoires  des  points  liés  à  la  courbe  C  sont  les 
lieux  des  symétriques  des  divers  points  M'  du  plan  fixe  par  rapport 
aux  tangentes  delà  courbe  C.  Or,  il  est  visible  que  ce  lieu  est  la 
podaire  par  rapport  au  point  M'  de  la  courbe  C  transformée  homo- 
thétiquement  dans  le  rapport  2,  M'  étant  le  pôle  d'homothétie. 

Considérons  une  courbe  T  liée  à  la  courbe  C  et  entraînée  par  elle; 
des  caustiques,   j^^  (^Q^pj^g  p  gg^  la  symétrique  d'une  courbe  fixe  T',  par  rapport  à  la 

tangente  A,  à  la  courbe  C\  au  centre  instantané  0. 

Abaissons  de  ce  centre  0  la  normale  OM  sur  la  courbe  T;  le  pied 
M  de  cette  normale  est  un  point  où  la  courbe  F  touche  son  enveloppe. 
Or,  le  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  0  et  qui  passe  en  M  sera  tan- 
gent à  F;  il  sera  aussi  tangent  à  la  courbe  F'  au  point  M'  symétrique 
de  M  par  rapport  à  A.  U enveloppe  de  la  courbe  F  peut  donc  se 
définir  comme  branche  de  Venveloppe  des  cercles  dont  le  centre 
décHt  la  courbe  C  et  qui  sont  tangents  à  la  courbe  F' . 

Si  la  courbe  F  se  réduit  à  un  cercle,  son  enveloppe  est  une  déve- 
loppante de  la  caustique  par  réflexion  sur  la  courbe  C  du  centre  du 
cercle  qui  constitue  alors  la  courbe  F'. 

A  l'occasion  des  systèmes  articulés  nous  aurons  à  examiner  im  cas 


Général  ion 
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particulier  des  mouvements  précédents,  celui  du  roulement  d'une 
conique  sur  une  conique  symétrique. 

Cas  où  Ton  se  59^  Dans  tous  les  exemples  qui  précèdent  nous  avons  pris  pour 
irajeciôi réside  P^^^*  ^^  départ  les  courbes  roulantes  fixe  et  mobile.  On  peut  varier  à 
deux  points.     Tinfini  les  données  du  mouvement. 

Nous  en  donnerons  quelques  exemples. 

Si  l'on  se  donne  les  trajectoires  (M),  (N)  de  deux  points  M»  N»  les 
normales  en  M,  N  à  ces  courbes  fournissent  par  leur  renconlre  Iç 
centre  instantané  de  rotation  0.  On  peut  en  déduire  souvent  une 
définition  géométrique  simple  des  courbes  roulantes  I^  I^.  Mais  il 
importe  cependant  d'avoir  un  procédé  uniforme  et  régulier  qui 
permette,  dans  tous  les  cas,  de  construire  les  éléments  du  second 
ordre.  Pour  cela,  il  suffit  évidemment  de  connaître  le  point  que  nous 
avons  appelé  K'.  Or,  nous  avons  établi  au  sujet  de  ce  point  un 
tbéorème  d'après  lequel  il  a  même  puissance  par  rapport  au  cercle 
de  centre  M  qui  passe  au  point  0,  et  par  rapport  au  cercle  décrit  sur 
)e  rayon  de  courbure  M|i.  de  (M)  comme  diamètre.  Le  point  K'  est 
donc  sur  Taxe  radical  de  ces  cercles;  il  est  aussi  sur  l'axe  radical 
des  cercles  analogues  relatifs  au  point  N;  le  point  K'  se  trouve 
ainsi  déterminé.  Alors  OK'  est  la  normale  commune  aux  deux 
courbes  roulantes,  et  de  plus  K'  étant  connu,  on  pourra  appliquer 
la  troisième  construction  de  la  formule  de  Savary  pour  trouver  le 
centre  de  courbure  de  la  trajectoire  d'un  point  quelconque  de  la 
figure. 

Le  lecteur  appliquera  sans  peine  cette  construction  au  cas  d'un 
segment  MN  glissant  sur  deux  droites  ou  bien  sur  deux  cercles. 

Il  peut  arriver  aussi  que  l'on  se  donne  l'enveloppe  d'une  courbe  et 
la  trajectoire  d*un  point. 

La  normale  à  l'enveloppée,  en  son  point  de  contact  avec  Teave- 
loppe,  et  la  normale  à  la  trajectoire  du  point  se  coupent  au  centime 
instantané  qui  est  ainsi  déterminé. 

Quant  au  point  K',  le  point  mobile  nous  fournira  une  droite,  axe 
radical  de  deux  cercles,  sur  laquelle  le  point  K'  doit  se  trouver.  En 
second  lieu  le  centre  de  courbure  de  l'enveloppe  étant  le  centre  de 
courbure  de  la  trajectoire  du  centre  de  courbure  de  l'enveloppée,  on 
se  trouvera  ramené  au  cas  où  l'on  se  donnerait  la  trajectoire  d'un 
second  point  de  la  figure. 
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De  même  si  l'on  se  donnait  les  enveloppes  de  deux  courbes  de  la 
figure.  Les  centres  de  courbure  des  deux  enveloppes  seraient  les 
centres  de  courbure  des  trajectoires  des  centres  de  courbure  des  enve- 
loppées ;  on  serait  donc  ramené  au  cas  où  Ton  se  donne  les  trajectoires 
de  deux  points. 

Exemples.  —  1°  Étant  donnés  dans  tin  plan  fixe  P'  tin  cercle 
fixe  C  de  centre  0  et  un  point  fixe  A  sur  la  circonférence  de 
cercle f  on  considère  un  plan  P  glissant  sur  P,  de  sorte  qu'une 
droite  D  de  ce  plan  passe  constamment  au  point  A,  tandis  qu*un 
point  M  de  la  droite  D  décrit  le  cercle  C* .  Trouver  dans  ce  mouve- 
ment les  deux  courbes  roulantes,  (Licence,  Paris  1883.) 

Le  centre  instantané  est  le  point  I  diamétralement  opposé  au 

point  M  dans  le  cercle  C.  En  effet, 
MOI  est  la  normale  à  la  trajectoire 
du  point  M,  AI  est  la  normale  à 
l'enveloppe  de  la  droite  MA  (ou  D) 
cette  enveloppe  étant  considérée 
comme  un  cercle  de  rayon  infini- 
ment petit  de  centre  A). 

La  courbe  1/  est  donc  le  cercle  C 

lui-même. 

Si  Ton  observe  maintenant  que, 

Fig,  57.  dans  la  figure  mobile,  le  point  I  est 

à  la  distance  constante  MI  =  2R  (R  rayon  du  cercle  C)  du  point  M, 

on  voit  que  la  courbe  I«  n'est  autre  que  le  cercle  de  rayon  2R  qui  a 

M  pour  centre. 

Nous  avons  déjà  vu  plus  haut  que,  dans  ce  mouvement,  tout  point 
du  plan  P  décrit  une  conchoïde  de  cercle.  On  trouvera  alors  aisément, 

111 

soit  par  application  de  la  formule  ^ —  =  ->  soit  par  application 

des  constructions  précédentes  que  K'  est  le  symétrique  de  M  par 
rapport  au  point  I. 
Le  centre  des  accélérations  sera  fourni  par  les  formules 

(0*  (I) 


Supposons  par  exemple  que  M  décrive  le  cercle  C  d'un  mouvement 
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uniforme.  La  vitesse  de  M  est,  puisque  I  est  le  centre  instantan(5, 

2Ra); 
si  elle  est  constante,  co  est  constant,  co'  est  nul  et  les  formules  donnent 

ce  =  0,      y  =  ^ky 
en  sorte  que  le  point  K'  est  justement  le  centre  des  accélérations. 

2°  Un  segment  de  droite  AB  de  longueur  hivanahle  se  meut  en 
restant  tangent  à  un  cercle  fixe  C  tandis  que  son  extrémité  A 
décnt  une  tangente  fixe  T  de  ce  cercle.  Trouver  les  courbes  rou- 
lantesy  etc,  (Besançon,  1884.) 

Soit  M  le  point  où  AB  touche  le  cercle,  le  centre  instantané  I  est 
sur  la  normale  OM  ;  il  est  aussi  sur  la  normale  AI  en  A  à  la  droite  T 


D 
Fig,  58. 

que  décrit  le  point  A.  Cela  posé,  on  remarque  que  le  triangle  01 A  est 
isocèle  ;  en  effet, 


« 


angle  lAO  =  -  —  angle  OAT 


X 


=  -  —  angle  OAM. 

Or,  Tangle  MO  A  a  évidemment  cette  même  valeur.  Donc  10  ==  I  A. 
Dans  le  plan  fixe  le  lieu  de  I  est  donc  une  parabole  dont  0  est  le 
foyer  et  T  la  directrice. 
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Menons  par  0  la  droite  OD  parallèle  à  AB  et  re^rdons  OD  comme 
une  droite  liée  invariablement  à  la  figure  mobile,  la  relation  10  =:  I A 
prouve  que  le  lieu  du  point  I  dans  la  figure  mobile  est  une  parabole 
dunt  A  est  le  foyer  et  OD  la  directrice;  ces  paraboles  sont  égales,  car 
la  distance  de  A  à  OD  est  égale  à  la  distance  de  0  à  T.  Quand  AB  vient 
s'appliquer  «ur  la  tangente  T»  les  deux  paraboles  sont  tangentes  en 
leurs  sommets,  nous  avons  donc  un  mouvement  dans  lequel  une 
parabole  roule  sans  glisser  sur  une  parabole  égale  en  lui  restant 
symétrique  par  rapport  à  la  tangente  commune. 

Tous  les  points  de  la  figure  décrivent  alors  des  podaires  do 
parabole. 

La  droite  T,  lieu  du  point  A,  est,  en  particulier,  la  podaire  du 
foyer,  c'est*à*dire  la  tangente  au  sommet  d*une  parabole  de  para- 
métre double  de  celui  des  paraboles  roulantes. 

Le  point  K'  est  ici  très  facile  à  construire.  Quand  deux  courbes 
symétriques  roulent  l'une  sur  l'autre,  on  a 


et  par  suite 


R„  =  —  R/> 

1 

112 

h 

R/     K«     R/' 

1 

(1*011  k  ='Tl\f.  Donc  K  est  le  milieu  du  rayon  de  courbure  de  1/  et 

K'  le  milieu  du  rayon  de  courbure  de  I„. 

Or,  dans  la  parabole,  le  milieu  du  rayon  de  courbure  est  le  symé- 
trique, par  rapport  au  point  de  la  courbe,  du  point  où  la  normale 
coupe  la  directrice.  Il  en  résulte  ici  que  K'  est  le  point  de  rencontre 
de  la  droite  T  avec  la  normale  en  I  aux  roulettes,  c'est-à-dire  avec  la 
parallèle  menée  par  le  point  I  à  la  droite  0  A. 

60.  Dans  d'autres  cas,  au  lieu  de  se  donner  les  roulettes  et  les 
trajectoires  ou  enveloppes  de  points  ou  courbes  de  la  figure,  on  peut 
se  donner  des  conditions  conduisant  à  des  équations  difi<éreutielles. 

Tel  est  le  problème  suivant  : 

30  Quelle  courbe  faut-il  faire  rouler  sur  une  droite  pour  qu'im 
point  M  de  la  figure  décrive  une  circonfére}%ce  de  cercle?  (Paris, 
1893.) 

Soient  C  le  centre  du  cercle  et  A,  B  les  points  où  le  cercle  est  coupé 
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par  la  droite  donnée.  Abaissons  de  C  la  perpendiculaire  sur  AB; 
appelons  D  son  pied  et  soit  E  rextrémité  du  rayon  CD.  Quand  le 
point  mobile  vient  de  la  position  E  à  la  position  M,  qu'il  occupe  à  un 
instant  donné,  le  segment  ED,  supposé  entraîné  dans  le  mouvement, 
vient  occuper  une  position  MN^  et  la  droite  HN  coupe  le  rayon  CE 
en  un  point  H.  L'angle  MHE  est  l'angle  dont  a  tourné  le  segment 
ED  pour  venir  en  MN. 

Appelons  I  le  point  ou,  loisque  le  point  mobile  est  en  M,  la  roulette 
mobile  toucbe  la  droite  ùxe  AB;  le  point  I  est  le  point  de  rencontre 
de  AB  avec  la  normale  CM  à  la  trajectoire  du  point  M.  Rapportons 
la  roulette  mobile  à  des  coordonnées  polaires  dont  les  éléments  de 
référence  seront,  naturellement,  liés  à  la  ûgure  mobile;  ainsi  MN 
sera  Taxe  polaire  et  M  le  pôle  des  coordonnées;  M I  =  i*  sera  le  rayon 
vecteur^  et  6  =  NMI  sera  Tangue  polaire.  L'angle  AIG  est  celui 
de  la  tangente  à  la  courbe  avec  le  rayon  vecteur,  donc 

tang  Aie  =  ^  =  —  Ung  CID  =  ^  colg  ÎCD. 

Or,  en  appelant  b  la  distance  CD  et  a  la  distance  CM,  on  a 

IC  =:  a  —  r, 
d'où 

5  =:  CD  =  IC  .  cos  Ici)  =  (a  —  r)  cos  (c]). 

On  en  lire 

/--^  h 

colîrICD  = 


d'où,  enfin, 


J/(a  -  ry  —  6» 


dr        |/(ei  —  r)«  —  6» 

quadrature  facile  à  effectuer. 

Si  b  -<  o,  c'est-à-dire  si  la  droite  coupe  le  cercle,  r  devient  nul 
quand  M  vient  en  A  ou  en  B;  mais  6  devient  alors  infini.  On  constate 
que  la  courbe  roulante  se  compose  de  deux  branches  symétriques  par 
rapport  à  la  droite  MN  et  asymptotes  au  point  M.  Quand  l'une  des 
branches  se  déroule  sur  DA,  le  point  M  décrit  l'arc  EA  du  cercle; 
mais  M  ne  peut  arriver  en  A  qu'après  une  infinité  de  révolutions  de 
la  courbe  roulante.  La  branche  symétrique,  en  se  déroulant  sur  DB, 
permet  de  décrire  dans  les  mômes  conditions  l'arc  EB  du  cercle. 
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On  discutera  sans  peine  le  cas  où  Tare  de  cercle  décrit  est  plus  ^and 
qu'une  demi-circonférence  et  celui  où  la  droite  ne  coupe  pas  le  cercle. 

Le  centre  instantané  s'éloigne  à  l'infini  quand  le  point  M  vient 
aux  extrémités  du  diamètre  parallèle  à  la  droite  donnée. 

4°  Deux  courbes  C,  G'  sont  syméUnques  par  rapport  à  une 
droite  A-  perpendiculaire  à  une  de  leurs  tangentes  communes,  T. 
On  fait  rouler  sans  glisser  C  et  C  sur  la  droite  T,  de  sorte  qu'elles 
demeurent  symétriques  par  rapport  à  A.  On  demande  de  trouver 
les  courhes  roulantes  dans  le  mouvement  relatif  de  C  par  yap* 
port  à  C.  (Paris,  4893.) 

Le  mouvement  de  C  par  rapport  à  G'  résulte  du  mouvement  de  G 
par  rapport  à  la  droite  T  et  du  roulement  sans  glissement  de  T 
sur  G'.  Ce  dernier  mouvement  constitue  le  mouvement  inverse  du 
mouvement  de  G'  par  rapport  à  T.  La  vitesse  d'un  point  P  entraîné 
par  la  courbe  G  sera  donc  la  différence  géométrique  entre  sa  vitesse 
dans  le  roulement  de  C  sur  T  et  la  vitesse  qu'il  aurait  dans  le  roule- 
ment de  G'  sur  T,  s'il  était  lié  à  G'. 

Le  centre  instantané  cherché  doit  avoir  une  vitesse  nulle  dans  le 
mouvement  de  G  par  rapport  à  G'  ;  donc  il  doit  avoir  la  même  vitesse 
dans  le  roulement  de  G  sur  T  et  de  G'  sur  T.  On  en  peut  conclure 
qu'il  est  à  chaque  instant  au  point  de  rencontre  de  l'axe  de  symé- 
trie A  avec  la  tangente  T.  Les  courbes  roulantes  sont  donc  deux 
développantes  des  courbes  G,  C\  développantes  qui  sont  tangentes  au 
point  I  à  la  droite  A  et  toujours  symétriques  par  rapport  à  cette 
tangente  commune.  Nous  reproduisons  donc  un  mouvement  qui  nous 
est  bien  connu.  Les  points  où  G',  G  touchent  la  droite  T  sont  juste- 
ment les  centres  de  courbure  des  roulantes  I,.  et  I„. 

50  Traitons  encore  le  problème  suivant  : 

Une  droite  OD  tourne  dans  un  plan  et  avec  une  vitesse  angu- 
laire constante  co  autour  d'un  de  ses  points  0  supposé  fixe.  Un 
cercle  G  roule  en  même  temps  sans  glisser  sur  la  droite  OD  avec 
une  vitesse  angulaire  constante  Wj .  Ce  cercle  entraîne  une  figure 
plane  qui  glisse  sur  le  plan  fixe.  On  demande  de  trouver  les  deux 
courbes  fixe  et  mobile,  qui  roulent  Vune  sur  Vautre  sans  glisser. 
(Paris,  4894.) 

Appelons  P  le  point  où  le  cercle  G  touche  la  droite  OD  à  l'époque  t, 
et  supposons  qu'à  l'époque  initiale  le  point  P  soit  au  point  0,  ce  qui 
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revient  à  choisir  TorigiDe  du  temps;  désignons  par  a  le  rayon  du 
cercle.  La  vitesse  du  point  P  sur  le  cercle  est  égale  à  ao)^;  cette 
vitesse  est  aussi  celle  du  point  P  sur  la  droite  OD,  car  elle  représente 
la  vitesse  propre  au  centre  instantané  P  dans  le  mouvement  relatif  du 
cercle  sur  la  droite  OD;  nous  aurons  donc 

OP  =  a(i)jt. 

Le  centre  instantané  qui  correspond  au  mouvement  absolu  de  la 

figure  plane  doit  être  tel  que  sa  vitesse  d'entraînement  dans  le  mou- 

vement  de  la  droite  OD  et  sa  vitesse  relative  dans  le  roulement  du 

cercle  C  sur  OD  soient  égales  et  opposées.  Donc  le  point  I  doit  être 

d'abord  sur  la  droite  OP,  qui  joint  les  deux  centres  de  rotation.  Si 

(I)  et  (i)|  sont  de  mêmes  signes,  il  faudra  prendre  I  sur  le  segment 

OP,  de  sorte  que 

01. <i)  =  IP.(i)j, 
ce  qui  donnera 

Soit  6  l'angle  que  fait  OD  avec  sa  position  initiale,  on  a 

6  =  iùtj 


donc 


a  (I)* 


(â)  (d)  -f-  U),) 


ce  qui  est  l'équation  en  coordonnées  polaires  de  la  courbe  fixe  lieu 
du  centre  instantané;  ce  lieu  est  une  spirale  d'Archimëde. 

Soit,  sur  le  cercle  C,  A  le  point  qui  est  en  contact  avec  le  point  0 
à  rinstant  initial.  Je  prends  pour  axes  liés  à  la  figure  mobile  0^  A  qui 
joint  au  point  A  le  centre  0^  du  cercle  mobile  et  un  axe  0|(/|  per- 
pendiculaire. L'angle  AO,P  est  égal  à  0^  =  Wjt,  et  le  segment  PI, 
tangent  au  cercle  en  P,  a  pour  longueur 

Les  coordonnées  du  point  I  sont  donc 

oCj  =  a  cos  6|  H ôj  sin  O^j 

0)  H-  cOj 

.    ^            ati)     .  , 

y  z=za  sm  6j 6i  cos  6^» 
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Ces  équations  définissent  la  courbe  lieu  du  centre  instantané  dans 
la  ûgure  mobile. 

Si  les  rotations  étaient  de  sens  contraire,  le  point  I,  au  lieu  d'être 
entre  P  et  0,  serait  hors  du  segment  OP.  Les  résultats  précédents 
subsisteraient  avec  une  modification  insignifiante.  Il  n'y  aurait 
d'exception  que  si  o)  et  (i)|  étaient  égales  et  de  signes  contraires.  Pour 
avoir  la  vitesse  absolue  d'un  point  de  la  figure  nous  aurons  alors  à 
composer  deux  rotations  formant  un  couple.  Tous  les  points  de  la 
figure  ont  à  chaque  instant  même  vitesse  et  le  mouvement  consiste 
en  une  translation  continue.  Il  est  du  reste  aisé  de  voir  que  la  vitesse 
de  tout  point  de  la  figure  est  dans  ce  cas  perpendiculaire  à  la  droite  OD 
et  égale  au  produit  OP  X  w.  H  suffit,  pour  s'en  rendre  compte,  de 
chercher  la  vitesse  d'entraiiiement  du  point  P.  Tous  les  points  de 
la  figure  décrivant  des  courbes  égales,  il  suffit  de  chercher  la  tra- 
jectoire du  centre  Oj  du  cercle  C  pour  les  avoir  toutes. 

Désignons  par  V  l'angle  OO^P,  par  r  la  distance  00^  par  l'angle 
de  OOj  avec  une  droite  fixe,  par  exemple  avec  la  position  initiale  de 
OD.  On  a 

ç  =  (,)«•+  O^OP  =  o)(  +  I  —  V; 

d'un  autre  côté  le  triangle  0^  Q  P  donne 

«  =  r  cos  V. 

Observons  maintenant  que  0,  P  est  la  tangente  à  la  trajectoire  du 
point  Oj  ;  on  a  donc 

tangV  =  'A 

c'est-à-dire 

,,       r(wrfe  — dV)       wd«  — dV 
^°g^^    asinV,,    ="    tgV.dV^ 

r-rr  aV 


OU  encore 


cos'  V 


(0  at  =  z-r-' 

cos*  v 


et,  par  intégration, 


o)  t  ==  tang  V 
sans  constante  additîve,  car  t  et  V  sont  nuls  en  même  temps* 


ClIAt».  Vil.  —  EXEMPLES  Et  DÉVELOPPEMENTS.  i7S 

On  a  donc 

r  = -,      9  =  - -4- lang  V-*V, 

cos  V        ^       2 

équations  qui  définissent  la  trajectoire  du  point  O^. 

Propriétés  des  aires. 

61 .  Soient  A  un  point  fixe  et  M  un  point  d'une  figure  plane  mobile 
dans  son  plan,  le  rayon  vecteur  ÂM  engendre  une  aire  que  nous 
nous  proposons  d'évaluer. 

Soient  x^,  i/^  les  coordonnées  relatives  du  point  A;  Télément  de 
Taire  engendrée  est  le  produit  de  dt  par  la  moitié  du  moment  de  la 
vitesse  du  point  M  (x,  y)  par  rapport  au  point  A,  à  savoir 

r  j  (ac  —  X,)  Vy  —  (î/  —  yj  V,  \  dt 

dt 
=  j  (cox  4-  ti)  (x  -  0?,)  4-  {iùy  -  ?)  {y  — y,)  I  y  =  <^ct> 

en  désignant  par  J{:>  Taire  cherchée. 
En  développant  on  trouve 

dA) 

2  —  =  (I)  (x'  -H  y*)  -t-  (yj  —  coxj  X  —  (Ç  4-  (dt/i)  î/  4-  Çt/j  —  r^x,. 

Désignons  par  Ô  Tangle  dont  tourne  la  figure,  on  a 

0  =  /û)de; 


posons  en  outre 


0  =  —  i  (tj  —  wXj)  dt^ 
0=       fcyi  — r,x,)dt, 


nous  obtenons  Texpression  suivante  de  i^aire  Jb, 

e 

Jb  =  -  [x*  4- y*  —  2  ax  —  2hy  4-  c]. 
Donc,  le  point  A  fixe  éf smi  àmwè^  Vaille  balayée  'par  le  rayon 
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vecteur  A  M  est  égale  au  produit  de  la  moitié  de  l'angle  dont 
tourne  la  figure  par  la  puissance  du  point  M  par  rapport  à  un 
certain  ce^'cle. 

Le  lieu  des  points  dont  le  rayon  vecteur  engendre  une  aire  donnée 
pour  une  amplitude  déterminée  du  déplacement  de  la  figure  est,  dès 
lors,  un  cercle  concentrique  au  cercle  précédent. 

Désignons  par  C  le  centre  de  ce  cercle,  par  M  un  point  et  par  Vu  le 
cercle  de  centre  C  qui  passe  par  M.  Les  aires  correspondantes  à 
chaque  point  de  ce  cercle  Fh  sont  équivalentes;  si  l'on  désigne  par  J{) 
Taire  correspondante  au  point  M,  Téquation  du  cercle  Tu  sera 

^  (x«  +  y'  —  2ax  —  2by  +  c)  —  .1,  =  0. 

Prenons  un  second  point  M'  de  coordonnées  x',  y',  Taire  qui  lui 
correspond  a  pour  expression 

.V  =  l  (x'*  +  t/'  V-  2ax'  -  2fey'  4-  c), 

ce  que  Ton  peut  écrire 

.V  -  ^^^  =  5  (^'*  +  y"  -  2ax'  -  26y'  -t-  c)«  Jb. 

De  là  ce  théorème  : 

La  différence  des  aires  balayées  par  les  rayons  vecteurs  de  deux 
points  M,  M'  de  la  figure  est  égale  au  produit  de  la  moitié  de 
l'angle  de  rotation  par  la  puissance  du  point  W  par  rapport  au 
cercle  Tu,  lieu  des  points  qui  donnent  des  aires  équivalentes  à  celle 
qu'engendre  le  rayon  vecteur  du  point  M. 

Tliêoicmo  Le  curieux  théorème  de  Holditch  résulte  immédiatement  de  cette 

de  IloUitch.     proposition. 

Considérons  une  tige  MN  qui  glisse  par  ses  extrémités  dans  une 
courbe  C  fermée  convexe;  un  point  M'  de  cette  tige  décrit  une 
courbe  intérieure  fermée  comme  la  première.  Après  un  tour  complet 
les  points  M,  N  ont  décrit  la  même  courbe.  Le  cercle  Fm,  Heu  des 
points,  qui  donnent  des  courbes  d'aires  équivalentes  à  Taire  de  C 
passe  aussi  par  le  point  N.  La  différence  entre  Taire  de  la  courbe 
décrite  par  M  et  celle  décrite  par  M'  est  égale,  d'après  le  théorème 
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précédent,  à  la  puissance  de  M'  par  rapport  à  Tuy  multipliée  par 

—  =  it,  puisque  Ht:  est  l'angle  de  rota- 
tion.  Cette  différence  est  donc  égale  à 

T:ab 

où  a,  b  sont  les  segments  M' M,  M' N. 

Or,  la  différence  de  ces  deux  aires  est 

évidemment  Taire  de  la  bande  comprise 

Fig.  59.  entre  la  courbe  C  et  celle  que  décrit  le 

point  M'.  Uaire  xab  de  cette  bande  est  indépendante  de  la  foi^iine 

de  la  courbe  G.  En  cela  consiste  le  théorème  de  Holditch. 


Ait  c  balayée        62.  Soient  AB  un  segment  de  droite,  Â'  B'  le  même  segment  dans 

P^*"  .,^B'    une  position  voi- 

un  segment.  **  -^      \         •        r\  ^  . 

"  K -— —  ^^^^^^  \      sme,  0  le  centre 

>^>  ^ '"''"'  »--4     mslantané.  L'aire 

>0''^..----^'^^^*^^--r.— ----*/;       *"  \    élémentaire    ba- 

,„^é^-2??ri5ètr:r.^»  ..>*  P»  ÂB  «. 

K^.  00.  celle  du  qnadrila* 

1ère  AA'B'  B.  Cette  aire  est  éjçale  à  la  somme  des  surfaces  ries  deu>: 
li-iang'es  A'B'O,  B'OB,  moitis  celle  d.s  Iriatiuies  ABO,  A'OA, 

AA'B'B=:A'B'0  4-  BOB  — ABU  — A'OA. 

Or,  les  triangles  ABO,  A'  B'  0  sont  égaux,  comme  on  sait;  il  reste 

donc 

AA'B'B  =  A'0A  — B'OB. 

Appelons  r,  r'  les  distances  OA,  OB,  on  a 

A'  0 A  =  I  r*  (0  dt,      B' OB  =  ^  r'»  o>  de, 
d'où  résuHe 

dJt  =  AA'B'B  =  5  (r*  —  r'*)  co  dt. 

Soient  C  le  milieu  de  AB,  0  l'angle  0GB  et  p  la  distance  OC;  dési- 
gnons aussi  par  a  les  distances  égales  G  A,  G  B,  on  a 

r*  =  a"  +  p*  +  2ap  cos  6, 
t*'*  =  a^  +  ^*  --  2ap  cos  6, 

bifiématique.  i^ 
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d'où 

r*  —  r"  =  4ap  eos  6, 
'  et  pat"  suite, 

o)p  cos  0  est  ]a  projecUcm  de  la  vitesse  du  point  G  sur  la  perpendicu- 
laire à  la  tige.  Supposons  qu'une  roulette  ayant  AB  pour  axe  enre- 
gistre le  déplacement  du  point  G  compté  normalement  à  AB. 
Soit  d(j]e  déplacement  élémentaire  ainsi  évalué,  on  aura 

cJ7  sa  <i)p  eos  6.d(, 
oi  par  suite 

dAi  =  âa  dfSy 

d'où 


l'ionim- tics        Si  un  compteur  permet  d*évaluer  la  marche  effectuée  par  la  rou- 
|)o  ai -es.       lette^  on  aura  là  un  instrument  permettant  d'évaluer  les  aires.  G'est 
le  principe  des  planimètres  polaires. 

On  fait  décrire  à  l'un  des  points  B  un  arc  de  cercle  au  moyen  d'une 
bride;  le  point  A  décrit  le  contour  dont  on  veut  évaluer  Taire.  On 
s'arrange  de  sorte  qu'après  un  tour  complet  le  point  B  ait  décrit  deux 
fois,  mais  en  sens  inverse,  Tare  de  cercle  qu'il  décrit;  l'aire  balayée 
par  le  segment  AB  se  compose  d'une  partie  positive  et  d'une  partie 
négative  dont  la  differenee,  donnée  par  la  lecture  de  Tappareil,  fournit 
l'aire  du  contour  proposé. 

Aire  balayée        63.  On  peut  étendre  Tordre  d'idées  préoôdeat  en  envisageant  un 

P®»'  segment  variable  AB;  soit  A'B'  une  position  voisine;  la  surface  du 

"vu-iablc"      quadrilatère  ABB' A'  représente  encore  la  différentielle  d^h  de  Faire 

balayée  par  le  segment  AB,  ou  a  d  J)  ^=  triangle  ABB'  i-  triangle 

B'A'Aou 

2ihh  =  moment  pac  rapport  à  A  de  BB' 
•f»  moment  par  rapport  à  B'  de  A*  A. 

.  Kq  déâigoaui  f9X  Vj,^  v^  les  vitesses  de  A,  B,  on  a 

X^  =  vl.dt,      ÏÏlP  =v^n^dL 

On  Joëut  écrire  en  tenant  compte  du  signe  des  moments  et  en 
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observant  que  la  différence  entre  moments'  A'  A  et  moments  A'  A  est 
un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur, 

2  -TT  =  momentj^  v»  —  moment  b  .  Va  • 
dt 

Autrement  dit,  le  double  de  la  déHvée,  prise  par  rapport  au 
temps,  de  Vaire  balayée  par  un  segment  variable  AB,  est  égal  à  la 
différence  des  moments  des  vitesses  de  chaque  extrémité  pris  par 
rapport  à  Vautre  extrémité. 

Appliquons  au  cas  où  le  segment  mobile  est  celui  qui  joint  le  centre 
instantané  I  à  un  point  M  lié  invariablement  à  la  figure  mobile. 
Nous  aurons 

2  -^  =  momentx .  Vi  —  inomenti  vZ; 
dt  ' 

or,  si  p  est  la  distance  de  M  à  la  tangente  commune  aux  deux  rou- 
lettes et  V  la  vitesse  propre  au  centre  instantané,  on  a 

momentM  Vi  =  j3  .V. 

On  obsen'era  que  la  quantité  p,  avec  les  notations  du  n®  49,  aurait 
pour  valeur  p  =  r  sin  0;  la  distance  IM  étant  encore  désignée  par  r. 

La  vitesse  de  M  est  cor,  elle  est  normale  à  IM,  son  moment  par 
rapport  à  I  est  donc  cor',  et  l'on  trouve  ainsi 

^  dA)         ^j  , 

Désignons  par  s  l'arc  de  la  roulette  I^,  qui,  du  reste,  est  aussi  ^at 

ds 

à  celui  de  la  roulette  I^  on  a  V  =  — -»  tandis  que 

•^  dt 

il  vient  alors 

2  dJb  =  pdê  -^  ^~  ~  — \  r^ds. 

Thc'rtrème         Nous  allons  tirer  de  cette  formule  le  théorème  de  Steiner  relatif  aux 
«lo  steiner.     ^ires  des  roulettes. 
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1 

Supposons  que  la  roulette  fixe  se  réduise  à  une  droite,  t^  sera  nul 

et  l'aire  balayée  par  I M  dans  un  tour  complet  (en  supposant  que  I„  soit 
une  courbe  fermée'convexe)  sera 

Dans  Ip  ds  on  reconnaît  le  double  de  Taire  J{)q  de  la  courbe  I„; 

nous  pouvons  donc  écrire 

1  r>'* 

•^ = '^'*  -^  2  J  r:  '^'' 

Faisons  maintenant  rouler  la  courbe  I„  sur  sa  symétrique  par- 
rapport  à  une  de  ses  tangentes,  nous  devons  prendre  alors  R^=  —  R„ 
et  la  formule  générale  nous  donnera  pour  Taire  balayée  par  le  rayon 
I M  dans  ce  nouveau  mouvement, 

*• = *•  *  un  ;  S-)  ■"■" 

• 

Bans  ce  second  mouvement  le  point  M  décrit  une  courbe  fermée  C, 
dont  Taire  totale  se  compose  de  Taire  de  la  courbe  I/,  symétrique 
de  I^,  augmentée  de  Taire  balayée  par  le  segment  IM,  donc  Taire  (C) 
de  la  courbe  C  a  pour  valeur 


(G)  =  A>'  +  Xo  =  2  .1)0  +  T-^ 


(G)  ==  2  jb. 

Observons  maintenant  que  si  Ton  désigne  par  II  la  podaire  de  la 
courbe  1/  par  rapport  au  point  M'  symétrique  du  point  M,  la  courbe  G 
n'est  autre  que  la  courbe  II  amplifiée  dans  le  rapport  de  2  à  1,  si  donc 
(d)  représente  Taire  de  cette  podaire,  on  a 


d'où  résulte 


(n)  =  i  (C), 


2  (H)  =  I  (G)  =  ^^. 


Aatre 

théorème 

général. 


CHAP.  VII.  —  EXEMPLES  ET  DÉVELOPPEMENTS.  181 

Si  Ton  remarque  que  n  est  la  symétrique  de  la  podaîre  de  I^  par 
rapport  au  point  M,  on  peut  énoncer  ce  théorème  : 

Si  une  courbe  fermée  î^  roule  sur  une  de  ses  tangentes,  V aire  A) 
balayée  par  le  vecteur  qui  joint  le  centre  instantané  de  rotation 
à  un  point  lié  à  I^  est  égale  pour  une  révolution  complète  au  double 
de  Vaire  de  la  podaire  de  la  courbe  I^  par  rapport  au  point  M. 

La  méthode  que  nous  avons  suivie  conduit  à  un  théorème  de 
géométrie  générale  (}). 
Considérons  trois  arcs  de  courbes  finis  ayant  la  même  longueur, 

ÂB,  A'B',  A'B';  prenons  sur  eux  les  points  M,  M',  M' tels  que  les 

111 

arcs  A  M,  A'  M' ,  A' M' aient  une  même  valeur  s,  soient  —  >  —  »  51  les 

Ky      K/      Ky 

courbures  en  M,  M',  M'  de  ces  trois  arcs;  nous  supposerons  qu'on 
ait  constamment 


RJ  "^  B.  ■*■ 


r; 


Dans  ces  conditions  :  Si  Von  fait  rouler  un  arc  quelconque  CU 
ayant  même  longueur  que  AB,  A'B',  A'B',  successivement  sur 
AB,  A'B'  et  A'B',  les  aires  balayées  par  les  segments  qui  joignent 
le  centre  instantané  à  un  point  M  lié  à  Varc  CD  étant  désignées 
par  Jb,  Jb',  ^f,  on  aura 

2.l,'=Jb-l- Jt'. 


On  a,  en  effet,  d'après  la  formule  générale, 


d'où 


r*ds 
r*ds 
r*ds 

IT' 


4Jb'  -  2.*,  -  2.1,'  =  -Jr*  (1  _  1  _  i\  ds  =  0. 


Il  faut  observer  que  dans  ces  rormules  R^  R/,  R/  ont  des  signes 


(I)  Comptes  rtnétu.  Séance  du  7  mai  1801, 


<» 
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dépendant  de  la  disposition  de  la  concavité  des  courbes  I/,  I^,  R/  (ou 
AB,  A'  B',  A'B')  par  rapport  à  la  courbe  mobile  I«  (ou  CD). 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  prenne  pour  AB  et  A'B'  la 
même  courbe,  mais  où  les  rayons  de  courbure  seraient  changés  de 
signe. 

Cela  veut  dire  que  dans  un  cas  CD  roule  d'un  côté  de  l'arc  AB  et, 
dans  l'autre  cas,  de  l'autre  côté. 

Examinons  ce  que  devient  notre  théorème  dans  ce  cas,  on  a 

4 
donc  —  =  0,  ce  qui  veut  dire  que  Tare  A'B'  se  réduit  à  un  segment 

de  tangfente.  On  a  donc  ce  théorème  curieux  : 

Soient  un  aro  quelconque  CD  et  M.  un  point  qui  lui  est  invaria- 
hlement  lié,  on  fait  rouler  CD  sur  un  arc  égal  quelconque  AB  et 
successivement  de  part  et  d'autre  de  cet  arc;  la  somme  des  aires 
balayées  par  le  vecteur  quijoijit  M  au  centre  insta7itané  est  indé- 
pendante de  Varc  AB  choisi  et  a  pour  valeur  particulière  celle  que 
Von  obtient  y  par  exemple,  en  prenant  pour  AB  un  segment  de 
tangente. 


Théorème 

de  Steiner 

relatif  aux 

arcs. 


Propriétés  des  arcs. 

64.  Steiner  a  donné  un  autre  théorème  relatif  aux  arcs  des  trajec- 
toires dans  l'hypothèse  d'une  courbe  I^  roulant  sur  l'une  de  ses  tan- 
gentes. 

Soient  AB  un  arc  flni  de  I^,  A  A',  BB'  les  tangentes  à  I«  en  A  et  B 
menées  dans  le  sens  AB  des  arcs  croissants,  et  soit  enfin  A  la  tangente 
sur  laquelle  roule  l'arc  AB;  désignons  par  6  l'angle  variable  de  A  A' 
avec  l'axe  choisi  sur  A  dans  le  sens  du  mouvement  du  centre  ins- 
tantané. Au  début  0  est  égal  à  zéro,  quand  A  A'  coïncide  avec  A;  il 
devient  ensuite  égal  k  l'angle  6o  de  AA'  avec  BB',  quand  BB'  vient 
s'appliquer  sur  A.  Soient  I  le  point  de  contact  de  ly^avec  A,  M  un  point 
lié  à  I/Ot  P  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  A.  L'arc 
élémentaire  décrit  par  M  est  égal  à  r.dO,  en  posant  r  =  IM,  donc 
Tare  fini  décrit  pur  M  a  pour  valeur 

rrfO. 
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Considérons  maintenant  la  même  courbe  î^y  le  môme  point  M  et 
assujettissons  l'angle  droit  MPI  à  avoir  un  côté  tangent  à  I,^  tandis 
que  l'autre  ira  passer  en  M.  Le  côté  PI  de  l'angle  droit,  d'abord 
appliqué  sur  la  tangente  âA'  à  I/,  viendra  s'appliquer  sur  BB'  et 
tournera  de  l'angle  6o>  1^  centre  instantané  est,  du  reste,  le  point  N 
quatrième  sommet  du  rectangle  M  PIN  et  comme  NP  =  MI  =  r, 
l'arc  élémentaire  décrit  par  Pj^sera 

où  0  est  l'angle  de  PI  avec  A  A'  ;  on  aura  donc  pour  l'arc  fini  décrit 
par  le  point  P 

c'est-à-dire  la  longueur  déjà  trouvée. 

IJarc  de  podaire  lieu  du  point  P  est  donc  égal  à  l'arc  corres- 
pondant de  trajectoire  décrit  par  le  point  M. 
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CHAPITRE  VIII 


Moiiyement  autour  d'un  point  fixe. 


Mouvement 

sur 
une  sphère. 


65*  Lorsqu'une  fig:ure  de  forme  invariable  a  un  point  fixe  0,  toute 
sphère  qui  a  ce  point  comme  centre  glisse  sur  elle-même  au  cours  du 
mouvement;  nous  pourrons  donc  procéder  comme  dans  le  cas  d'une 
figure  dont  un  plan  glisse  sur  lui-même  et  ramener  la  question  au 
glissement  d'une  sphère  sur  elle-même. 

C'est  ainsi  qu'il  conviendra  de  procéder  notamment  dans  la  plupart 
des  raisonnements  géométriques,  mais  quand  on  emploie  les  formules 
il  peut  être  avantageux  de  considérer  la  figure  dans  l'espace. 

Prenons  comme  origine  du  trièdre  mobile  le  point  fixe  0;  les  quan- 
tités Çy  Y|,  C  qui  représentent  les  projections  de  la  vitesse  d'entraîne- 
ment de  0  étant  nulles,  la  vitesse  sera  donnée  par  les  formules 

On  reconnaît  aussitôt  l'existence  d'une  rotation  tangente  dont 
l'axe  A  est  issu  du  point  O  et  qui  est  représentée  par  le  segment  OQ 
dont  p,  g,  r  sont  les  projections  sur  les  axes  mobiles. 

Soient  I,  I'  les  points  où  A  perce  une  sphère  S  de  centre  0  et 
considérons  le  mouvement  de  glissement  de  la  sphère  S  sur  elle- 
même;  dans  le  temps  di  tous  les  points  de  la  sphère  décriront  des 
arcs  de  petits  cercles  dont  I,  V  seront  les  pôles.  Les  grands  cercles 
normaux  se  couperont  donc  tous  suivant  le  diamètre  IF.  De  là  ce 
théorème  : 

Théorème  L  —  Dans  le  mouvement  dCune  figure  sphérique  sur 
sa  propre  sphère,  les  grands  cercles  menés  à  un  même  instant  par 


Knvcl«»ppe 
d'une  courbe 

mobile  sur 
une  sphère. 


Glissement. 
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les  différents  points  de  la  figure  norynalement  à  leurs  trajectoires, 
se  coupent  en  deux  points  I,  I'. 

On  peut  ajouler  que  si  ô  est  Tangle  correspondant  à  Tare  de  grand 
cercle  compris  entre  le  point  I  et  le  point  mobile  M,  la  vitesse  du 
point  est 

R.sinO.(i), 

où  R  est  le  rayon  de  la  sphère  et  o)  la  vitesse  angulaire. 

Le  problème  des  enveloppes  se  traite  par  un  procédé  analogue  à 
celui  qu'on  a  employé  pour  la  question  correspondante  concernant  les 
figures  planes. 

Soient  une  courbe  C  tracée  sur  la  sphère  S  et  (C)  son  enveloppe 
qu'elle  touche  au  point  P.  La  vitesse  absolue  de  P  est  tangente  à  la 
courbd  (0)9  ça  vitesse  relative  à  la  courbe  enveloppée  C,  ces  deux 
courbes  étant  tangentes  les  deux  vitesses  se  trouvent  portées  par  une 
même  droite;  la  vitesse  d'entraînement»  qui  est  leur  différence  géomé- 
trique, est  donc  portée  par  cette  droite.  La  vitesse  d'entratuement  du 
point  P  est  ainsi  portée  par  la  tangente  à  la  courbe  C.  On  démontre 
facilement  la  réciproque  en  s'appuyant  sur  ce  que  la  vitesse  d'entraî- 
nement est  normale  au  grand  cercle  mené  par  PIT.  On  peut  donc 
énoncer  ce  théorème  : 

ThèOHêMe  il  —  Pour  avoir  les  points  où  une  couirhe  C  tracée 
sur  la  sphèfe  S  touche  son  enveloppCy  il  faut  prendre  sur  celle 
courbe  les  points  dont  les  grands  cercles  normaux  vont  passer 
par  I,  r. 

Désignons  par  s  l'ai^c  de  la  courbe  C  compté  à  paiiir  d'un  point  A  ; 
par  s'  l'arc  de  la  courbe  (G)  compté  à  partir  du  point  A'  avec  lequel  A 

ds'      de 
vient  en  contact  à  une  certaine  époque;  -rr  et-r-  sont  les  vitesses 

dt      dt 

absolue  et  relative  du  point  P,  leur  différence  est  égaie  à  la  vitesse 
d^entrainement  Rw  sin  6,  ou  Ô  est  Tangle  au  centre  de  l'arc  de  grand 
cercle  IP;  on  a  donc 

ds'       ds      ^ 

— r-  =  Rw  sm  8. 

dt        dt 

La  différence  «'  —  «  représente  le  glissement  de  la  courbe  C  sur 
son  enveloppe  (G).  Il  ^e  peut  être  constamment  nul  que  si  sin  ft  est 
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nul,  c'est-à-dire  si  le  point  P  est  précisément  sur  Taxe  instantané 
en  l'un  des  points  I  ou  F. 

Couibos  Im         66.  Nous  sommes  ainsi  amenés  à  considérer  le  lieu  du  point  I  et 
*''  ^'  celui  de  son  symétrique  F  sur  la  sphère.  Il  suffira  de  considérer  le  lieu 

de  I.  Appelons  I„,  I,.  les  courbes  décrites  par  le  point  I  sur  la  sphère 
mobile  et  sur  la  sphère  fixe.  Ces  courbes  ont  à  chaque  instant  en 
commun  le  point  I,  lequel  est  mobile  à  la  fois  sur  1/ et  sur  I^;  I^est  sa 
trajectoire  absolue,  I^,  sa  trajectoire  relative.  La  vitesse  absolue  de  I 
et  sa  vitesse  relative  sont  d'ailleurs  égalesy  car  leur  difiei^ence 
géométrique,  qui  est  la  vitesse  d'entraînement  de  I,  est  nulle.  On  peut 
en  conclure  les  propriétés  suivantes  : 

Les  courbes  l^et  l„  sont  tanfjc7ites  Vune  à  Vautre  au  point  1. 

En  efiet,  la  vitesse  absolue  et  la  vitesse  relative  sont  égales  et 
portées  par  la  même  droite  ;  cette  droite  doit  donc  toucher  au  point  I 
la  courbe  ly  et  la  courbe  I^. 

La  courbe  I^  est  ainsi  une  branche  de  Tenveloppe  do  I^. 

J'ajoute  que  l^  roule  sans  glisser  sur  If, 

En  efiet,  le  glissement  est  ici  nul  puisque  sin  0  est  constamment 
nul.  La  démonstration  prouve  en  même  temps  que  la  courbe  I^  et  sa 
symétrique  sont  les  seules  qui  roulent  sans  glisser  sur  une  branche 
de  leur  enveloppe. 

Nous  avons  ainsi  ce  théorème  : 

Théorème  IIL  —  Quaiid  une  figure  sphérique  glisse  sur  sa 
propre  sphère,  il  y  a  deux  courbes  sphériqueSy  Vune  mobile. 
Vautre  fixe,  I,„,  1/  qui  roulent  Vune  sur  Vautre  sans  glisser  et  à 
Vexceptioji  des  symétriques  de  ces  courbes  par  rapport  au  centre 
de  la  sphère;  il  n'y  a  pas  d'autre  courbe  qui  roule  sans  glisser 
sur  une  branche  de  son  enveloppe. 

Cônes  roulants       La  propriété  correspondante  de  la  figure   mobile  dans  l'espace 

dans  le        autour  du  point  fixe  0  est  la  suivante  : 

:uitour  (l'un         ^^^  cones  F/,  F^,  qui  ont  pour  sommet  le  pomt  O  et  pour  bases  les 

I  oini  fixe.      courbes  I^,  I^,  roulent  l'un  sur  l'autre  sans  glisser,  en  traduisant 

par  cette  locution  le  fait  que  les  bases  sphériques  ly  et  I,.  roulent 

l'une  sur  l'autre  sans  glisser.  Donc  : 

Théorème  IV.  —  Quand  une  figure  tourne  autour  d'un  point 


Accélération 
angulaire. 
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fixe  0,  il  existe  un  cône  T^  lié  à  la  figure  qui  roule  sans  glisser 
sur  un  cône  fixe  Tj.  La  génératrice  de  contact  est  justement  Vaxe 
de  la  rotation  instantanée. 

67.  On  ne  manquera  pas  d'observer  que  si  un  point  M  se  meut 
sur  Taxe  instantané  de  rotation,  sa  vitesse  absolue  et  sa  vitesse 
relative  sont  constamment  ^les,  attendu  que  la  vitesse  d'entraîne- 
ment est  nulle. 

Considérons,  par  exemple,  le  segment  Où  qui  représente  la  rota- 
tion; les  coordonnées  de  û  sont  p,  g,  r;  la  vitesse  absolue  et  la 
vitesse  relative  du  point  Q  sont  égales  et  leurs  projections  sur  les 
axes  mobiles  sont 

p   =--->      q  =  — —  >      r  =-—7 
^         dt        ^        dt  dt 

le  segment  0Û|,  qui  représente  cette  vitesse,  a  reçu  le  nom  d! accélé- 
ration angulaire. 

Rappelons  ici  qu'au  numéro  41,  page  127,  nous  avons  prouvé  que 
si  l'axe  du  mouvement  bélicoïdal  a  une  direction  fixe  dans  le  corps,  il 
a  une  direction  fixe  dans  l'espace. 

Dans  le  cas  actuel,  cela  signifie  que  si  le  segment  Où  a  une  direc- 
tion constante  dans  le  corps,  il  a  aussi  une  direction  constante  dans 
l'espace. 

On  peut,  d'ailleurs,  le  constater  directement. 

Si,  en  effet,  Où  a  une  direction  constante  dans  le  corps,  le  segment 
Ûû,  équipollent  à  Oû^  passe  par  le  point  0,  car  il  représente  la 
vitesse  relative  de  û  qui  ne  fait  que  glisser  sur  Où. 

Or,  ÛQ,  représente  aussi  la  vitesse  absolue  de  û;  donc,  puisqu'il 
passe  toujours  au  point  fixe  0,  le  lieu  de  û  dans  l'espace  ne  peut  être 
qu'une  droite  fi^e  issue  de  0. 


Théorème 
de  Rivais. 


De  raccélération  dans  le  mouvement  autour 

d'un  point  fixe. 

68.  Cbercbons  quelles  simpliGcations  résultent  pour  les  formules 
donnant  l'accélération  de  l'hypothèse  d'un  point  fixe.  Les  quantités 
Ç,  TQ,  ^  étant  nulles,  les  quantités  Çp  yj^  Çj  le  seront  aussi,  et  nous 
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obtiendrons  pour  Taccélération  d'entraînement 

,  ,  .  dU 

Je  «  =  r'  ce  —  p'  j5  -I-  — -  > 

ày 

T  I  I  ^^ 

âz 

où  l'on  a  posé,  comme  précédemment, 

2H  =  (jpx  +  gi/  +  rz)*  —  (p*  +  g*  +  r*)  (x*  4- 1/*  +  z*). 

Le  système  de  segments jj',  g'  ,r',Ç,,TQpÇj considéré  au  numéro  45, 
page  433,  se  réduit  alors  au  seul  segment  OÛ^  qui  représente  l'accélé- 
ration angulaire  et  les  formules  précédentes  expriment  le  théorème 
attribué  à  Rivais  et  d'après  lequel  Vaccélération  d'entraînement 
dans  le  mouvement  autour  d^un  point  fixe  est  la  somme  géomé- 
trique de  deux  segments;  le  premier  représente  la  vitesse  qu'au- 
rait le  point  mobile  si  on  lui  impHmait  une  rotation  représentée 
par  Vaccélération  angulaire  Oû^;  le  second  représente  Vaccéléra- 
tion centripète  qui  naîtrait  d'une  rotation  uniforme  continue, 
représentée  par  le  même  segment  Où  que  la  rotation  instantanée. 
Choix  Suivant  une  méthode  qui  nous  a  déjà  réussi,  nous  pourrons  choisir 

particulier  igg  g^es  de  coordonnées  de  façon  à  simplifier  les  formules.  Nous  suppo- 
serons qu'à  l'instant  considéré  Oz  soit  l'axe  instantané  et  zOx  le 
plan  tangent  commun  aux  cônes  F^,  F/;  alors  py  g  seront  nuls,  r  se 
réduira  à(i>;  de  plus  00^  étant  dans  le  plan  zOx,  g'  sera  nul.  Il 
viendra  donc 

J^x  =:  —  »•' y  —  w*x, 

tandis  que  les  formules  relatives  à  la  vitesse  d'entraînement  se  réduis 
rontà 

^Vx  =  — o).t/, 

Le  plan  osculaleur  à  la  trajectoire  d'un  poiiit  contient  la  vitesse  et 
l'accélération.  On  trouvera  donc  aisément  ce  plan  qui  a  pour  équa- 
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tion,  X,  y,  z  étant  les  coordonnées  du  point  mobile, 

X  2/  (X  -  x)  +  y'  (Y  -y)  +  [y{x'  +  y')  ^  y  zl{Z  -  z)  =  0, 

69.  Nous  allons  conclure  de  cette  formule  la  courbure  des  tra- 
jectoires. 
Courbure  Revenons  à  la  considération  de  la  fi^re  sphérique.  On  peut  se  pro- 

spherique  de  la  pQggj.  ^  ^q^  g^j^j  jgg  mêmes  problèmes  que  nous  avons  traités  dans  le 

trajectoire  d'un      ,-.,.,^  ,»»  i. 

point  sur  une  P'^^*  ^a  droite  ID  tangente  commune  aux  courbes  1^,  I/esl,  dans  le 
sphère.  choix  particulier  d*axes  adopté,  parallèle  à  Ox.  Le  point  I  a  la  même 
vitesse  V  sur  ces  deux  courbes  et  on  peut  supposer  que  le  sens  de 
cette  vitesse  soit  celui  de  Ox  et  de  ID.  Soit  M  un  point  mobile,  et 
faisons  passer  un  grand  cercle  A  par  M  et  I;  fixons  un  sens  de  par- 
cours  sur  ce  cercle,  et  soit  6  Tangle  que  fait  avec  ID  la  tangente  en  I  à  ce 
grand  cercle  menée  dans  le  sens  de  parcours  choisi,  soit  aussi  r  l'angle 
au  centre  de  l*arc  de  grand  cercle  IM  compté  de  I  vers  M  dans  le  sens 
de  parcours  choisi  sur  A.  Le  grand  cercle  A  est  normal  à  la  trajec- 
toire du  point  M;  il  touche  en  un  point  [h  la  développée  sphérique  de 
cette  trajectoire.  Nous  désignerons  par  p  Tangle  au  centre  de  l'arc  de 
grand  cercle  I  (jl  compté  de  I  vers  \l  dans  le  sens  de  parcours  choisi 
sur  A.  Il  existe  entre  r  et  p  une  relation  analogue  à  la  formule  de 
Savary. 
Formule  Le  point  pi.  est  le  pôle  du  petit  cercle  osculateur  de  la  trajectoire; 

analogue  à      ges  coordonnées  x^,  y^^  jp  eu  égard  à  l'équation  trouvée  pour  le  plan 

ce  e  e.  avary.   Qgç^^J^^^^J|,^  devront  donc  vérifier  les  équations 

-i-  =  1^  =  ^i  . 

xy       v'        0)  ,  .         .  ' 

or,  on  a,  R  étant  toujours  le  rayon  de  la  sphère, 

X|  =;  H  sin  p  cos  0)  x  =  R  sin  r  cos  0, 

1/j  =  R  sin  p  sin  0,  1/  =  R  sin  r  sin  0, 

Tj  =  R  cos  p,  z  =  R  cos  r. 

m 

En  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes  ou  trouvo 
qu'elles  se  réduisent  à  une  seule 

i 1       _      1 

taug  p       tang  v       k  sin  0 
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OÙ  Ton  %  posé 


(I) 


de  k. 


Cette  formule  rappelle  par  sa  forme  celle  de  Savary. 
Interprétation       Nous  allons  chercher  à  interpréter  k. 

On  a,  en  général,  pour  racoélération  absolue  d'un  point  (jl-,  t/,  z) 
animé  d'un  mouvement  relatif, 

T  f  ,  àïl       ^  /    dz  dy\       d^x 

,  ,  ,        dH      ^/   dx         dz\      d'y 

T  ,  ,         dn       .(   dy         dx\       d*z 

xVppliquons  ces  formules  au  mouvement  absolu  du  point  I.  Puisque 
ID  est  la  tangente  aux  courbée  I^,  I^,  eu  appelant  V  la  valeur  commune 
à  la  vitesse  relative  et  à  la  vitesse  absolue  (vitesse  propre)  du  centre 
instantané,  on  a,  dans  le  système  d'axes  adopté, 

en  même  temps  que  p  =  g  =  q'  =  0,  r  =  co.  On  a  alors 

_  d^x 

d'un  autre  côté,  les  coordonnées  du  centre  instantané  I  sont  d'une  façon 
générale  égales  à 

(Il  (i>  fa> 

ou  «a  =  +  k^p*  <f>  9*  -4-  r*;  on  a  dono  «i  pariieuliar 


dx 
dt 


dt        \w        «»>'    / 
-7= 2—; ^,.  +  2  —  rR. 


d 
d 
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dcc 
Faisons  p  =  q=z  0^  il  viendra,  puisque  V  est  la  valeur  de  -r-  et 

at 


que  r  =  w, 

dx       «' 
at        u) 

dt*~    ià       -  u» 

mais  de 


on  tire 


0)*  =  p*  -+-  g*  4-  r* 

wo)'  =  pp'  4-  ^g'  -I-  rr' 
0)'*  4-  (i)u)'  =pp'  +  gg'  +  rr'  +  p'*  H-  g'*  H-  r'% 

et  en  faisant  p  =  g  =  0,  g'  =  0,  w  =  r,  il  reste 

en  sorte  que  Ton  a  simplement 

dt»  w«     ' 

Les  expressions  de  Ja,c>  Ja,v,  <r«,z  deviennent  ainsi 

_d'a; 


'a,x 


d(< 


Ja.»  —  "~7"  K» 

U)" 

Considérons  le  grand  cercle  normal  à  la  fois  aux  deux  roulettes  Iy>  I» 
au  point  I,  et  menons  à  ce  cercle  la  tangente  ID'  parallèle  à  0 y,  il  y  a 
un  sens  de  parcours  sur  ce  cercle  qui  a  le  sens  de  ID',  nous  le  pren- 
drons pour  sens  direct.  Ce  grand  cercle  touche  en  des  points  0^  0^ 
les  développées  sphériques  des  courbes  I^^  I^.  Désignons  par  Ry>  ïl^ 
les  angles  I00/>  I00„  décrits  dans  le  sens  direct  de  I  vers  Oyet  de 
I  vers  0^. 

Les  coordonnées  de  0/  seront 

0,      R  sin  Ry^      R  cos  Ry^ 
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Or,  la  droite  00/  est  normale  au  plan  osculateur  en  I  à  I^ 
00^  est  donc  rectangulaire  avec  J^  et  Ton  a,  en  conséquence, 

0  =  O.J«,aï  4-  Il  sin  R/.  J«,y  +  R  cos  R/.  Ja,« 


ou 


ou  encore 

p       p*K  dt  ^    '^ 

De  même,  comme  00^  est  normale  au  plan  osculateur  à  I^,  elle  est 
rectangulaire  avec  l'accélération  relative,  on  a  donc 

0.  ^H-RsinR«^4-RcosR«^  =  0, 

d*z 
ou  encore,  eu  égard  à  la  valeur  de  -r^> 

di" 

^Tij^  57Î  =  eotg  R., 

d'où  par  soustraction 

1         0)«  1  1 


k      p'        tangRjr      tang  R^ 


9 


formule  qui  complète  l'analogie  avec  le  cas  du  plan. 

On  en  conclut  sans  peine  la  propriété  suivante  du  centre  de  cour- 
bure sphérique  de  la  trajectoire  d'un  point. 

Soient  A  le  grand  cercle  mené  par  le  centre  instantané  I  et  le 
point  mobile  M,  M  le  grand  cercle  mené  par  le  centre  instantané  I 
normalement  à  A,  les  grands  cercles  M0„  et  [AOy^  où  p.  est  le 
centre  de  courbure  cherché  se  coupent  en  H  sur  1\ 


Angles  d'Euler. 

70.   Dans  certaines  questions,  il  est  nécessaire  de  savoir  repré» 
senter  analytiquement  au  moyen  du  nombre  minimum  de  variables 
le  mouvement  d'un  trièdre  mobile  par  rapport  à  un  triëdre  fixe  de 
même  sommet.  On  arrivé  à  ce  but  en  employant  les  angles  d'EuIcr^ 
CinéniaUtiue.  13 
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Soient  Oxyz  et  Ox^y^z^  les  deux  triëdres  trirectaDgles  mobile  et 
fixe  ;  coupons-les  par  une  sphère  ayant  son  centre  en  leur  sommet  com- 
mun 0.  Désignons  par  ac,  y,  z,  acp  y^^  z^  les  traces  des  axes  Ox,  Oy, 
Ozy  Ox|,Ot/i,  Ozj  sur  cette  sphère  et  par  N  un  des  deux  points  d'inter- 
section des  grands  cercles  xy 
et  X|i/|.  Une  rotation  directe 
autour  de  O2,  amènera  Ox^ 
sur  ON;  appelons  ^  Tampli- 
tucle  de   cette   rotation.   Une 
autre  rotation  directe  autour 
de  Oz  amènera  ON  sur  Ox, 
appelons®  son  amplitude;  en- 
fin comme  &N  est  perpendi- 
Fig.ôi,  culaire  au   plan   z^Oz,    une 

rotation  autour  de  ON  dans  le  sens  direct,  d'amplitude  6»  amènera 
Oz^  sur  Oz. 

Les  angles  0,  ^y  <{/  connus  permettront  de  trouver  la  position  du 
trièdre  Oxyz  par  rapport  au  trièdre  Ox^y^z^.  En  effet,  on  aura  ON 
par  une  rotation  directe  ù  de  Ox^  autour  de  Oz^;  on  aura  Oz  par 
une  rotation  directe  6  de  Oz^  autour  de  ON,  et  enfîn  Ox  par  une 

rotation   directe  9  de  ON   autour   de  Oz;  en  ajoutant  -  à  cette 

dernière  rotation  on  aura  Oy. 
Expressious         Quand  le  trièdre  Oxyz  subit  un  déplacement  infiniment  petit,  les 
dô  p,q,  r  eu     trois  angles  varient  infiniment  peu  et  Ton  peut  regarder  la  rotation 
unulcsd'Eulcr.   îï^stantanée  comme  résultant  des  trois  rotations  qui  naissent  de  lu 

variation  de  ces  angles.   Nous  aurons  donc,  pour  obtenir  la  rota- 

tion  instantanée,  à  composer  une  rotation  tj^'  =:  -—  autour  de  Oz,; 

do  dO 

une  rotation  &'  =  --^  autour  de  Oz;  une  rotation  0'  =  ---  autour  de 

di  at 

ON.  On  peut  représenter  ces  rotations  par  des  segments  portés  par 
leui's  axes  respectifs  ;  les  sommes  des  projections  de  ces  segments  sur 
Oxy  Ot/,  Oz  seront  les  projections  j:),  9,  r  de  la  rotation  instantanée. 
Nous  aurons  donc 


l>  =  0^'  cos  {z^x)  4-  9'  cos  {zx)  -h  h  cos  (Nx), 
g  ==  i}*'  cos  (z,i/)  +  o'  cos  (zy)  -+-  0'  cos  (Ny)j 
r  =  »y  cos  (z,c)  -f-  ©'  cos  (zz)  4-  V  cos  (Nz). 
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Observons  qu6 

cos  {zx)  =  tos  (zy)  =r  cos  (Nz)  =  0,      oos  {zz)  =:  1, 
cos  (Nx)  =  C08  ç,      cos  (Nj/)  =  cos  f  f  4-  r)  =  —  siii  ç, 
cos  (zj  2)  ==  cos  8, 

il  viendra 

-•- 

p  =z^'  cos  {t^x)  -h  6'  cos  f , 
^  =  <J;'  cos  (Zjt/)  —  0'  sin  ç, 
r  =  'V  cos  0  4-  ç' . 

Nous  n'avons  à  calculer  que  les  deux  cosinus  cofi  (^|^)i  cos  (z^y). 
Menons  les  grands  cercles  z^x  et  z^N,  le  triangle  sphérique  z^xN 
nous  donnera 

cos  (ZjX)  =  coe  («4lî).cos  (Nx)  4-  «in  («|N).mti  (Nx)  cm  (xNzj). 

Or  Z|N  =  ->  il  reste  donc 

COS  (Zjx)  =  4-  sin  (Nx)  cos  (xNz^); 
Mais 

Nx  =  (p,      xNZj  =  ^  —  y^Nx  =  -  —  6, 
donc 

cos  (2|X)  =  4-  sin  ç.sin  0. 

On  peut  observer  qu'on  passe  àAxky  en  changeant  ?  en  f  +  ^) 
on  a  donc 


cos  (z^y)  =  4-  eofl  ^ .sin  %^ 


et  finalement 


p  =  ^'  sin  f  «in  d  4^  0*  cos  ^  5 
g  r=  4^'  cos  f  siu  0  —  0'  dn  ^^ 

1"=:^'  cos  9  4-  f'. 

Expression         j^^^^  quelques  problèmes  on  peut  aToir  besda  de  calculer  les  neut 
diix^cieurs.     (^siilus  directeurs  en  foiiction  de  0,  ç,  ^«  La  méthode  suivie  pour 
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Expressions 
l'ationnelles 

des 
neuf  cosinus. 


t^OrraUIes 

d'Olinde 

Uodrig^es. 


/\ 
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cos  {z^x)  permet  de  former  le  tableau  de  ces  neuf  cosinus  : 


/X. 


cos  {xx^)  =  cos  9  cos  4^  -^  sin  9  sin  ^  cos  0, 
cos  (xi/|)  =  cos  9  sin  t{;  +  sin  9  cos  <];  cos  0, 
cos  (x  Z|)  =  sin  9  sin  h; 

cos  (yx^)  =  —  sin  9  cos  4^  —  cos  9  sin  ^  cos  6, 
cos  (yyi)  =  —  sin  9  sin  (]/  +  cos  9  cos  ^  cos  0^ 

cos  (i/Z|)  =  cos  9  sin  0. 

/\ 
cos  (zx^)  =  sin  ^  sin  6, 

/\ 
cos  (^î/i)  =  —  cos  4^  sin  Oy 

cos  (2  Zj)  =  cos  6. 

Si  y  dans  les  formules  précédentes,  on  exprime  les  lignes  trigouo- 
métriques  des  arcs  9,  (]/,  0  en  fonctions  rationnelles  de  trois  para- 
mètres ly  m,  n  qui  seront  par  exemple  les  tangentes  des  moitiés  de 
ces  arcs,  on  obtiendra  pour  expression  des  neuf  cosinus  des  fonctions 
rationnelles  des  paramètres  ly  m^n. 

On  arrive  à  des  expressions  rationnelles  plus  symétriques  en 
opérant  de  la  façon  suivante  : 


Posons 


.    e       ^  —  9 

t  =:  sm  -  cos         ■   > 

M  À 


u  = 


.    0    .    tj^  — 9 
sm  -  sm  -^* , 


e  .  * 

u  =  cos  r-  sm  ^-— 

Je  M 


9 


«ti 


0        o 
10  =  —  cos  -cos  —-^ 


î. 


on  constate  tout  d'abord  que  ces  fonctions  sont  liées  par  l'équation 

Unique 

t*  4-  w*  +  V*  +  to*  =  1, 

on  trouve  ensuite  que  les  formules  précédentes  qui  fournissent  les 
neuf  cosinus  peuvent  s'écrire,  avec  ces  notations  : 

cos  {Xy  aC|)  =  t*  —  w'  —  v'  -f-  w^y    cos  (t/,  aC|)  =  2  (f  u  +  vw), 
cos(x,  t/|)=2(tw  — ru;),  cos  (y,  y^)  =  '^t*  4-  u*  —  v*  -*-  u;*, 

cos{Xy  z^)  =2{tv  -{-uw)y  cos  (y,  z,)  =  2(vu  —  tw)j 

cos  (z,  Xj)  =  2  (t  V  —  uw)y 
cos  (z,  !/j)  =  2  (w V  H-  <  w), 

cos  {Zy  ?,)  =:  —  t*  —  u'  4-  V*  +  t^'. 
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Au  Heu  des  variables  Oy  f ,  ^  dont  t,  u,  v^  w  sont  des  fonctions, 
introduisons  cinq  variables  homogènes  X,  [x,  v,  p,  a  en  posant 

.X  JA  V  p 

a  Q  (7  •  5- 

Les  variables  X,  [x,  v,  p,  9  seront  liées  par  Téquation 

^1     .        •     .        I     .         «  X*  +  JA*  -f-  V*  -4-  p* 

or' 

et  les  expressions  des  neuf  cosinus  deviennent,  en  y  remplaçant  c* 
par  sa  valeur  tirée  de  cette  dernière  équation 

/        \       X*  —  !*•  —  V*  4-  p* 
cos  (x,  x^)  =  -j       *^  «^ 


oos 


cos 


X*  -f-  pi*  4-  V*  4-  p* 
(^,,x_       2(X>.-vp) 


to  ,x_       2(Xv4-fxp) 


X*  4-  [jl'  4-  V*  4-  p 
"^  ^^'  ^*^  -  X«  4-  iA«  4-  v«  4-  p« 

«» (2/, y»)  =  ^^^ ^  ""^  "*"^ 


cos 


cos 


cos 


X*  +  lA*  4-  V*  4-  p* 
vy>  ^i)  —  ÎTT— rTTTTTl 


X*  4-  IX*  4-  V*  -H  p 
^^'  ^*^  ""  X«  4  u«  4-  v«  4-  p« 


COS  (z,  Zj) 


IX*  4-  V-  4-  p' 
_— X«--[X«4-v«4-p\ 
X"  4-  [x*  H-  V*  4-  p" 


Ces  formules  où  X,  (x,  v,  p  sont  des  quantités  arbitraires  qu 
n'interviennent  que  par  leurs  rapports,  portent  le  nom  d'Olinde 
Rodrigues.  Elles  se  prêtent  particulièrement  aux  recherches  de 
géométrie  algébrique  sur  le  mouvement  d'un  corps  solide.  C'est  ainsi, 
par  exemple,  que  M.  Darboux  en  a  déduit  divers  mouvements  très 
remarquables;  dans  certains  les  points  de  la  figure  décrivent  tous 
des  coniques;  dans  d'autres,  où  les  paramètres  indépendants  sont  au 
nombre  de  deux,  les  points  de  la  figure  décrivent  tous  des  surfaces 
4e  Steiner, 
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CHAPITRE  IX 


Mouvement  continu  le  plus  général  d'un  corps  solide. 


71,  Lg9  obapUr6ii  précédenU  nous  ont  offert  deux  exemples 
particuUers»  mais  importants,  du  mouvement  d'un  corps  soli.le. 
Moins  important  au  point  de  vue  des  applications,  le  cas  général 
se  prête  à  une  étu()e  analogue  dont  nous  aUons  tracer  les  traits 
essentiels. 

Dans  les  deux  cas  considérés  précédemment,  la  distribution  des 

vitesses  se  réduisait  à  une  simple  rotation;  oetle  circonstance,  qui 

peut  se  présenter  dans  des  cas  plus  généraux,  entraine  pour  le  mou* 

vement  coqtinu  des  propriétés  particulières  qui  n'appartiennent  pas 

au  cas  général, 

Courbes  liées       Constatons  d'pbord  qu'une  courbe  C  liée  à  la  figiire  mobile  n'a  pas, 

à  la  en  général,  d'enveloppe  sur  la  surface  qu'elle  décrit.  Cherchons,  en 

oÀ^^ui  ont  «ne  ^^^^^  ^^^  courbe  C  qui  ait  une  enveloppe,  c'eatfà*dire  qui,  à  chaque 

enveloppe,     instant,  touche  une  courbe  (C)  par  un  de  ses  points  P.  Ce  point  P  est 

mobile  à  la  fois  sur  la  courbe  C  et  sur  l'enveloppe  (C);  la  première 

oourbe  est  sa  trajectoire  relative,  la  seconda  est  sa  tn^^toire  absolue. 

Puisque  ces  deux  courbes  se  touchent,  par  hypothèse,  au  point  P,  il 

faut  que  la  vitesse  absolue  et  la  vitesse  relative  de  P  soient  portées 

par  une  même  droite,  tangente  commune  &  ces  deux  courbes.  La 

vitesse  d'entraînement  du  point  P  est  donc  elle  aussi  portée  par  celle 

tangente  et,  par  suite,  on  exprimera  le  contact  des  courbes  C  et  (C) 

en  écrivant  que  la  vitesse  relative  de  P  est  portée  par  la  même  droite 

que  la  vitesse  d'entratnement.  Nous  aurons  ainsi,  X  désignant  un 
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coefGcîent  de  proportionnalité, 

doc 

—  =  X  (Ç  +  g*  —  ry), 

(1)  {  ^  =  X  (ij  +  rx  -  pz), 

dz 

—  =-kQi  +  py  —  qx), 

OÙ  Xy  y  y  z  sont  les  coordonnées  relatives  du  point  P.  On  peut  recon- 
naître par  ces  équations  que  la  courbe  C  ne  saurait  être  prise 
arbitraire. 
Qn  tire,  en  effet,  de  ces  équations 

dx       $  4- q^ — ry        dy       r^ -h  rx  —  pz 

dz      ^ -h  py  —  32c      dz      ^-hpy  —  qx' 

et  comme  p,  9,  r,  ^,  kj,  1^  sont  des  fonctions  connues  du  temps,  en 
éliminant  t  entre  ces  deux  équations  il  en  résultera  une  équation 


*("'î''-£'S)=^' 


que  devra  vérifier  la  courbe  G. 

Si  l'on  veut  avoir  les  courbes  G  qui  ont  une  enveloppe,  il  est  préfé- 
rable de  conserver  les  équations  (1),  où  X  désigne  une  fonction  arbi- 
traire  du  temps.  Si  Ton  sait  trouver  toutes  les  fonctions  a;,  1/,  z,  X  qui 
vérifient  ces  équations,  on  sait  trouver  toutes  les  courbes  G  qui,  liées 
à  la  figure  mobile,  offrent  la  propriété  d'avoir  une  enveloppe. 
On  trouve  par  Je  vais  prouver  que  le  problème  peut  être  ramené  aux  quadratures. 
^^^  Il  me  suffira  d'appliquer  à  ce  problème  une  méthode  d'intégration 

quadratures       ,        ,    ,,     ^     ,  .  ,         ,  .         .         1      r..      ,.   1 

toutes  les      ^"®  ^  ^*  Darl^oux,  et  qui  ramène  a  une  équation  de  Riccati  la 
courbes  douées  recherche  du  mouvement  continu  quand  les  rotations  sont  données, 
d'euvoloppe.        Observons  d'abord  que  si  l'on  considère  le  système  d'équations 
différentielles 

_  =  X  (gz  —  ry), 
(2)  (  g  =  X(raî-pz), 

^=X(p2/-^aî), 
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la  variation  des  constantes  arbitraires  permettra  de  déduire  par 
quadratures  des  intég^les  du  système  (2)  les  intégrales  du  système  (1). 
Le  système  (2)  n*est  autre,  en  effet,  que  le  système  (1)  privé  des 
termes  XÇ,  Xifj,  XÇ. 

Cherchons  donc  à  intégrer  le  système  (2). 

Pour  intégrer  le  système  de  la  forme 


(2)' 


dx 

dt  ~ 

:ry  • 

-qz. 

dt~ 

pz  • 

—  rx. 

dz_ 

dt  ~ 

qx- 

-pyy 

M.  Darboux  observe  que  pour  tout  système  Xy  y  y  z  de  solutions  on  a 

x*  +  t/'  4-  2*  =  const., 

ce  que  nous  avons  du  reste  déjà  vu  au  no  40  (page  122).  La  constante 
n'est  pas  nulle  en  général,  et  en  multipliant  Xy  y  y  z  par  un  même 
nombre  constant  on  peut  réduire  à  1  cette  constante. 
Nous  aurons  alors 

ic*  4-  2/*  +  2*  =  1, 

ce  qui  nous  permet  de  poser,  te,  v  étant  deux  variables  indépen- 
dantes, 

,^.                      1  —  uv                 .  1  4-  u V                u  -f-  V 
(.j)  a?  =: y     y=^t >     «  = y 

u  —  V  u  —  V  tt  —  V 

m 

et  nous  trouverons,  en  remplaçant  x,  t/,  z  par  leurs  valeurs  dans  les 
équations  (2)',  que  u,  v  doivent  vérifier  une  même  équation  de 
Riccati,  à  savoir  (Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces, 
t.  I,  p.  22)  : 

(4)  _  =  _,„4--^4--^a'. 

Les  équations  (2)'  sont  les  équations  (3)  du  no  40  (page  121).  On 
voit  donc  comment  le  passage  des  rotations  au  mouvement  continu 
se  fait  par  une  équation  de  Riccati. 

Appliquons  ceci  au  système  (2)  qui  ne  diffère  de  (2)'  que  par  le 
phangement  de  p,  9,  r  en  —  Xjo,  —  Xç,  —  Xr.  Au  moyen  du  même 
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raisonnement  nous  verrons  qu'on  peut  exprimer  oc,  t/,  z  en  fonction 
de  deux  paramètres  ti,  v  par  les  formules  (3)  et  que  ti,  v  doivent 
vérifier  l'équation  de  Ricealî. 

Mais  puisque  X  est  une  fonction  arbitraire  de  (,  on  pourra  choisir  X 
de  manière  à  connaître  a  jsrtori  une  intégrale  de  Téquation  de  Riccati. 
Dès  lors  on  obtiendra  par  quadratures  l'intégrale  générale  de  cette 
équation.  On  aura  ainsi  par  quadratures  la  solution  générale  du 
système  (2)  et  par  trois  autres  quadratures  la  solution  générale  du 
système  (1). 

Ainsi,  malgré  que  le  problème  du  mouvement  fini,  quand  on 
donne  les  rotations,  dépende  d'une  équation  de  Riccati  irréductible, 
toutefois  on  peut  déterminer  par  quadratures  les  courbes  liées  au 
corps  qui  ont  une  enveloppe.  Ces  enveloppes  constituent  inversement 
les  courbes  de  l'espace  fixe  qui|  dans  le  mouvement  inverse»  ont  une 
enveloppe. 

Si,  au  lieu  de  procéder  comme  nous  l'avons  fait,  nous  noua  étions 
donné  a  priori  la  fonction  X,  nous  serions  tombé  sur  une  équation 
de  Riccati  (5),  dans  laquelle  on  ne  connaît  aucune  solution  et,  par 
conséquent  irréductible.  C'est  ainsi  que  si  l'on  cherche  les  courbes 
de  la  figure  mobile  qui  passent  par  des  points  fixes,  on  doit  prendre 
X  =  —  4.  Le  système  (1)  devient  alors  celui  dont  dépend  le  passage 
des  rotations  au  mouvement  fini  et  l'équation  de  Riccati  est  alors  exac- 
tement l'équation  (4)  de  M.  Darboux. 
En  général  On  observera  que  si  une  courbe  C  de  la  figure  mobile  touche  une 

\*  y  ^         courbe  fixe  (C),  la  vitesse  absolue  et  la  vitesse  relative  ont  une  diffé- 
'^  '  rence  égale  à  la  vitesse  d'entraînement  du  point  P.  Cette  vitesse 

n'est  Jamais  nulle,  sauf  toutefois  le  cas  intéressant  où  le  mouvement 
hélicoïdal  tangent  se  réduirait  à  une  simple  rotation  et  où  le  point  P 
serait  constamment  sur  l'axe  autour  duquel  elle  s'effectue.  Donc  la 
courbe  G,  tout  en  restant  tangente  à  son  enveloppe  (C),  glisse  en 
général  sur  elle. 

Viration  7S.  On  ne  doit  donc  pas  espëror  de  réaliser  le  mouvement  eontimi 

des  surfaces     jg  p]us  général  d'un  corps  solide  au  moyen  d'un  roulement  sans 

l'écriée^ 

glissement,  comme  nous  l'avons  vu  dans  les  deux  cas  déjà  étudiés. 
Appelons  A/ la  surface  lieu  de  l'axe  du  mouvement  hélieoidal  dans 
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Tespace  fixe  et  A^  la  surface  lieu  du  même  axe  dans  la  figure  mobile. 
A  chaque  instant  Xh  ^^  ^/  ^^^  en  commun  une  génération  A  qui  est, 
à  cet  instant,  Taiia  du  mouvement  béliçoî(j$il.  Ou  va  montrer  que  ces 
deux  surfaces  réglées  se  raçcordeiit  à  çhctque  instant  suivaiit  cette 
droite. 

Prenons,  en  effet,  un  point  M  sur  la  droite  A  et  observons  que  la 
Irigectoire  absolue  de  M  est  une  courbe  tracée  sur  Ay^  tandis  que  sa 
trajectoire  relative  est  tracée  sur  A^.  Le  plan  mené  par  A  et  par  la 
vitesse  relative  V^  est  tangent  en  M  à  A^  ;  le  plan  mené  par  A  et  la 
vitesse  absolue  V^  est  tangent  en  M  à  Ays  Or,  la  différence  géomé- 
trique V^  —  V^  =  V«  représente  la  vitesse  d'entraînement,  laquelle 
est  ici  portée  par  A  puisque  le  point  M  est  sur  Taxe  du  mouvement 
hélicoïdal.  Donc  V^,  V^,  V^  étant  dans  un  même  plan,  il  en  est  de 
même  de  V^,  Vr  et  A.  Les  deux  plans  tangents  ci-dessus  définis  coïn- 
cident donc.  Les  surfaces  Am,  A/  admettent  ainsi  le  même  plan  tan- 
gent en  chaque  point  de  leur  génératrice  commune  A. 

On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Dans  le  mouvement  le  plus  général  d'une  figure  invanable  il 
y  a  toujours  une  surface  réglée  A,,  qui  se  raccorde  à  chaque  ins- 
tant avec  une  surface  régUe  A/  suivant  une  génératrice  recii- 
ligne  A,  qui  se  trouve  être  Vaxe  du  mouvement  hélicoïdal  tangent, 

Reuleaux,  dans  son  édition  française  de  sa  Cinématique,  désigne 
par  le  mot  de  viratior^  le  roulement  particulier  d^  Am  s^r  A/^ 

Si  Ton  ae  reporte  à  la  démonstration  précédente,  on  voit  que 
jamaia  aucune  oourbe  tracée  sur  A^  ne  restera  tangente  à  une  courbe. 
Cetta  seconde  oourbe  devrait  être,  en  effet,  tracée  sur  A/  et  alors,  en 
regardant  la  courbe  tracée  sur  A„  comme  la  trajectoire  relative  du 
point  M  où  elle  est  coupée  par  la  génératrice  A,  on  voit  que  les 
vitesses  V«,  V^  devraient  être  portées  par  une  même  droite.  Or,  la 
différence  géométrique  V.  -^  V^  est  égale  à  la  vitesse  d'entralnerpent, 
qui  est  le  glissement  ftco  suivant  Taxe  A.  Donc  les  vitessQS  V«  et  V^  ne 
pourront  être  portées  par  une  même  droite  que  dans  deux  cas  :  1<^  si 
V«  est  nul,  ce  qui  exige  /i  =  0,  et  alors  le  mouvement  hélicoïdal  tan- 
gent se  réduit  à  une  rotation;  ^  si  V«  est  dirigée  suivant  A,  auquel 
oaa  V,.  est  aussi  dirigé  suivant  A,  alors  A/  et  A^  sont  deux  développa- 
blea  dont  les  arêtes  sont  constamment  en  contact- 

Nous  allons  étudier  ces  divers  cas« 
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Cas  où  il  existe  à  chaque  instant  une  rotation 

tangente. 

73.  Supposons  d'abord  le  cas  où  le  mouvement  hélicoïdal  tangent 
se  réduit  à  une  simple  rotation.  On  en  sera  averti  par  ce  fait  que 
l'expression 

pÇ  +  gifj  +  r;  =  0 

sera  mille  sans  que  p,  qy  r  le  soient  ;  si  p^  9,  r  étaient  nuls  constam- 
ment nous  aurions  à  chaque  instant  une  translation  tangente  et  (p.  31) 
le  mouvement  se  réduirait  à  une  translation  continue. 
Applicabilité        Dans  le  cas  d'une  rotation  tangente^  tous  les  points  de  l'axe  instan- 
des  surfaces     tané  A  ont  alors  une  vitesse  d'entraînement  nulle;  je  vais  montrer 
si  le  glissement  V^^  ^^  Burfaces  A/>  1^,  qui  se  raccordent  suivant  cet  axe  A,  sont 


I  est  nul.        en  outre  applicahles  Vune  sur  Vautre. 


En  effet,  reprenons  un  point  M  mobile  sur  l'axe  A,  soient  C^  sa 
trajectoire  sur  A»  et  C/sa  trajectoire  sur  A/;  nous  avions  trouvé  précé* 
demment  V^  =  V^  +  V«;  puisque  V,  est  ici  nul,  on  a  simplement 

Il  en  résulte  que  la  courhe  C^  roule  sans  glisser  sur  la  courbe  C^ 
Gomme  on  peut  régler  le  mouvement  de  H  sur  A  de  sorte  que  Q.  soit 
une  courbe  quelconque  de  A,.,  on  voit  que  dans  le  mouvement  toute 
courbe  G»  tracée  sur  A»  roule  sans  glissement  sur  une  courbe  corres- 
pondante tracée  sur  A/. 

Au  co^rs  du  mouvement  tout  point  P  de  A»  vient  s'appliquer  sur 
un  certain  point  Q  de  A/;  en  sorte  que,  par  suite  de  ce  mouvement, 
une  correspondance  se  trouve  établie  entre  les  points  P  de  A»  et  les 
points  Q  de  Ayv  Quand  P  décrit  G^  sur  A,.,  Q  décrit  G/  sur  A/;  or, 
d'après  la  propriété  du  roulement  sans  glissement  des  courbes  C^  et 
Cfy  un  arc  de  Gy  se  trouve  être  égal  à  son  homologue.  La  correspond 
dance  ponctuelle  entre  les  surfaces  est  donc  de  telle  nature  que  les 
longueurs  des  arcs  homologues  sont  égales;  il.en  résulte  que  les  deux 
surfaces  réglées  sont  applicables  l'une  sur  Tautre  et  la  correspon- 
dance considérée  réalise  cette  application* 


réglées. 
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Dérormation        La  déformation  des  surfaces  réglées  sans  altération  des  arcs  est 
**^*  *  w^*^^**     ainsi  rattachée  à  la  question  du  mouvement  d'un  corps  solide.  En 

sorte  que  le  problème  de  la  déformation  des  surfaces  réglées  coïncide 

avec  le  suivant  : 

Une  surface  réglée  \,  étant  donnée,  trouver  totÂS  les  mouve- 
ments dans  lesquels  cette  surface  vire  sans  glisser  sur  une  autre 
surface  réglée  A/. 

Le  problème  se  ramène  aux  quadratures. 

Soient,  en  effet,  a,  &,  c,  I,  m,  n  les  cosinus  directeurs  et  les  moments 
d'une  génératrice  À  de  A»)  cosinus  et  moments  pris  par  rapport  à  un 
trièdre  lié  invariablement  à  la  surface  A^*  On  peut  regarder  ces  six 
coordonnées  comme  des  fonctions  connues  du  temps  t.  Désignons  par 
Py  ^y  ^>  ^>  "^9  ^  l^s  coordonnées  de  la  rotation  instantanée.  Cette  rota- 
tion ayant  lieu  autour  de  A^  on  doit  avoir 

j!>  =  a.(i>,      g=rb.(i),      r  =  c.o), 

et  II)  est  l'amplitude  de  la  vitesse  angulaire,  laquelle  est  une  fonction 
inconnue  du  temps.  Pour  résoudre  le  problème  dans  toute  sa  géné- 
ralité il  suffira,  pour  chaque  détermination  de  o),  de  chercher  à  passer 
des  rotations  au  mouvement  fini,  question  qui  est  équivalente  à  l'inté- 
gration des  équations 

^-hÇ^-gz  — ry=0, 

dy 

^  +  Tj  4-  r«  —  p2  =  0, 

at 

dz      '  ^ 

Ot,  ici,  ces  équations  s'écrivent 

d»c 

-^  4-  w  (I  +  bz  —  cy)  =  0, 

du 
(6)  <   -T~  4- «(m-i-ca;  —  a2)  =  0, 

*    at 

dz 

^  -f-  w  (n  4-  cty  —  bx)  =  0. 

Nous  tombons  donc  sur  des  équations  qui  ont  la  forme  des  équd- 
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lions  (1)  du  n^  71.  Nous  avons  vu  comment  on  pourra  profiter  de 
la  fonction  arbitraire  o)  pour  ramener  le  problème  à  des  quadra- 
tures. 

Les  équations  (6)  ont,  du  reste,  une  signification  intéressante. 

Supposons  qu'on  ait  pris  pour  ta  une  certaine  fonction  «d^,  en  sorte 
que  le  système  des  rotations  pj  q^ry^j-q^li  est  défini.  Si  Ton  veut 
les  courbes  liées  à  A,„  qui,  dans  le  mouvement  ainsi  défini,  ont  une 
enveloppe,  il  faudra  former  les  équations  (1)  du  n^  71  relatives  à  ce 
problème,  c'est-à-dire 

dûR 

-^  =  X(i)^  (I  H-  bz  —  cy)y 

(7)  (  -y  =  Xa).(m  +  ex  —  az), 

dz 

—  =  Xwo  (h  4-  ay  —  bx). 

Mais  comme  X  est  une  fonction  arbitraire,  de  même  que  tù  Test 

dans  les  équations  (6),  on  voit  que  les  équations  (7)  ne  diffèrent  pas 

des  équations  (6). 

Iiemai  que  sur      On  en  peut  conclure  ce  fait  curieux  que  quelle  que  9oit  la  surface  A/ 

les  courbes  a    g^^,  laquelle  A-  vire  satis  glisser,  les  courbes  liées  à  A-,  gui  ont  une 
enveloppes  ^  -m  if  j  -»  :f 

liées  à  la  enveloppe  sont  toujours  les  mkmes. 
sui'facc  Am.  Cette  remarque  pourrait  avoir  des  applications  industrielles.  Sup- 
posons, en  effet,  qu'on  ait  construit  un  équipage  des  courbes  C  liées 
invariablement  à  A,h*  Le  même  équipage  pourra  servir  à  rouler  en 
glissant  et  à  guider  ainsi  le  roulement  sans  glissement  de  A,,  sur 
plusieurs  autres  surfaces  Ay>  A/,  munies  chacune  d'équipages  corres- 
pondants. On  évitera  ainsi  de  munir  A^  d'un  équipage  spécial  pour  son 
roulement  sur  A/>  d*un  autre  équipage  spécial  pour  son  roulement 
sur  A/...* 

Le  fait  de  la  réduction  aux  quadratures  du  problème  que  l'on  vient 
de  résoudre  est  en  concordance  avec  cet  autre  que  la  détermina^ 
tion  des  surfaces  réglées  applicables  sur  une  surface  réglée  donnée 
contient  une  fonction  arbitraire  et  se  résoud  par  quadratures.  (Voir 
Darboux,  Leçons^  t.  III,  p.  297.) 
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Roulement  des  développables  et  des  courbes 

gauches. 

Cas  oà  Am,  ^f      74.  Il  peut  arriver  que  les  surfaces  réglées  A^»  A/  soient  toutes 

sont  des        développables.  La  propriété  du  raccordement  démontrée  dans  le  cas 

général  prouve  que  Tune  n'est  jamais  seule  développable  sans  l'autre; 

car  si  le  plan  tangent  est  le  même  tout  le  long  de  A  pour  Tune,  il  doit 

en  être  de  même  pour  l'autre. 

La  condition  pour  que  A^  soit  développable  est  aisée  à  trouver.  Les 
coordonnées  de  Taxe  A  sont  proportionnelles  à 

î>>  g»  »•>      Ç  —  '*P>      fï  —  '*?»      Ç  —  hr, 
la  condition  cherchée  s'écrit 

dp.d  (Ç  —  hp)  +  dq.d  (t;  —  hq)  -{-  drd{X,  —  hr)  =  0. 

Mais  nous  ne  l'utiliserons  pas. 

Appelons  Â^  l'arête  de  rebroussement  de  Am>  A/  celle  de  A/,  ces 
arêtes  pouvant  du  reste  se  réduire  à  des  points  si  les  développables 
sont  des  cônes*  Soient  A  le  point  où  l'axe  A  du  mouvement  hélicoïdal 
touche  A^,  Ya9  ^ry  V<.  les  vitesses  absolue,  relative  et  d'entraînement 
de  A. 

La  vitesse  relative  VV  et  la  vitesse  d'entraînement  V^  du  point  A 
sont  toutes  deux  portées  par  l'axe  A  ;  il  en  est  donc  de  même  de  la 
vitesse  absolue  Y«.  Il  en  résulte  que  la  trajectoire  absolue  du  point  A 
est  une  courbe  à  laquelle  A  est  tangente,  cette  trajectoire  est  donc 
l'arête  de  rebroussement  A^de  A/v  Ainsi  dans  le  mouvement  la  courbe 
A^  reste  tangente  à  A^^et  a  constamment  avec  elle  le  même  plan 
osculateur. 

Cependant  on  ne  peut  dire  que  A^  roule  sans  glissement  sur  A^  car 
la  vitesse  d'entraînement  V«  du  point  A  n'est  point  nulle.  Le  glisse-^ 
»  ment  ne  cessera  d'exister  que  si  V«  est  nulle,  c'est-à-dire,  puisque 
V«  est  égale  à  la  translation  suivant  Taxe,  que  le  contact  des  courbes 
A»,  Ay  ne  se  produira  sans  glissement  que  dans  le  cas  déjà 
étudié  où  ily  aà  dic^ue  instant  une  rotation  tangente. 
Gag  des  cônes.       Observons  encore  que  si  A.,  est  un  cône,  la  vitesse  relative  du 
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point  Â  est  nulle,  la  vitesse  absolue  du  point  A  est  é^ale  à  sa  vitesse 
d'entraînement,  et  dans  le  mouvement  le  cône  roule  sur  la  dévelop- 
pable  A/  pendant  que  son  sommet  décrit  la  courbe  Â^. 

Inversement,  si  A/  est  un  cône,  la  vitesse  absolue  de  Â  est  nulle, 
la  vitesse  relative  de  A  est  égale  et  opposée  à  sa  vitesse  d'entratne- 
ment;  elle  est  encore  dirigée  suivant  l'axe  1.  Pendant  le  mouvement, 
la  développable  A»  roule  sur  le  cône  \f,  tandis  que  l'arête  A^  passe 
constamment  par  le  sommet  fixe  du  cône  \f. 

Si  l'une  des  deux  surfaces  A/,  A^,  est  un  cône  et  si,  en  même 
temps,  on  se  trouve  dans  le  cas  où  le  mouvement  hélicoïdal  se  réduit 
constamment  à  une  simple  rotation,  on  voit  que  la  seconde  surface 
doit  être  également  un  cône.  En  effet,  de  la  relation  V«  =  V^  -f-  V] 
on  tire,  puisque  V,  =  0,  la  relation  V.  =  V^.  La  vitesse  absolue  et 
la  vitesse  relative  du  point  A  sont  donc  nulles  en  même  temps. 
Roulemct.t  Revenons  au  cas  général  où  les  surfaces  A/,  K^  ne  sont  pas  des 
des  cou  bes.  cônes,  mais  bien  des  développables.  Les  arêtes  A/,  A^  de  ces  dévelop- 
pables  ont  à  chaque  instant  le  même  trièdre  T  formé  par  la  tangente, 
la  normale  principale  et  la  bi-normale.  Seulement,  la  normale  princi- 
pale n'est  pas  forcément  dirigée  vers  le  centre  de  courbure,  en  sorte 
que  le  rayon  de  courbure  aura,  comme  le  rayon  de  torsion,  un  signe. 
Nous  avons  vu  à  la  page  124  que  si  l'on  suppose  une  courbe 
parcourue  avec  une  vitesse  égale  à  l'unité,  les  rotations  du  trièdre 
entraîné  par  la  courbe  ont  pour  coordonnées 

1,  0,  0,    -^,     0,     1; 

si  l'on  suppose  que  la  courbe  soit  parcoui*ue  avec  la  vitesse  V,  il 
suffit  évidemment  de  multiplier  par  V  toutes  ces  quantités  pour 
obtenir  les  véritables  valeurs  des  coordonnées  du  système  des 
rotations. 

Prenons  donc  le  trièdre  T,  qui  est,  comme  nous  l'avons  dit,  com- 
mun aux  deux  courbes  Ay^  A^. 

Appelonis  V^  la  vitesse  absolue  du  point  A,  c'est-à-dire  sa  vitesse 
sur  la  courbe  A/,  Ra,  T^  les  rayons  de  courbure  de  cette  courbe,  les 
rotations  du  trièdre  T  dans  son  mouvement  par  rapport  à  A/ ont  pour 
coordonnées 

V  V 

V       0      0      —1     0       — • 
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De  même,  dans  le  mouvement  par  rapport  à  A^,  les  coordonnées 
des  rotations  du  même  triëdre  T  seront 

V.,    0,  .0,    -  Ji,    0,      1^, 

où  V^  est  la  vitesse  relative  de  A,  c'est-à-dire  sa  vitesse  sur  A^,  et  R^, 
T^  les  rayons  de  courbure  de  A„  (*). 

Dès  lors,  dans  le  mouvement  de  A^  par  rapport  à  Ay,  la  vitesse 
d'entraînement  d'un  point  M  lié  à  A^  et  dont  x,  y,  z  sont  les  coor- 
données relatives  au  trièdre  T,  aura  pour  projections  sur  les  axes  de 
ce  trièdre  (n^  42,  p.  128). 

-'-=^--^--(^-è)"' 

Ces  formules  conviendraient  au  cas  général  où  A^  roulerait  en 
glissant  sur  Ay  et  en  ayant  constamment  avec  Ay  le  même  plan  oscu- 
lateur.  Mais,  dans  le  cas  actuel,  Ox  est  l'axe  du  mouvement  héli- 
coïdal; tous  les  points  de  Ox  ont  la  même  vitesse,  ce  qui  exige  que 

l'on  ait 

V        V 

(8)  r~r  =  ^' 

et  il  reste  alors  simplement 

La  relation  (8)  exprime  le  fait  suivant  : 

Soient  o[/>  c^  les  arcs  des  courbes  indicatrices  sphériques  des  tan- 
gentes des  courbes  Ay>  A^  et  8/,  s^  les  arcs  de  ces  courbes  elles-mêmes, 
comptés  dans  le  sens  du  mouvement  du  point  A,  on  a 

Ry       dt  '  dSf       dt  '      R«        dt  ' 
l'équation  (8)  s'écrit  donc 

(1)  Page  208,  remplacer  Ra  et  Ta  par  ï^ret  T/. 
Cincnialiquc.  14 


210  LEÇONS  DE  CINÉMATIQUE. 

OU  9/  =  7m)  ^n  comptant  les  arcs  à  partir  de  points  correspondants. 
Or,  appelons  T/  le  cône  directeur  des  tangentes  de  k/,  soit  S  le 
sommet  de  ce  cône  et  construisons  à  chaque  instant  le  cône  direc- 
teur Fm  des  tangentes  dç  A„,  ayant  lui  aussi  S  pour  sommet;  les 
diverses  positions  de  F^  s'obtiendront  en  faisant  rouler  ce  cône  sur  le 
cône  Fy>  et  l'équation  précédente  exprime  que  ce  roulement  a  lieu 
sans  glissement. 

Ainsi,  lorsque  deux  développables  roulent  Tune  sur  l'autre  en  se 

touchant  constamment  suivant  une  génératrice  qui  est  à  chaque 

instant  Vaxe  du  mouvement  hélicoïdal,  les  cônes  directeurs  de 

ces  développables  roulent  Pun  sur  l'autre  sans  glissement. 

Cas  où  les         Supposons  en  outre  que  le  mouvement  hélicoïdal  se  réduise  à  une 

développables    aimple  rotation,  le  glissement  suivant  Taxe  étant  nul,  on  a  V-  =  V- 

««Tji.     =  V  et  les  deux  courbes  A^  A«  roulent  l'une  «ur  l'autre  sans  glisser: 

Dans  ce  cas  l'équation  (8)  nous  donne 


en  sorte  que  les  deux  courbes  ont  même  courbure  aux  points  qui 
viennent  en  contact.  Les  formules  (9)  deviennent  alors 

..  =  0,    ».  =  v(i-i).,    v.  =  -v(l-l),. 

Ce  dernier  mouvement  des  courbes  A/,  A„  est  remarquable  à  cause 
de  cette  circonstance  que,  dans  cette  sorte  de  roulement  sans 
glissement  de  A^  sur  A^  l'axe  instantané  de  rotation  est  justement 
la  tangente  commune  aux  deux  courbes,  tandis  que  dans  les 
roulements  que  nous  avions  jusqu'ici  considérés  l'axe  instantané 
était  normal  aux  deux  courbes  roulantes. 


Roulement  général  des  surfaces  réglées. 

75.   Il  est  bon  d'indiquer  ici  quel   rôle   particulier  jouent  les 

surfaces  A^»  A/  et  en  quoi  leur  viration  se  distingue  du  roulement 

ordinaire  avec  glissement. 

distiiictif  Nous  arriverons  à  cette  conclusion  que  dans  la  viration  le  glisse- 

de  la  viraUon.  ment  a  toujours  lieu  suivant  la  génératnce  de  contact,  tandis  que 
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dans  le  roulement  ordinaire  il  y  a  toujours  un  glissement  oblique  à  la 
génératrice  de  contact. 

Examinons  donc  dans  quelles  conditions  une  surface  réglée  roulera 
sur  une  autre  surface  réglée. 

Rappelons  que  pour  avoir  les  points  où  une  surface  S  mobile 
touche  son  enveloppe,  il  faut  chercher  sur  S  le  lieu  des  points  dont 
les  normales  sont  des  axes  de  moment  nul.  Soit  G  une  génératrice 
rectiligne  de  la  surface  S  supposée  réglée;  pour  que  G  fasse  partie  de 
la  courbe  de  contact  de  S  avec  son  enveloppe,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
normales  à  S  tout  du  long  de  G  soient  des  axes  de  moment  nul.  Ces 
normales  forment  un  paraboloîde  et  la  droite  G%  conjuguée  de  G,  doit 
être  une  génératrice  de  ce  paraboloîde  de  même  système  que  G.  Telle 
est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  surface  réglée  S 
se  raccorde  constamment  avec  une  surface  réglée  (S). 

On  peut  donner  à  cette  condition  une  autre  forme.  Soient  M  un  point 
de  la  génératrice  G  et  N  la  trace  sur  G'  du  plan  normal  en  M  à  la 
droite  G;  MN  est  la  normale  en  M  à  la  surface  S. 

Le  plan  mené  par  G  et  par  N  est  noimal  en  M  à  la  surface.  Le  plan 
central  est  le  plan  qui  est  normal  en  un  point  situé  à  Tinfini  ;  or,  si 
M  s'éloigne  à  Tinfîni,  il  en  est  de  même  de  N,  donc  le  plan  central  est 
le  plan  mené  par  G  parallèlement  à  G'. 

Le  point  central  est  le  point  où  le  plan  central  est  tangent;  on 
obtiendra  ce  point  en  cherchant  sur  G  un  point  dont  la  normale  soit 
perpendiculaire  au  plan  en  question.  On  trouve  ainsi  le  point  0, 
pied  de  la  perpendiculaire  commune  aux  droites  G  et  G'. 

Mais  rappelons-nous  que  deux  droites  conjuguées  G,  G'  ont  même 
perpendiculaire  commune  avec  Taxe  A  du  mouvement  hélicoïdal 
{ù9  16,  p.  47).  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Lorsquhine  surface  réglée  S  roule  en  glissant  sur  une  attire 
surface  réglée  qu'elle  touche  en  tous  les  points  d'une  génératrice 
rectiligne  G,  le  plan  ceiitral  est  le  plan  mené  par  G  parallèlemetxt 
à  Vaxe  A  du  mouvement  hélicoïdal  et  le  point  central  est  le  pied 
de  la  perpendiculaire  commune  à  G  et  à  cet  axe  A. 

A  côté  de  cette  propriété  il  en  est  une  autre  qui  la  complète  et  qu| 
a  trait  à  la  valeur  du  paramètre  de  distribution.  Soient  0'  le  pied 
sur  G'  de  la  perpendiculaire  commune  à  G,  G'  et  A  le  point  où  cette 
perpendiculaire  coupe  A  à  angle  droit. 
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Appelons  N'  la  projeclion  du  point  N  sur  le  plan  normal  à  G 
mené  par  0,  6  l'angle  du  plan  mené  par  G  et  N  avec  le  plan  mené 
par  G  et  0'  ;  cet  angle  6  est  celui  du  plan  tangent  en  M  avec  le  plan 

central.  Le  triangle  00' N'  donne 

O'N'  =00'.tange. 

Appelons  a  Taogle  de  G  et  de  G'  ;  le 
triangle  NO'N'  donne 

N'N  =  0'N'.cotga, 

ou,  d'après  la  formule  précédente, 

N'N  =  00'  cotga.tangS; 

Fig,  62.  comme  N'  N  est  égal  à  0  M,  on  voit  que 

fc  =  00'.cotga 

est  le  paramètre  de  distribution. 

Soient  ç,  9'  les  angles  de  G,  G'  avec  A;  Xy  x'  les  distances  AO, 
A 0'  ;  ou  a  trouvé  (p.  50) 


d'autre  part 


X  tang  ç'  =  x'  tang  9  =  —  h^ 


a  =  9'  —  9,      00'  =  x'  —  X. 


En  remplaçant  dans  l'expression  de  k  et  exprimant  9' ,  x*  en  fonction 
X,  9,  h,  on  trouve 

kz=x  cotg  9  —  h, 

formule  qui  ne  met  en  jeu  que  la  plus  courte  distance  x  entre  G  et  A, 
la  tangente  de  l'angle  de  ces  deux  droites  et  le  pas  du  mouvement 
hélicoïdal. 

Le  raisonnement  inverse  de  celui  qui  a  été  fait  montrera  aisément 
que,  réciproquement,  si  ces  trois  conditions  sont  à  chaque  instant 
remplies  pour  une  génératrice  G  de  la  surface  réglée  S,  cette  généra- 
trice fait  partie  de  la  courbe  de  contact  de  S  avec  son  enveloppe,  en 
sorte  que  S  roule  sur  une  surface  réglée.  Mais  ce  mouvement  est 
compliqué  d'un  glissement  oblique  à  la  génératrice  G,  car  si  l'on 
prend  un  point  M  sur  G,  la  différence  géométrique  V«  —  V^  =  V^ 
de  la  vitesse  absolue  et  de  la  vitesse  relative  de  G  est  égale  à  la  vitesse 


Cas  des 

léveloppables. 
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d'entrainement  de  M.  Si  cette  vitesse  d'entraînement  avait  la  direc- 
tion de  G  pour  tout  point  M  de  G,  il  faudrait  que  G  fût  l'axe  du  mou- 
vement hélicoïdal  et  nos  surfaces  réglées  seraient  les  surfaces  A^  et  A^ 

Supposons  comme  cas  particulier  une  surface  développable.  Il  peut 
arriver  qu'à  chaque  instant  une  génératrice  rectiligne  fasse  partie  de 
la  courbe  de  contact  de  la  développable  avec  son  enveloppe;  alors  cette 
développable  roule  continuement  sur  une  autre  développable,  Gber^ 
chons  la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

Soit  G  la  génératrice  de  contact,  il  faut  que  les  normales  à  la  déve- 
loppable le  long  de  G  soient  des  axes  de  moment  nul  du  complexe 
attaché  au  mouvement  hélicoïdal. 

Ces  normales  forment  dans  le  plan  normal  le  long  de  G  à  la  surface 
une  famille  de  droites  parallèles.  Le  pôle  de  ce  plan  est  donc  à  l'in- 
fini dans  la  direction  de  ces  droites;  par  suite,  la  droite  G'  conjuguée 
de  la  droite  G- est  parallèle  à  ces  normales,  ce  qui  montre  que  le 
plan  TC  tangent  à  la  développable  le  long  de  G  est  normal  à  G'.  Cette 
condition  nécessaire  est  évidemment  suffisante,  car  si  elle  est  remplie, 
les  normales  sont  toutes  des  droites  de  moment  nul  et  la  génératrice  G 
est  une  branche  de  la  courbe  de  contact  de  la  développable  avec  son 
enveloppe.  Ainsi  : 

Pour  qu'une  développable  entraînée  dans  le  mouvement  d*un 
système  roule  en  glissant  sur  une  autre  développable,  il  faut  et 
il  suffit  qu'à  chaque  instant  du  mouvement  une  génératrice  de 
cette  développable  admette  comme  conjuguée  dans  le  complexe 
linéaire  une  droite  perpendiculaire  au  plan  qui  lui  est  tangent 
suivant  cette  génératrice. 


Remarques  sur  l'accélération  dans  le  mouvement 

général  d'un  corps  solide. 


Proposition 

générale 

relative  à 

Vaccélération 

d*entralne* 

ment. 


76.  Je  terminerai  ce  chapitre  par  quelques  remarques  générales 
concernant  l'accélération  d'entraînement  d'un  corps  solide  et  qu'il 
n'était  pas  possible  d'énoncer  avant  d'avoir  étudié  le  cas  du  mouve- 
ment autour  d'un  centre  fixe. 

Nous  avons  trouvé  pour  les  projections  de  l'accélération  d'entrai- 
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nemeot  sur  des  axes  liés  au  corps  mobile 

'*,•  =  §!  +  «  «  — r'y  +  —y 

3e.»  =  ^i-^p  y  —  q^  +  'j^' 

où  Ton  a 
2H  =  —  (p»  4-  g*  +  r*)  (x*  +  y*  +  z*)  4-  (pac  +  gy  4-  rz)«. 

Pour  Torigine,  qui  est  un  point  quelconque  0  du  corps  mobile,  ces 
projections  se  t*éduisent  à  Ç|,  yji,  Ci-  Le  termes  qui  s'annulent  au 
point  0  représentent  Taccélération  qu'aurait  le  point  x^  t/,  z  du  corps 
si  celui-ci  tournait  autour  du  point  0  supposé  fixe. 

On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Uaccélération  d'entraînement  de  tout  point  M  d'un  corps 
mobile  est  la  somme  géométrique  de  Vaccélération  d* entraînement 
d'un  point  arbitraire  0  du  corps  et  de  Vaccélération  qu'au- 
rait le  point  M  si  le  coiys,  étant  fixé  par  le  point  0,  tournait 
autour  de  ce  point  en  suivant  la  loi  d'onentation  à  laquelle  il 
obéit  réellement  dafis  Vespace, 

Comme  le  théorème  de  Rivais  nous  fournit  la  loi  d'accélération 
pour  la  rotation  autour  d'un  point  fixe,  on  voit  que  le  théorème  précé- 
dent nous  fournit  la  loi  de  l'accélération  dans  le  cas  le  plus  général. 

On  peut  même  observer  que  si  0  est  le  centre  des  accélérations, 
^v  ^P  (1  étant  alors  nuls,  l'accélération  se  réduit  à  celle  que  donne  le 
théorème  de  Rivais.  On  peut  ainsi  énoncer  ce  théorème  : 

Dans  tout  corps  solide  en  mouvement,  la  distHbution  de  l'accé- 
lération eét  la  même  que  si  le  corps  towmait  autour  du  centre  des 
accélérations,  en  suivant  la  loi  d'orientation  à  laquelle  il  obéit 
réellement  dans  l'espace  (*). 

Application  à        Appliquons  ce  théorème  à  un  exemple^  Prenons,  par  exemple, 
un  exemple.     l 

(1)  Quand  nous  disons  que  le  corps  suit  la  loi  d'orientation  à  laquelle  il  obéit 
réellement  dans  l'espace,  nous  nous  fig-nrons  un  second  corps  identigne  ûm  premier, 
mais  dont  le  point  O  est  fixe  et  qui  tourne  autour  de  ce  point  O,  de  sorte  que  ses 
plans  restent  à  chaque  instant  parallèles  aux  plans  homologues  dans  le  premier 
corps  mobile. 
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deux  courbes  A„,  A/  qui  roulent  Tune  sur  Taulre  sans  glissement, 
mais  en  ayant  même  plan  osculateur.  Le  point  de  contact  A  a,  dans 
ce  cas,  mâme  vitesse  V  dans  les  deux  courbes,  de  plus  (p.  208)  les 
rayons  de  courbure  sont  alors  égaux  (p.  210), 

Si  Pon  prend  comme  triëdre  de  référence  le  trièdre  formé  par  la 
tangente,  la  normale  principale  et  la  bi-normale  qui  sont  communes 
aux  deux  courbes,  nous  avons  vu  (p.  208)  que  les  formules  de  la 
vitesse  d'entraînement  d'un  point  M  lié  à  A^,  dans  le  mouvement  par 
rapport  à  Ay>  se  simplifiaient  beaucoup  et  que  Ton  avait,  œ,  y,  z  étant 
les  coordonnées  du  point  M, 

.,  =  0,      «,  =  v(i-l).,      v.  =  _v(i-l)î,. 

Je  dis  que  dans  ce  mouvement  le  point  de  contact  A  est  le  centre 
des  accélérations. 

Désignons,  en  effet,  par  J^,  J^,  J^,  J^  Taôcélération  absolue,  l'accé- 
lération relative,  l'accélération  d'entraînement  et  l'accélération  com- 
plémentaire du  point  A,  on  a 

(10)  j;  =  r, +  j;  +  j;. 

On  voit  d'abord  que  I^  est  nulle,  car  la  vitesse  relative  est 
tangente  aux  courbes  A/,  A,„  en  A  et  qu'il  en  est  de  même  de 
l'axe  instantané.  £n  second  lieu,  On  a  J^  =  J«.  En  effet,  ces  deux 
accélérations  sont  dans  le  plan  osculateur,  et  ont  comme  projection 

commune  sur  la  tangente  -tt-;  leurs  projections  sur  la  normale  prin- 

CE  w 

yt       yt 

cipale  sont  ^  et  —  9  elles  sont  égales  aussi  puisque  R/  =  R„,  en 

grandeur  et  signe.Mais  si  J^  =  i,  et  J^  =  0,  l'équation  (10)  donne 

J.=:0. 

Le  point  A  est  donc  le  centre  des  accélérations. 
Il  nous  suffit,  en  conséquence,  d'appliquer  le  théorème  de  Rivais. 
Nous  avons  une  rotation  autour  de  Ox,  qui  a  pour  expression 


«=-a-T^> 
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il  nous  faut,  en  outre,  raccélération  angulaire.  Concevons  que,  par 
un  point  fixe  0  (c'est-à-dire  lié  à  la  courbe  Ay)  on  mène  Où  égal  et 
parallèle  au  segment  u>  porté  sur  Ox.  La  vitesse  absolue  de  Q  est 
l'accélération  angulaire.  Le  segment  OÛ  décrit  un  cône;  menons  en 
û  une  perpendiculaire  ÛÛ^  à  OÛ  dans  le  plan  tangent  à  ce  cône;  la 
vitesse  du  point  Q  sera  la  somme  géométrique  de  deux  segments; 

l'un  —  porté  par  Où,  l'autre  porté  par  ûû|  dans  le  sens  du  mou- 

vement  du  point  Q  et  égal  à  o) .  — 9  où  d?  est  l'angle  de  Où  avec 

sa  position  voisine. 

Or,  le  plan  OûÙ^  est  parallèle  au  plan  osculateur  xAy  aux  deux 
courbes  et  ûû^  est  parallèle  à  la  normale  principale.  L'accélération 
angulaire  est  donc  un  segment  contenu  dans  le  plan  xky  et  dont  les 
projections  sur  Ax,  Ay  sont 

du>  do 

dt  dt 

Mais  il  est  clair  que  do  est  l'angle  de  contingence,  si  donc  R  est  la 
valeur  commune  de  B/  et  R^  on  a 

da_V 
dt~R 

En  résumé,  les  projections  de  l'accélération  angulaire  sont 

diù       tù\       ^ 
dt         R  ' 

tandis  qu'on  a  pour  les  projections  de  la  vitesse  angulaire 

(d,      0,      0. 

Le  théorème  de  Rivais  nous  donne  alors  pour  les  projections  de 

l'accélération  d'entraînement  sur  les  axes  du  trièdre  de  référence 

choisi, 

coV 

R 


diù  coV  , 
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Le  lecteur  déduira  aisément  de  ces  formules  la  construction  du 

centre  de  courbure  de  la  trajectoire  d'un   point   lié  à  la  courbe 

mobile. 

4 
On  observera  que,  pour  ~-  r=  0,  le  problème  que  nous  traitons 

n'est  autre  que  celui  du  roulement  sans  glissement  d'une  dévelop- 
pable  sur  un  de  ses  plans  tangents.  Les  formules  précédentes  four- 
nissent, pour  le  cas  de  ce  mouvement,  l'accélération  d'un  point 
entraîné  et  donnent  les  courbures  des  trajectoires. 

Lieu  du  centre       77.  Au  n©  55,  p.  159,  nous  avons  prouvé  que  si  les  éléments 
des  géométriques  du  mouvement  d'une  fîgure  plane  restent  les  mêmes  et 

ftccé  ra  ions    ^j  j^  j^.  ^^  temps  varie,  le  lieu  du  centre  des  accélérations  est  le 
quand  la  loi  du  '^  ' 

temps  change,   cercle  des  inflexions,  c'est-à-dire  le  lieu  des  points  dont  l'accélération 

normale  est  nulle,  lieu  qui  est  indépendant  de  la  loi  du  temps.  Ce 
fait  est  général. 

Soit  un  mouvement  Jih  dans  lequel  p,  g,  r,  Ç,  13,  (  sont  les  coor- 
données du  mouvement  hélicoïdal  tangent  et  t  la  variable  qui  mesure 
le  temps;  si  la  loi  du  temps  vient  à  changer,  on  aura  un  second  mou- 
vement où  le  temps  sera  représenté  par  t^  tandis  que  les  coordonnées 
du  mouvement  hélicoïdal  seront  P,  Q,  R,  S,  H,  Z,  et  d'après  l'hypo- 
thèse faite  on  aura 

P  _  Q  _  B  _  S  _  H  __  Z  __  de  _ 

Nous  désignerons  par  X  la  valeur  commune  à  ces  rapports  ;  J^,  Jy,  J, 
seront  les  projections  de  l'accélération  d'entraînement  dans  le 
mouvement  Jll>  et  (J^),  (Jy),  (J;,)  seront  les  projections  analogues 
dans  le  second  mouvement.  Ces  projections  atiront  les  valeurs 
suivantes  : 

(J,)  =  a,+  Q'z-R'î/  +  P(Px  +  Qî/  +  R2)-(F+Q«4-R«)x, 

où  l'on  a  posé 

dti  dt^ 

Si  l'on  utilise  les  formules  qui  donnent  P,  Q,  ...  en  fonction  de 
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p,  g,  ...,  savoir  :  P  =  Xp,  0  =  Xî>  •..)  on  trouvera  facilement 

(J«)  =  ^-  t',  4-XVJ,, 
dX 

(J,)  =  ^     t),  4-X^.J.. 

Dans  ces  formules  on  a  désigné  par  v^,  Vy,  v,  les  projections  de 
la  vitesse  d'entraînement  dans  le  mouvement  primitif  jlb.  Le  centre 
des  accélérations  dans  le  mouvement  général  où  la  loi  du  temps  e$t 
quelconque,  est  défini  par  les  équations 


(J,)  =  0,      (J,)  =  0,      (J,)  =  0, 


c'est-à-dire 


Jj.       J,^       J,  dX 


Vx       l'y       v«  X*  dt^ 


=  V" 


On  voit  donc  que  le  lieu  du  centre  des  accélérations  quand  la  loi 
du  temps  vient  à  changer,  est  la  courbe  définie  par  les  équations  pré- 
cédentes. En  tous  les  points  de  cette  courbe  l'accélération  et  la  vitesse 
d'entraînement,  propres  au  mouvement  Jb,  sont  portés  par  une 
même  droite  ;  l'accélération  normale  d'entraînement  est  donc  nulle 
pour  tous  les  points  de  cette  courbe.  Gomme,  du  resle,  le  mouve- 
ment Ah  est  l'un  quelconque  de  ceux  que  l'on  obtient  en  ne  faisant 
varier  que  la  loi  du  temps,  on  pout  énoncer  ce  théorème  : 

Si  dana  le  mouvement  d*un  solide  la  loi  du  temps  vient  à 
changer j  les  éléments  géométriques  demeurant  invaHàbles,  le 
lieu  des  points  dont  Vaccélération  normale  est  nulle  est  une 
courbe  indépendante  de  la  loi  du  temps,  et  cette  courbe  est  aussi 
le  lieu  du  centre  des  accélérations,  lequel  est  variable  avec  la  loi 
du  temps. 

m 

Désignons  par  [t,  la  valeur  du  rapport  de  l'accélération  à  la  vitesse. 
Les  équations  ci-dessus  donneront  pour  x,  y,  z  des  expressions 
rationnelles,  quotients  de  deux  polynômes  du  troisième  degré,  ce  qui 
montrera  que  le  lieu  considéré  est  une  cubique  gauche. 
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CHAPITRE  X 

Des  degrés  de  liberté  d'un  système  mobile.  —  Mouvements 

à  plusieurs  paramètres. 


Liberté 
d'un  point. 


Liberté 
d*ua  seg^ment. 


Cas 

d'un  segment 

dont  le  degré 

de  liberté 

est  2. 


78.  La  position  d'un  point  dans  l'espace  dépend  de  trois  para- 
mètres ;  on  peut  traduire  ce  fait  en  disant  qu'un  point  de  l'espace  qui 
n'est  assujetti  à  aucune  condition  possède  une  liberté  de  degré  égal 
à  3.  Si  l'on  assujettit  le  point  à  rester  sur  une  surface,  son  degré  de 
liberté  s'abaissera  à  deux  unités.  Il  s'abaisse  à  1  si  le  point  est 
assujetti  à  rester  sur  une  ligne. 

Considérons  encore  un  segment  de  droite  ÂB  de  longueur  inva- 
riable. Sa  position  dans  l'espace  dépend  de  cinq  paramètres;  si  donc, 
sa  longueur  étant  donnée,  il  n'est  assujetti,  en  outre,  à  aucune  con* 
dition,  on  pourra  dire  qu'il  est  doué  d'une  liberté  de  degré  5. 

En  assujettissant  le  segment  à  k  conditions,  se  traduisant  chacune 
par  une  équation,  on  abaissera  son  degré  de  liberté  de  5  à  (5  —  k). 

Si,  par  exemple,  on  introduit  3  conditions,  le  segment  aura  une 
liberté  de  degré  égale  à  2.  Tous  les  points  de  ce  segment  décrivent 
alors  chacun  une  surface,  sauf  cependant  le  cas  exceptionnel  où  un 
point  particulier  serait  assujetti  à  rester  fixe  ou  à  décrire  une  ligne; 
encore  dans  ce  cas  exceptionnel  tous  les  autres  points  décrivent -ils 
des  surfaces. 

Soient  Â,  B,  G  trois  points  d'un  segment  qui  décrivent  chacun  une 
surface.  Soient  A  A  j,  BBj,  CC|  les  normales  à  ces  surfaces.  Tout  dépla- 
cement infiniment  petit  du  segment  équivaut  à  une  rotation  autour 
d'un  axe  À  (no  36,  p.  112),  et  les  plans  menés  par  À  et  les  points  A,  B,  G 
sont  les  trois  plans  normaux  aux  déplacements  de  chacun  de  ces 
points.  Le  plan  mené  par  À  et  A,  par  exemple,  contient  toutes  les 
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droites  issues  de  A  normalement  au  déplacement  du  point  A  ;  il  contient 

donc  la  normale  AA^  à  la  surface  lieu  du  point  A.  On  voit  ainsi  que 

Taxe  A  coupe  les  normales  AA|,  BB^  GC^.  C!omme  il  y  a,  du  reste, 

une  infinité  de  déplacements  du  serment  ABC,  il  y  a  une  infinité 

d'axes  A  et  il  est  évident  que  ces  axes  A  constituent  un  système  ^  de 

génératrices  de  la  quadrique  Q  déGnie  par  les  trois  droites  AA^, 

BBp  GC^.  Appelons  Z'  le  second  système  de  génératrices,  dont  ces 

trois  dernières  droites  font  partie. 

Normales  Si  Ton  prend  un  point  quelconque  M  sur  le  segment  ABC,  la 

aux  surfaces     normale  MM,  à  la  surface  que  décrit  ce  point  devra  rencontrer  tous 
traijeetoires  »  ^  *r 

d'un  point  du    ^^^  ^^^^  A  et  par  suite  faire  partie  du  système  Z' .  On  a  donc  ce 
segment.       théorème. 

Si  un  segment  possède  un  degré  de  liberté  égal  à  2,  les  normales 
aux  surfaces  trajectoires  de  tous  ses  points  constitueiit  à  chaque 
instant  un  système  de  génératrices  d'une  surface  de  second  degré, 

Congruence        Quand  le  segment  ABC  se  déplace,   la   droite  2)  qui  le  porte 

engendrée      engendre  une  congruence  (voir  n®  14),  et  réciproquement  toute  con- 
nar  lesecrment.  /^  *      * 

gruence  de  droites  peut  être  définie  comme  le  lieu  des  supports 

d'un  segment  rigide  dont  trois  points  décrivent  des  surfaces  données. 
Nous  pourrons  utiliser  la  proposition  précédente  pour  établir  la  pro- 
priété fondamentale  des  congruences  de  droites,  à  savoir,  celle  qui 
vise  l'existence  des  surfaces  focales. 

Observons  que  la  droite  ^,  qui  porte  le  segment  ABC,  fait  partie 
des  génératrices  du  système  Z.  Il  y  a  deux  plans  %' ,  %'  tangents 
à  la  quadrique  Q  et  normaux  à  la  droite  2).  Le  plan  x'  et  le  plan  ic' 
contiennent  respectivement  des  génératrices  A' ,  A'  du  même  système 
Z,  qui  sont  deux  axes  de  rotation  particuliers,  rectangulaires  avec  la 
droite  ^.  Appelons  F' ,  F'  les  points  où  la  droite  3)  est  coupée  par  les 
plans  %'  yi:'.  Dans  le  mouvement  qui  équivaut  à  une  rotation  autour 
de  M  y  le  point  F'  décrit  un  arc  de  cercle  auquel  est  tangente  la 
droite  3)y  en  sorte  que,  dans  ce  déplacement,  cette  droite  engendre 
un  élément  de  surface  développable.  Même  remarque  pour  F'  à 
l'égard  de  la  rotation  autour  de  Taxe  A'. 

Il  y  a  donc  deux  manières  de  déplacer  la  droite  2),  de  telle. sorte 

que  cette  droite  engendre  un  élément  de  surface  développable  et  les 

Foyers  et  plans  points  F',  F%  ci-dessus  définis,  sont  respectivement  les  points  de 

focaux.        contact  de  3)  avec  les  arêtes  de  ces  développables,  tandis  que  les  plans 


Surfaces 
focales. 


CoDgraences 
de  normales. 


Bemarqae 

sur  ces 
congruences 
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^',4>',  menés  par  F',  F',  respectivement  normaux  à  A'  et  A',  en  sont 
les  plans  osculateurs. 

Les  points  F',  F'  ont  reçu  le  nom  de  foyers  et  les  plans  <ï>',  <!>' 
celui  de  plans  foca^ix  relatifs  à  la  droite  ^,  dans  la  congruence 
engendrée  par  cette  droite. 

Lorsque  la  droite  2)  engendre  la  congruence,  les  points  F' ,  F'  engen- 
drent  deux  surfaces  S',  S'  appelées  surfaces  focales.  Ces  surfaces  sont 
le  lieu  des  arêtes  de  deux  familles  de  développables  que  l'on  peut 
former  en  déplaçant  la  droite  3).  Il  en  résulte  que  cette  droite  3)  qui 
est  tangente  en  F',  F'à  deux  de  ces  arêtes,  est  tangente  en  ces  points 
aux  surfaces  focales.  Déplaçons  de  plas  la  droite  3)  de  sorte  qu'elle 
engendre  une  développable  dont  l'arête  sera,  par  exemple,  le  lieu 
de  son  foyer  F';  le  lieu  du  second  foyer  F'  sera  une  courbe  tracée 
sur  S'  et  suivant  laquelle  la  développable  engendrée  sera  circons- 
crite à  cette  surface;  le  plan  4>'  tangent  à  cette  développable  le 
long  de  la  droite  3)  sera  donc  tangent  en  F'  à  la  surface  S'.  Ainsi 
le  plan  focal  ^'  est  tangent  en  F'  à  la  surface  focale  S'  et  de  même 
le  plan  focal  4>'  est  tangent  en  F'  à  la  surface  focale  S'. 

Si  la  droite  3)  reste,  dans  ses  diverses  positions,  normale  à  une  sur- 
face U,  les  plans  focaux  sont  les  plans  des  sections  principales  de 
cette  surface,  ils  sont  rectangulaires.  On  démontre  ailleurs  la  réci- 
proque de  cette  proposition. 

Il  nous  sufQra  ici  de  faire  observer  que  si  les  plans  focaux  sont 
rectangulaires,  les  droites  A%  A',  déjà  rectangulaires  avec  Hby  sont 
aussi  rectangulaires  entre  elles  et  dès  lors  le  cône  asymptote  de  la 
quadrique  désignée  par  Q  est  capable  d'î^n  trièdre  trirectangle 
inscrit.  Cette  condition  est  évidemment  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  les  plans  focaux  soient  rectangulaires  et,  par  suite,  pour  que  la 
droiie  3)  engendre  une  congruence  de  normales. 


79.  Je  bornerai  là  ces  généralités  pour  les  appliquer  à  un  ou  deux 
cas  particuliers. 

Supposons  en  premier  lieu  que  trois  points  A,  B,  G  d'un  segment 
décrivent  trois  plans  a,  ^,  y  formant  un  trièdre  trirectangle.  Il  est 
aisé  de  prouver  que  tout  autre  point  M  du  segment  décrit  un 
rectangulaires,   ellipsoïde. 

Soient,  en  effet,  a,  b,  c  les  distances  MA,  MB,  M  G  et  x,  t/,  z  les 
coordonnées  du  point  M  par  l'apport  au  trièdre  formé  par  les  plans 


Segment  dont 

trois  points 

décrivent 

trois  plans 


Segment  dont 

trois  points 

décrivent 

des  sphères. 
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a,  0,  Y>  désignons  aussi  par  X,  [jl,  v  les  cosinus  directeurs  de  la  droite 
ÂBC  par  rapport  à  ce  trièdre;  les  équations  de  cette  droite  seront 


X 


X 


Y -2/       Z 


l* 


=  9y 


où  p  est  la  distance  du  point  (X,  Y,  Z)  au  point  M  (x,  y,  z).  Appli- 
quons ces  équations  en  prenant  pour  X,  Y,  Z  successivement  les 
points  Â,  By  G  nous  aurons 


X 

1  =  "" 


=  c, 


et  puisque 


il  viendra 


X«  +  jx«  +  v«  =  1, 


?:^^^.!:=i. 


a*       h*   '   c' 


Il  est  actuellement  facile  de  prouver  que,  dans  ce  cas,  la  droite 
ÂBC  reste  normale  à  une  surface  fixe.  En  effet,  les  normales  AAp 
BBp  GC|  aux  surfaces  trajectoires  des  points  A,  B,  G  sont  ici  paral- 
lèles respectivement  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz  qui  sont  rectangulaires. 
Le  cône  directeur  de  la  quadrique  Q  est  donc  capable  d'un  trièdre  tri- 
reclangle  inscrit.  En  conséquence,  d'après  la  remarque  précédente  la 
droite  ABG  engendre  une  congruence  de  normales  (*). 

Prenons  comme  second  exemple  celui  d'un  segment  dont  trois 
points  décrivent  trois  sphères  ayant  leurs  centres  Ap  B^,  C^  sur  une 
même  droite. 

Ici  les  normales  AA^  BBj,  CC,  passent  chacune  par  un  point  fixe 
et  la  quadrique  Q  contient  une  génératrice  fixe  A,B,Gp  La  normale 
MM|  à  la  surface  trajectoire  d'un  point  M  quelconque  de  ABG  coupe 
donc  AjBjGj  en  un  certain  point  M^.  De  plus,  d'après  une  propriété 
connue  des  génératrices  rectilignes  d'une  quadrique,  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  A,  B,  G,  M  égale  celui  des  quatre 
points  Ap  Bj,  Cj,  M,. 

Le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  derniers  points  est  donc 
constant,   et  comme  A^  B^,  G^  sont  fixes,  il  en  est  de  même  du 


(1)  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  1. 1,  p.  935.  —  MannheiiD,  Bulletin 
des  setenees  mathématiques  y  2*  série,  t.  IX. 
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point  M|.  La  normale  MM^  passe  au  point  fixe  M|  et,  par  conséquent, 
la  surface  trajectoire  du  point  M  est  encore  une  sphère  dont  le 
centre  M^  est  sur  la  droite  A^,  B,,  C^  et  correspond  homographi- 
quement  à  la  position  du  point  M  sur  la  droite  ABC. 
Files  Nous  aurons  occasion  de  revenir  sur  celte  proposition  quand  nous 

de  sphères,     parlerons  des  systèmes  articulés. 

M.  Mannheim  a  fait  la  remarque  que  si  Ton  décrit  des  points 
A,  B,  C,  ...,  M  des  sphères  a,  p,  y  ***'  l^  de  rayons  arbitraires,  ces 
sphères  restent,  dans  le  déplacement  du  segment  ABC,  tangentes 
respectivement  à  des  sphères  a^,  ^j,  Yi»  •••,  l^i  des  centres  Ap  B^,  Cj, 
...  Mp  en  sorte  que  la  file  des  sphères  a,  ^^  ...,  (Ji  a  pour  enveloppe 
la  file  des  sphères  «^  ^i»  •••>  ii>i  ^^  V^^  ^^  mouvement  du  segment  ABC 
peut  être  déûni  par  cette  condition.  M.  Mannheim  qui,  après  M.  Dar- 
boux,  a  étudié  ce  mouvement,  a  utilisé  dans  plusieurs  écrits  la  consi- 
dération des  files  de  sphères. 

Des  divers  degrés  de  liberté  d'un  corps  solide. 

80.  Nous  avons  défini  la  liberté  d'un  point  ou  d*un  segment  dans 
Tespace.  Trois  points  invariablement  liés  et  non  situés  sur  une  même 
droite  constituent  un  système  dont  la  position  suffit  pour  définir  la 
position  d'un  corps  solide  qui  lui  serait  invariablement  attaché. 

Nous  allons  donc  nous  occuper  de  la  liberté  d'un  corps  solide  dans 
l'espace. 

Pour  connaître  la  position  d'un  corps  dans  l'espace,  ou  plus  exac- 
tement par  rapport  à  un  trièdre  donné  T^  il  suffit  de  connaître  les 
coordonnées  de  l'origine  d'un  trièdre  T  lié  invariablement  à  ce  corps 
et  les  angles  d'Euler  qui  fixent  par  rapport  au  trièdre  T^  l'orientation 
du  trièdre  T.  Soit  en  tout  six  paramètres. 

Six  conditions,  se  traduisant  chacune  par  une  équation,  sont  donc 
nécessaires  et  en  général  suffisantes  pour  fixer  la  position  d'un 
corps. 

Si  le  corps  n'est  assujetti  qu'à  cinq  conditions,  il  n'a  pas  de  posi- 
tion déterminée  et  ses  points  décrivent  tous  des  courbes  trajectoires. 
Degré  On  dit  alors  que  le  corps  a  un  degré  de  liberté  égal  à  l'unité  ou 
de  liberté  encore  qu'il  constitue  un  système  à  liaison  complète.  Au  point  de 
'     vue  des  applications  ce  cas  est  de  beaucoup  le  plus  important,  car, 
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sauf  la  mécanique  céleste,  la  balistique  extérieure,  quelques  utilisa- 
tions récentes  du  gyroscope  et  quelques  mécanismes,  c'est  le  cas 
d*un  degré  de  liberté  égal  à  1  qui  revient  toujours  dans  les  appli- 
cations. 

Les  cas  de  degrés  de  liberté  égaux  à  2, 3, 4, 5  ont  plutôt  un  intérêt 
théorique.  Ils  se  produisent  quand  le  cops  n*est  assujetti  qu'à  4,  3, 
2, 1  conditions.  Le  cas  d'un  degré  de  liberté  égal  à  6  correspond  à 
l'hypothèse  d'un  corps  entièrement  libre. 

Considérons  un  corps  dont  le  degré  de  liberté  soit  n  ;  continuons  à 
désigner  par  T^  le  trièdre  de  référence  fixe,  et  par  T  un  trièdre  lié  au 
corps;  appelons  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  M  par  rapport  au 
trièdre  T  et  par  x^  t/,,  z^  les  coordonnées  de  ce  même  point  par 
rapport  au  trièdre  T^.  On  aura  les  relations 

IXj  =  a  +  ax  4-  a'y  +  a'z, 
2,  =  c  4-  yx  +  y'  y  ■+■  ï'^> 

où  a,  &,  c  sont  les  coordonnées  de  l'origine  du  trièdre  mobile  T  par 
rapport  au  trièdre  T,  et  a,  a',  a', ...,  y>  y'>  ï'  ^^s  cosinus  des  angles 
des  axes  des  deux  trièdres. 

Ces  neuf  quantités  sont  des  fonctions  des  n  paramètres  indépen- 
dants Up  ti„  ...,  u^,  dont  ta  connaissance  permet  de  construire  la 
position  du  corps. 

Imprimons  au  corps  un  mouvement  déterminé,  mais  quelconque  ; 
cela  revient  à  prendre  pour  Wp  u,,  ...,  u„  des  fonctions  déterminées, 
mais  arbitraires  du  temps. 

Les  projections  de  la  vitesse  absolue  du  point  M,  effectuées  sur  les 
axes  du  trièdre  mobile,  auront,  en  supposant  pour  plus  de  généralité 
le  point  M  mobile  également  par  rapport  au  corps,  les  expressions 

suivantes  : 

t,  dx 

Vx  =  Ç  +  3^5  —  rt/  4-  -j-f 

du 

t>y  =:yj  4-  rx  — |)Z  4-  ^> 

Rappelons  ici  les  formules  du  n^  26  qui  servent  à  définir  p,  9,  r, 

*«>    fi9   V 
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^  da       .    dh  de 

^=*    dl"*-^  Tt  -^^  dî' 

,   da       ^,  dh         ,  de 

«="  5^  +  »Hî■*••^5î• 


=( 


.do; 

dt 
du' 


dt 


"^    -'^        ^   dt)  \     dt 


P 


,d£' 


■^    dt  j' 


d^' 


Ici  les  quantités  a,  &,  c,  a>  0,  ...y  ^%  y'  sont  des  fonctions  d^ 
paramètres  u^,  ti,,  ...,  u„^  lesquels  à  leur  tour  ont  été  pris  égaux  à 
des  fonctions  du  temps;  nous  poserons 


(2) 


5i= 


ni"^ 


^i  = 


Pi 


a 


a 


da 
diii 
da 

gda 


3 


El 

dUi 

dh 


+  ï 


+  P'  3—  -h  y' 


de 
de 


dUi 
duj  du. 


=( 


» 


— 

àUi         dUi 


+  T 


Y 


dUi 
du 


h-{ 


+ï 


dUi 


%)-(: 
^}=-(' 


p 


du 


dY'\ 


et  nous  aurons  alors 


(3) 


'  5  =2  5.  ^' 

P=lP'-dï' 


dUi 

Tt 

dus 


>=2'.ï''  5=2^ 


Les  formules  qui  donnent  la  vitesse  absolue  du  point  M  ou  plutôt 
ses  projections  sur  les  axes  du  trièdre  T  seront  donc 

Cinénxaiique.  15 
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Équations  aux 

différentielles 

totales. 


(4) 


v*  = 


v«  = 
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2  dUi        dx 

dz 

.    ■■    • 


V*  =2^^  ■*"  ^'^  ~  3*^)  'dt 


81.  Nous  avons  appelé  n  le  nombre  des  paramètres  u;  il  y  a  6ii 
quantités  p^,  q,-,  t\,  Ç<,  yj^,  Ç^  et  qui  sont  des  fonctions  des  paramè- 
tres Uy  mais  no^i  pas  des  fonctions  quelconques. 

Considérons,  eu  effet,  un  point  M  lié  invariablement  au  trièdre 
fixe  T|.  Quel  que  soit  le  déplacement  imprimé  au  trièdre  T,  la  vitesse 
absolue  de  M  est  nulle;  il  en  est  donc  de  même  des  projections  de 
cette  vitesse  sur  les  axes  du  trièdre  T  et,  par  conséquent,  les  coor- 
données Xy  y  y  z  du  point  M,  prises  par  rapport  au  trièdre  T,  doivent 
vérifier  le  système  d'équations  aux  dijOTérentielles  totales 


(5) 


^^  +2  (^'  "^  ^'*  ■"  ^'^^  ***** 

dy  -1-2  (yii  +  ^i^  —  Pi^)  ^^i 
dz  +2  {Ki  +  PiV  —  g<ac)  du, 


0, 

0, 
0. 


Réciproque. 


Désignons  par  x^y  t/^  z^  les  coordonnées  absolues,  c'est-à-dire 
prises  par  rapport  au  trièdre  T^  de  ce  même  point  M.  Ces  coordon- 
nées x^y  y^y  Z|  sont  trois  constantes,  en  sorte  que  le  système  d'équa- 
tions (5)  admet  un  système  x,  y,  »  de  solutions  dépendant  de  trots 
constantes  arbitraires» 

Si  l'on  écrit  les  conditions  d'intégrabilité,  on  obtient  des  relations 
entre  Xy  y  y  z  et  le  paramètres  u.  Ces  relations  doivent  se  réduire  à 
des  identités,  sans  quoi  les  expressions  générales  de  Xy  y  y  z  ne  pour- 
raient dépendre  de  trois  constantes  arbitraires. 

On  sait  que  l'on  appelle  système  complètement  intégrable  un 
système  d'équations  aux  différentielles  totales  dans  lequel  toutes  les 
conditions  d'intégrabilité  se  trouvent  vérifiées  identiquement  (}). 

D'après  cela  le  système  (5)  doit  être  complètement  intégrable. 

Supposons  réciproquement  que  les  quantités  p,,  g,,  r,,  Ç<,  r^i,  i;, 


(i)  Voir  Gouraat,  Leçons  sur  Vintégration  des  équaiiom  attœ  dérivées  partUlhs, 


p.  70. 


CHAP.  X.  —  DECnÉS  DE  LIBEnTÉ  D'UN   SYSTÈME  MOBILE.       227 

soient  des  fonctions  des  u  telles  que  le  système  (5)  soit  complètement 
intégrable. 

Les  expressions  générales  de  x^  {/,  z  seront  des  fonctions  des  i^, 
contenant  trois  constantes  arbitraires.  On  peut  trouver  un  mouve* 
ment  continu  dépendant  des  paramètres  u^  u^y ...,  ti„  et  dans  lequel 
la  distribution  des  vitesses  soit  donnée  par  les  formules  (4)« 

Nous  procéderons  comme  au  n®  40.  Soit  x^,  y^^  z^  un  système 
particulier  de  solutions  du  système  (5)  et  posons 

x  =  x^-hXy      t/=yj,-hY,      z  =  z^'hZ; 
les  nouvelles  fonctions  X,  Y,  Z  vérifient  les  équations 

dX  +2  (9.Z  -  r,Y)  =  0, 
(6>  \  rfY  +2  (r,X  -  p,Z)  =  0, 

qui  constituent  encore  un  système  complètement  intégrable.  Par  un 
raisonnement  en  tous  points  semblable  à  celui  du  n<>  40,  on  verra 
qu'on  peut  toujours  trouver  trois  systèmes  de  solutions  (a,  P,  y) 
(x',  P',  y')  (a'>  &">  t')  de  ce  système,  qui  vérifient  les  relations 

et  les  expressions  suivantes  de  x,  t/,  z, 

iœ  =  aco  -H  ax^   +  (^y^   -+-  y^i, 
y  =  t/„  +  a'aîj4-  P'^j-f- y'^i. 
2  =  Zo  +  a'acj  -H  3'  î/i  +  y'  ^i> 

où  aCj,  1/p  Zi  seront  trois  constantes  vérifieront  le  système  (5). 

Envisageons  alors  un  trièdre  T^  dont  cc^,  y^j  z^  seront  les  coordon- 
nées de  l'origine  et  a,  P,  y>  «%  PS  ïS  «'i  PS  y'  ^^  cosinus  direc* 
teurs  des  axes  par  rapport  au  trièdre  de  référence  T.  Les  formules  (7) 
montrent  que  x^y  y^y  z^  sont  les  coordonnées  par  rapport  à  T^  du 
point  M  dont  x,  y,  z  sont  les  coordonnées  par  rapport  au  trièdre  T. 
Ces  formules  définissent  donc  un  mouvement  continu  à  n  paramètres 
u^y  u„  ...,  ti^  du  trièdre  T  par  rapport  au  trièdre  T^. 

On  peut  vérifier  comme  il  suit  que  la  distribution  des  vitesses  dans 
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ce  mouvement  est  fournie  par  les  fonctions  Pi,  g,-,  r^,  Ç^  kji,  2^^  qui 
figurent  dans  les  équations  (5). 

Désignons  par/?,',  qly  ri,  ^y  iq/,  1^  les  fonctions  qui  interviennent 
dans  la  distribution  des  vitesses  dans  le  mouvement  continu  défini 
par  les  équations  (7).  La  vitesse  4e  tout  point  M  (x,  y,z)  aura  comme 
projections 

Les  points  M  liés  au  triëdre  T^  vérifient  les  équations 

(8)  v,  =  0,      v^  =  0,      v.  =  0; 

mais  ces  points  s'obtiennent  en  prenant  x^  i/^  z^  constants  dans 
les  formules  (7);  leurs  coordonnées  relatives  vérifient  donc  le  sys- 
tème (5);  en  comparant  aux  équations  (8)  nous  obtiendrons  par 
soustraction 

2  fe  —  5<  +  ^*— «<-^  —  ri  —  n.t/)  dUi  =  0, 
2  (^<'  —  ^*  +  W  —  ^i-cc  —  p/  — Pi. z)  dUi  =  0, 

Ceci  doit  avoir  lieu  indépendamment  des  dUi,  et  pour  tous  les 
points  de  l'espace;  on  a  donc 

P<  =  Po      9»'  =  3o      W  =  f,., 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

La  remarque  qui  fait  l'objet  du  n^  39  s'applique  intégralement  au 
cas  actuel;  c'est-à-dire  que  les  quantités  Ç„  tj,,  Ç^,  p,-,  g^,  i\  étant 
données  de  sorte  que  le  système  (5)  soit  complètement  intégrable, 
la  détermination  du  trièdre  fixe  T^  auquel  se  trouve  rapporté  le  mou- 
vement comporte  seulement  cela  d'arbitraire  qu'on  peut  substituer 
à  T|  tout  autre  trièdre  qui  lui  serait  invariablement  lié. 
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Conditions         Nous  avons  vu  par  ce  qui  précède  que  les  conditions  d'intégrabilité 
dintégrabilité.   Jq  système  (5)  doivent  être  satisfaites  identiquement,  sans  qu'il  en 

résulte  aucune  relation  finie  entre  les  variables  x,  y,  z,  Up  u^y ...,  ti„. 
Ces  conditions  d'intégrabilité  sont  aisées  à  écrire;  il  faut  avoir 

ô  X 

ày 

donc 

^     d^x     _  d  Çji  +  qjZ  —  r^y)  _  d  {^j  ^  Çj^—rjy)^ 

dUi  dtLf  duj  du^ 
ou 

à^i    .àq,  àr,              dz  ôy 

âiLf      (71^  âuj             âuj  dUf 

—  ^5>.^gi  i!j,^,.àz  dy 

r     *        A  *     j  ^     dz     dy     dz     dy 

En  tenant  compte  des  expressions  de  -r— >  -r^>  -r — >  t^»  on 

£^u<    au,    auy    oUf 

trouvera 

au,       duj         dUj  ^^      '^  ■'   ' 

"        '         ^^  '       dUi       dUi         dUi 

^  ij  (ï<  -^  p<y  —  «<^)  +  »>  (^<  +  na?  —  Piz)f 

ce  qui,  ordonné  en  Xy  y  y  Zy  s'écrit 

On  obtiendra  deux  autres  équations  analogues  en  égalant  deux 

d*y  d^z 

expressions  différentes  de  -t — ? — i  - — ; — •  Comme  aucune  rela- 
*^  dUi  dUj    dUi  ouj 
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tioD  finie  ne  doit  exister  entre  x,  i/,  z  et  les  u,  ces  équations  doivent 
avoir  lieu  quels  que  soient  x^y^z;  il  vient  ainsi 

-^—-^+pjrn-  p,rtj  +  î,Ç,  —  qj^,  =  0. 

dvj       dvi  ^ 

t;7  —  j-  +  PiQj  -  Pig*  =  0. 
CFU|       aUj 

Telles  sont  les  conditions  que  doivent  vérifier  les  Qn  fonctions 
Pu  9o  ^i>  So  f^if  Kii  <^s  conditions  sont  au  nombre  de 

n(n  — 1) 
6  • — i  =  3n  (n  —  1). 

Il  y  a  lieu  de  remarquer  la  signification  des  quantités  ^|,  v](,  |^„ 
Po  9i>  ^<  ^ui  figurent  dans  ces  formules. 

Si  Ton  suppose  que  le  paramètre  u^  varie  seul  avec  une  vitesse 

--r-'  égale  à  l'unité,  ces  six  quantités  sont  précisément  les  coordon- 
dt 

nées  du  mouvement  hélicoïdal  tangent  qui  correspond  à  ce  mouve- 
ment particulier.  Les  quantités  Ç,  v]|,  (^  représentent  notamment  les 
projections,  sur  les  axes  du  trièdre  mobile,  de  la  vitesse  d'entraine-* 
ment  de  Torigine  de  ce  trièdre.  On  observera  qu'au  fond  cette  origine 
est  un  point  quelconque  lié  invariablement  au  corps  mobile,  et  que 
les  quantités  |){,  gj,  r^  restent  les  mêmes  si  l'on  change  le  trièdre  T  en 
un  autre  qui  lui  serait  parallèle  et  invariablement  lié.  Dans  les  équa- 
tions (9)  on  peut  donc  mettre,  au  lieu  de  $„  t),-,  Ç,,  Ç^.,  tq^,  Ç^,  les  pro- 
jections des  vitesses  de  n'importe  quel  point  lié  invariablement  au 
corps;  ces  équations  devront  être  encore  vérifiées.  Cette  remarque 
élémentaire  est  une  source  de  simplification  dans  certains  calculs 
et  a  été  notamment  utilisée  par  M.  Darboux  dans  ses  Leçons  sur  la 
théorie  des  surfaces. 


L 
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du,    du^  du. 

82.  La  forme  linéaire  de  v„  v«,  v,  en  -rr  >  —77  >  •••>  -jr  cûn- 

duit  à  quelques  propriétés  que  nous  allons  faire  connaître. 

Si  Ton  effectue  un  déplacement  dans  lequel  u<  varie  seul,  les  pro- 
jections de  la  vitesse  d'entratnement  auront  pour  expressions 

dU' 
/  \  ^^i 

{T.i-hT.X  —  p.z)  —  , 

les  sommes  des  quantités  analogues  représentent  les  projections  de 
la  vitesse  dans  Thypothèse  d*un  déplacement  quelconque;  de  \k  ce 
théorème  : 

Dans  tout  déplacement  d^un  corps  dont  la  liberté  est  supérieure 
à  \j  la  vitesse  d'entraînement  est  la  somme  géométrique  des 
vitesses  que  l'on  obtient  en  faisant  varier  séparément  et  successi- 
vement chacun  des  paramètres  indépendants. 

Déplacemente       Proposons-nous  encore  de  rechercher  les  lois  de  mouvement  d'un 

réductibles     corps  dont  la  liberté  est  n  et  qui  soient  telles  que  le  mouvement 

hélicoïdal  tangent  se  réduise  constamment  à  une  rotation. 

Il  faudra,  conformément  aux  résultats  du  numéro  33,  page  105, 

que  l'invariant 

pÇ  H-  gt)  -4-  rÇ  ==  0 

soit  nul,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

2      du,    v^p  dUi      v*     ^^i    K^     ^^i 

Posons 

l'équation  (11)  devient,  après  multiplication  par  df, 
(12)  y  2f6(j  du,  du,  =  0. 
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Les  déplacements  du  corps  qui  admettent  une  rotation  tangente 
sont  donc  ceux  pour  lesquels  les  rapports  dUj,  e^u^  vérifient  l'équa- 
tion précédente  (12). 

Les  coefficients  ^j  qui  figurent  dans  cette  équation  ont  une  signi- 
fication immédiate;  ^^^est  Tauto-moment  du  système  de  segmenis 
Sj  qui  représente  les  rotations  quand  on  ne  fait  varier  que  te^  avec 

une  vitesse  —7-^  =  1  égale  à  Tunité  ;  et  9é{j  est  le  moment  des  deux 

systèmes  S^  Sj. 

Observons  que  si  Ton  imprime  au  corps  un  mouvement  continu 
tel  que  l'équation  (12)  soit  constamment  vérifiée^  le  mouvement 
admettra  à  chaque  instant  une  rotation  tangente;  ce  mouvement 
continu  résultera  alors,  comme  nous  savons,  du  roulement  d'une 
surface  réglée  sur  une  autre  surface  réglée  applicable  sur  elle. 

Mouvement  d'un  corps  assujetti  à  quatre 

conditions. 

83.  Nous  allons  indiquer  l'application  de  ces  principes  au  mou- 
vement d'un  corps  assujetti  à  quatre  conditions  et  dépendant,  en 
conséquence,  de  deux  paramètres.  Les  points  du  corps  décrivent 
alors  chacun  une  surface  et  le  problème  se  pose  de  construire  la 
normale  à  chaque  surface  trajectoire.  Un  beau  théorème  dû  à 
Schôneman  et  retrouvé  par  M.  Mannheim,  donne  la  solution  de  ce 
problème. 

Formons,  dans  l'hypothèse  de  deux  paramétres,  l'équation  qui 
définit  les  déplacements  équivalents  à  des  rotations,  nous  aurons 

(13)  3ëu  dul  -f-  2  96it  du^  dti,  -f-  2f6„  du\  =  0. 

dti- 
Cette  équation  donne  deux  valeurs  pour  le  rapport -r—=;  on  peut, 

dès  lors,  conclure  ce  théorème  : 

Quand  un  co}*p8  est  assujetti  à  quatre  conditions,  parmi  tous 
les  déplacements  de  ce  coiys  autour  de  Vune  quelconque  de  ses 
positions,  il  y  en  a  deux  qui  se  réduisent  à  des  rotations. 

On  observera  que  3&^^y  36^1,  36„  sont  des  fonctions  de  u^,  u,;  si 
donc  on  fait  un  changement  de  variables  portant  sur  les  paramètres 


Théorème 

de  MM. 

Schônemann 

et  Mannheim. 


r^ 
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tip  u,,  on  pourra  prendre  comme  nouveaux  paramètres  les  intégrales 
de  cette  équation  du  second  degré  en  du^  et  du,,  en  sorte  que  les 
deux  déplacements  qui  se  réduisent  à  une  rotation  infiniment  petite 
seront  définis,  Tun  par  Téquation  du^  =  0,  l'autre  par  Téquation 
dti,  =  0. 

Nous  avons  remarqué,  du  reste,  au  n<>  82  que  tout  déplacement 
d'un  corps  dont  la  position  dépend  de  n  paramètres  résulte  des 
déplacements  que  l'on  obtient  en  faisant  varier  successivement  ces 
paramètres;  donc,  dans  le  cas  actuel,  comme  ces  déplacements 
partiels  consistent  chacun  en  une  rotation,  on  pourra  énoncer  ce 
théorème  : 

Tout  déplacement  mfiniment  petit  d'un  corps  dont  la  position 
dépend  de  deux  paramètres  résulte  de  deux  rotations  instanta- 
nées autour  de  deu^  axes  Ap  A,. 

Considérons  un  point  M  du  corps;  dans  la  rotation  autour  de  A^, 
le  point  M  décrit  un  petit  arc  MM'  normal  au  plan  mené  par  M  et 
par  A|.  De  même  le  plan  mené  par  M  et  par  A,  est  normal  en  M  au 
petit  élément  MM"  décrit  par  le  point  M  quand  le  corps  subit  une 
rotation  élémentaire  autour  de  A,.  La  droite  MN,  intersection  de  ces 
deux  plans,  est  normale  à  la  fois  aux  éléments  MM',  MM',  c'est  donc 
la  normale  à  la  surface  que  le  point  M  du  corps  est  assujetti  à  décrire. 
De  là  ce  théorème  : 

Quand  un  corps  est  assujetti  à  quatre  conditions,  les  normales 
aux  surfaces  trajectoires  de  ses  points  rencontrent  toutes  deux 
droites  A|,  A,  qui  ne  dépendent  que  de  la  position  actuelle  du 
corps. 

Ce  théorème,  trouvé  d'abord  en  1855  par  Schôneman,  a  été  donné 
en  France  en  1866  par  M.  Mannheim,  qui  en  a  fait  la  base  de  plu- 
sieurs écrits  insérés  dans  divers  journaux  scientifiques  et  notamment 
dans  le  Recueil  des  savants  étrangers. 
Autre  On  peut  donner  de  ce  théorème  une  démonstration  différente  qui 

démonstration   met  en  évidence  le  rôle  des  complexes  et  des  congruences  linéaires 
du  théorème     ^^^^  ^^^^  question, 
précédent.  ^ 

Reprenons  l'hypothèse  générale  où  les  deux  paramètres  indépen- 
dants ti|,  u,  sont  quelconques.  Si  l'on  prend  pour  u^,  ti,  deux  fonc- 
tions du  temps,  on  obtient  un  mouvement  dont  les  éléments  du 
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mouvement  hélicoïdal  tangent  seront 

du.  du.  du.  du^  du.  du. 

Si  Ton  ne  fait  venir  que  u^  on  obtiendra  un  mouvement  hélicoïdal 
tangent  auquel  te  trouve  attaché  un  certain  complexe  linéaire  G|  ;  si 
l'on  ne  fait  varier  que  u,,  on  aura  un  autre  mouvement  hélicoïdal 
tangent  auquel  se  trouve  attaché  un  second  complexe  linéaire  C,. 

Considérons  un  point  M  quelconque,  la  normale  MN  à  la  surface 
qu'il  décrit  appartient  au  complexe  C^  car  cette  droite  est  normale  à  la 
tngectoire  que  décrit  le  point  M  quand  U|  varie  seul;  pour  une  raison 
analogue, MN  fait  aussi  partie  du  complexe  C,.  On  reconnaît  ainsi  que  : 

Lorsqu'un  coi*ps  est  assujetti  à  quatre  conditions^  les  normales 
aux  surfaces  trajectoires  des  points  de  ce  corps  constituent  à 
chaque  instant  Vensemhle  des  droites  communes  à  deux  com- 
plexes linéaires. 

Congi*iience        On  appelle  congruence  linéaire  l'ensemble  de  ces  droites.  Or,  on 

liDéaire.       démontre  aisément  que  l'ensemble  des  droites  communes  à  deux 

complexes  linéaires  est  constituée  par  les  droites  qui  coupent  deux 

droites  fixes  Àp  À„  lesquelles  sont  conjuguées  à  la  fois  dans  ces 

deux  complexes. 

Nous  retrouvons  donc  ainsi,  mais  avec  des  compléments  géométri- 
ques qui  peuvent  avoir  leur  utilité,  la  proposition  de  MM.  Scbône- 
mann  et  Mannheim. 

Quant  à  l'existence  de  ces  deux  droites  A^  A,  que  doivent  couper 
toutes  les  droites  communes  aux  deux  complexes  linéaires,  on  l'établit 
ainsi  : 

Les  complexes  C|,  C,  ont  pour  équations  respectivement  (voir  le 
no  17) 

^^^^         (  ftL  4-  g,M  +  r,N  -f-  Ç^X  +  tî.Y  +  Ç.Z  =  0; 
l'équation  suivante,  où  p  est  arbitraire, 

(A^\  (  ^P»  "*■  P^*^  I^  +  (^1  +  P^i)  M  -h  (r,  +  pr  j  N 

^    ^  (  +  (5.  +  pli)  X  +  (t),  +  pt),)  Y  +  (î,  -h  pî^)  Z  =  0, 


Complexe 
spécial. 


Contact  d'ane 

surface  avec 

son  enveloppe. 


Foyers  d*ane 
droite  d'one 
congraence. 
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définit  un  complexe  linéaire  qui  contient  toutes  les  droites  communes 
aux  deux  premiers. 

Cherchons  à  déterminer  p  de  sorte  que  ce  complexe  soit  spécial, 
c'est-à-dire  que  Tinvariant 


(Pi  +  PPi)  (5.  +  p5t)  +  (g,  4-  pq,)  (t), 


(16) 


soit  nul.  Dans  ce  cas,  les  quantités 


P^t) 


Pt  +  PPv    9t  ■*-  P^i»    ^  +  P^v    St  -*-  p5i,    >;,  -H  ptii,    Ç,  +  pïi 

sont  les  coordonnées  d'un  segment  (tq9  11)  et  l'équation  (15)  exprime 
que  la  droite  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  coupe  la  droite  À  qui  porte  ce  seg- 
ment. Un  complexe  spécial  est  ainsi  formé  de  l'ensemble  des  droites 
qui  coupent  une  droite  donnée  A.  Maintenant  l'équation  (16)  s'écrit 


(17) 


a^>np'-»- 2^1^11? +  3««  =  0, 


elle  donne  pour  p  deux  valeurs,  p',  p'';  à  chacune  de  ces  valeurs 
coiTespond  une  droite  A,  ce  qui  fait  deux  droites  À^,.  A,  que  doivent 
rencontrer  les  droites  communes  aux  complexes  proposés. 

Ajoutons  que  si  dans  l'équation  (15)  on  met  p',  puis  p'  au  lieu  de 
p,  on  obtient  deux  équations  qui,  tant  que  p'  —  p'  n'est  pas  nul, 
forment  un  système  équivalent  au  système  (14). 

Il  en  résulte  que,  réciproquement,  toutes  les  droites  qui  coupent  à 
la  fois  Ap  A|  sont  communes  à  nos  deux  complexes.  On  en  conclura 
immédiatement  que  A^  et  A,  sont  un  couple  de  droites  conjuguées 
communes  à  ces  deux  complexes  C,,  C,.  On  voit  même  que  quel  que 
soit  p,  les  droites  A^,  A,  forment  un  couple  de  droites  conjuguées  par 
rapport  au  complexe  représenté  par  l'équation  (15). 

Considérons  actuellement  une  surface  S  liée  au  corps,  on  prouve 
par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n^  46,  que  pour  avoir  le 
point  (ou  les  points)  de  contact  de  la  surface  S  avec  son  enveloppe,  on 
doit  chercher  sur  S  les  points  dont  la  normale  coupe  les  deux 
droites  A|,  A,. 

Par  exemple,  si  S  est  un  plan,  ce  plan  touche  son  enveloppe  au 
point  de  rencontre  des  projections  sur  S  des  droites  A|,  A,. 

On  peut  de  même  se  proposer  de  rechercher  les  foyers  d'une  droite 
liée  au  corps.  Cette  droite  engendre,  en  effet,  une  congruence  puis- 
qu'elle dépend  de  deux  paramètres. 
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Soient  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  coordonnées  de  cette  droite  dans  le 
tHèdre  mobile. 

Ces  coordonnées  sont  des  constantes. 

Le  lecteur  prouvera  aisément  que  les  foyers  se  trouvent  à  l'inter- 
section de  la  droite  considérée  avec  la  quadrique  représentée  par 
l'équalion 

(18)  t;^  -f-  r^x  —  PjZ,      TQ,  4-  r^x  —  p,z,      Y       =0. 

^i-^Pty  —  Qi^y      Çj  +  Pi!/ —  9t«>      Z 

Du  reste,  si  Ton  voulait  introduire  ici  les  considérations  du  n^  78, 
page  220,  il  suffirait  d'observer  que  les  normales  aux  surfaces  trajec- 
toires des  divers  points  de  la  droite  proposée  doivent  couper,  outre 
cette  droite  2),  les  axes  de  rotation  A^,  A,,  en  sorte  que  la  quadrique 
que  nous  avons  appelée  Q  est  ici  définie  par  les  droites  S),  A|  et  A,. 

84.  La  géométrie  des  surfaces  et  des  congruences  ofire  un  champ 

immense  aux  applications  des  mouvements  à  deux  paramètres.  Les 

formules  de  Codazzi,  par  exemple,  rentrent  dans  les  conditions  d'in- 

tégrabilité  (9)  et  (10). 

Théorème  Je  me  bornerai,  pour  terminer,  à  démontrer  un  beau  théorème  dû 

de  Ribaucour.  ^  Albert  Ribaucour  et  qui  rattache  le  problème  de  la  déformation  des 

surfaces  à  l'étude  de  certains  mouvements. 

Les  raisonnements  qui  nous  ont  servi  à  établir  le  théorème  de 
Schônemann  et  Mannheim  tombent  en  défaut  si  l'équation  (13)  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  l'équation  (17)  a  ses  racines  égales,  c'est- 
à-dire  si 

(36ii)'  —  3^11 .  2^11  =  0. 

C'est  le  cas  limite  où  les  droites  A^,  A,  viennent  se  confondre.  Il  ne 
diifére  pas  essentiellement  du  cas  général. 

Il  en  est  tout  autrement  si  les  équations  (13)  ou  (17)  sont  des 
identités,  c'est-à-dire  si 

2ff,,,  =  0,      36,,  =  0,      36,,  =  0. 

Dans  ce  cas,  les  mouvements  hélicoïdaux  tangents  se  réduisent  tou- 
jours à  une  simple  rotation,  et  cela,  quelle  que  soit  la  loi  du  mouve- 
ment. 

Les  équations  36ii  =  0,  9éu  =  0  expriment  que  les  déplacements 
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dans  lesquels  u^  puis  u,  varient  seuls  sont  des  rotations  û,,  û,  ;  appe- 
lons Ap  A,  les  axes  de  ces  rotations,  dont  (p,,  g^  r^  £|,  r^,  ^^) 
(P%y  9t9  ^\9  Su  fiti  îi)  sont  les  coordonnées.  L'équation  5^^,  =  0 
exprime  alors  que  ces  axes  \  et  A,  se  coupent. 

Nous  appellerons  I  leur  point  de  rencontre  et  t:  leur  plan  commun. 

Maintenant,  les  expressions 


t» 


où  Ton  a  posé  pour  abréger  u[  =  -7-*  »  uj  =  — î  >  sont,  quels  que 

soient  ti|,  ti^,  les  coordonnées  d'un  segment  û  porté  par  un  axe  A, 
et  ce  segment  û  représente  une  rotation  à  laquelle  est  réductible  le 

mouvement  tangent  quel  que  soit  le  rapport  -7  •  Or,  il  résulte  des 

expressions  mêmes  de  ses  coordonnées  que  le  segment  (o  est  la  résul- 
tante de  deux  segments  portés  par  les  axes  A|  et  A,  et  qui  sont  égaux 
l'un  au  produit  du  segment  û|  par  le  nombre  u|,  l'autre  au  produit 

du  segment  û,  par  le  nombre  u[.  Le  segment  û  est  donc  issu  du 

u' 
point  I  dans  le  plan  x.  Quand  le  rapport  -7  prendra  toutes  les 

valeurs  possibles,  l'axe  A  décrira  évidemment  le  faisceau  plan  (I,  7;). 
On  peut  même  ajouter,  remarque  qui  a  son  utilité,  qu'en  vertu  du 

principe  de  correspondance,  le  rapport  anbarmonique  de  quatre  axes  A 

u[ 
sera  égal  au  rapport  anbarmonique  des  quatre  valeurs  de  —7  aux- 

quelles  ils  correspondent. 

Considérons  actuellement  le  point  I;  il  dépend  des  deux  para- 
mètres ti|,  u,  et  décrit  dans  l'espace  une  certaine  surface  l/,  il  décrit 
aussi  dans  le  corps  une  surface  I^  qui  sera  le  lieu  des  points  du  corps 
avec  lesquels  le  point  I  peut  venir  coïncider. 

Le  tbéorème  de  Ribaucour  consiste  en  ce  que  le$  surfaces  If  et 
I«  sont  tangentes  l'une  à  Vautre  au  point  I,  le  plan  x  est  leur 
plan  tangent  commun  et  enfin  elles  sont  applicables  l'une  sur 
l'autre. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  prenne  pour  tip  u,  des  fonctions  quel- 
conques du  temps  ;  le  point  I  va  décrire  sur  I^  et  sur  1/  deux  courbes 
Cm>  G/,  C^  sera  sa  trsgectoire  relative  et  Cy  sa  trajectoire  absolue.  La 
vitesse  d'entraînement  du  point  I  étant  nulle,  puisque,  quel  que  soit 
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le  déplacement^  il  est  constamment  sur  l'axe  instantané  de  rotation, 
il  en  résulte  que  sa  vitesse  absolue  se  confond  a?ec  sa  vitesse  relative. 
Les  courbes  Cm  et  C/  sont  donc  tangentes  et  roulent  sans  glisser  Tune 
sur  l'autre.  Ceci  étant  vrai  quelle  que  soit  la  courbe  G^  que  Ton  obli* 
géra  le  point  I  à  décrire  sur  I^»  on  peut  en  conclure  déjà  que  les 
deux  surfaces  ly^  I^  se  touchent  au  point  L 

Comme  de  plus,  puisqu'il  n'y  a  pas  glissement,  à  un  arc  de  courbe 
C,„  tracée  sur  I^  correspond  un  arc  égal  de  la  courbe  C/  tracée  sur  I^ 
on  voit  que  la  correspondance  ponctuelle  qui  existe  entre  les  surfaces 
ïfy  I^  est  de  telle  nature  que  les  arcs  correspondants  sont  égaux. 

Les  deux  surfaces  I/,  I^  sont  ainsi  applicables  Tune  sur 
l'autre. 

Soient  Xy  t/,  z  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  I  des  axes 
des  deux  rotations  p^,  g^,  r^,  Ç„  t)^,  Çj  et  p,,  g„  r^,  Ç^,  t)„  î;», 
on  a 

Çi  =  —  9i«  +  ^iVy  ^1  =  —  n»  +  Pi«i  Cl  =  — PiV  +  ?i«» 
Ç,  =  —  Çi«  •+-  r^Vj      ^1  =  —  ^«  +  Pth      Çt  =  —  PiV  +  9t^' 

Si  nous  écrivons  alors  les  conditions  d'intégrabilité  nous  trouverons 


dz 

9t  — -^ijr  =  î.5iî;-r 


dz  dy 

du^        *  du, 
dx  dz 

dx 


'<?«, 


=  r.  t p 


ày 


dx 

ày 

=P.  yZT  —  l 


àz 

ày 


dz 


«  #  dx     dy 

Multiplions  ces  trois  équations  respectivement  par  -r — >  --^» 


igoutons  et  nous  trouverons 


Pi^ 


o 


19 


dx 

dx 

du. 

du^ 

ày 

dy 

du^ 

du^ 

dz 

dz 

{?Uj 

du^ 

=  0, 


dx     dy     dz 

en  multipliant  au  contraire  par  —  t  j-j>  j--  et  ajoutant  encore 
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P 


19 


l»9 


19 


âx 

âx 

âUi 

âu^ 

ày 

dy 

du^ 

du^ 

dz 

dz 

du^ 

du. 

=  0. 


Ces  deux  équations  expriment  que  le  plan  des  deux  axes  est  préci- 
sément te  plan  tangent  à  la  surface  I^  au  point  I. 

Le  théorème  de  M.  Ribaucpur  ramène  ainsi  la  question  des  sur- 
faces applicables  sur  une  surface  donnée  à  Tétude  de  certains  mouve- 
ments de  cette  surface.  Le  cas  particulier  où  Ton  fait  rouler  une 
surface  sur  sa  symétrique  donne  lieu  à  des  propositions  analogues  à 
celles  que  nous  avons  déjà  rencontrées  pour  les  courbes.  Il  est  bon  de 
dire  ici  que  ce  cas  joue  un  rôle  à  part  et  qu'il  semble  échapper  à  la 
théorie  qui  fait  l'objet  du  cas  général. 

Mouvements  à  trois  paramètres. 


Mouvements 

à  trois 

paramètres 

réductibles  à 

des  rotations 

successives. 


85.  Les  mouvements  à  trois  paramètres  ont  été  beaucoup  moins 
étudiés  que  les  mouvements  précédents. 

Un  corps  qui  a  un  point  fixe  et  un  corps  dont  un  plan  peut  libre- 
ment glisser  sur  un  autre  plan  sont  deux  exemples  de  mouvements 
à  trois  paramètres.  Dans  ces  deux  cas  une  circonstance  remarquable 
se  produit  :  quelle  que  soit  la  loi  de  mouvement  que  l'on  impose  au 
corps,  à  chaque  instant  le  mouvement  hélicoïdal  tangent  se  réduit  à 
une  rotation.  Autrement  dit,  tout  déplacement  infiniment  petit  équi- 
vaut à  une  rotation. 

L'équation 

9êndu\  +  Sé^dul  H-  9éttdul 

2  36i,dW|du,  +  2  36i^du^du^  +  2  36,^du,du^  =  0 


qui  définit  les  déplacements  infiniment  petits  réductibles  à  des  rota- 
tions est,  dans  ces  deux  cas,  une  identité,  ainsi  que  cela  se  produit 
avec  deux  variables  à  propos  du  théorème  de  Ribaucour. 

Il  y  a  quelque  intérêt  à  rechercher  si  ces  deux  mouvements  à 
trois  paramètres  sont  bien  les  seuls  qui  présentent  cette  cir- 
constance. 
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ObsenoQS  d^abord  que  Ton  a  par  hypothèse  ces  six  équations 

3^11  =  0,      3^,,  =  0,      3&n  ^^  Oj 
dvif  =  0,      3f6|j  =  0,      3!6ji  =  0. 

Les  trois  premières  expriment  que  les  quantités  (jp^,  g^   r,, 

Çi>  ^i>  Cl)  (Pè^  ^1»  ^»  Çi>  ^«j  W  (P«»  î»  »•«>  ÇiJ  ^iu  U  sont  les  coor- 
données de  trois  segments  représentatifs  de  trois  rotations  autour 
d'axes  A|,  A,,  A,.  Les  trois  dernières  équations  expriment  que  ces 
axes  sont  deux  à  deux  dans  un  même  plan. 

Or,  si  trois  axes  pris  deux  à  deux  sont  dans  un  même  plan,  ou 
bien  ces  axes  forment  un  trièdre,  ou  bien  ils  forment  un  prisme,  ou 
bien  ils  forment  un  triangle.  Car  nous  excluons  le  cas  où  les  trois 
axes  étant  dans  un  même  plan  seraient  concourants  ou  parallèles. 
On  prouverait,  en  effet,  que  dans  ce  cas  le  nombre  des  paramètres 
indépendants  ne  saurait  être  égal  à  3. 
Nous  allons  donc  examiner  les  trois  hypothèses  précédentes. 
Sphère  La  première  hypothèse  ne  fournit  pas  d'autre  mouvement  à  trois 

glissant        paramètres  que  celui  dans  lequel  un  point  du  corps  est  fixe,  ou  ce 
sor  elle-même.        ...  »  j'ii  i^j  %>  i* 

qui  revient  au  même,  dans  lequel  une  sphère  du  corps  glisse  arbi- 
trairement sur  elle-même. 
Plan  glissant        La  deuxième  hypothèse  ne  donne  que  le  mouvement  d'un  corps 
sur  lui-même,   ^j^^^  ^j  p[g^jj  glisse  sur  lui-même. 

Reste  la  troisième  hypothèse. 

Dans  ce  cas  les  axes  des  rotations  instantanées  doivent  être  conte- 
nus dans  un  même  plan  et  y  former  un  triangle.  Or,  on  aperçoit 
tout  de  suite  un  mouvement  qui  remplit  cette  condition. 
Mouvement         Supposons  une  figure  F  qui  se  déplace  de  telle  sorte  qu'elle  soit, 
d'une  figure     ^jj^^g  toutes  ses  positions,  symétrique  d'une  figure  F^  par  rapport  à 
svmétriaue      ^^  P^*^  variable  de  l'espace.  Comme  la  position  du  plan  de  symétrie 
d'une  figure     dépend  de  trois  coordonnées,  nous  aurons  ainsi  défini  un  mouvement 
fixe.  ^  trois  paramètres. 

Or,  soient  F,  F'  deux  positions  de  la  figure;  x,  x'  les  plans  par 
rapport  auxquels  elles  sont  respectivement  symétriques  d'une  même 
figure  F|  de  l'espace.  C'est  une  proposition  de  géométrie  élémentaire 
facile  à  établir  qu'on  peut  amener  F  sur  F'  par  une  rotation  autour 
de  la  droite  d'intersection  des  plans  x  et  i?',  rotation  dont  l'ampli- 
tude est  le  double  de  l'angle  de  ces  deux  plans.  On  voit  donc  que  tout 
déplacement  infiniment  petit  de  la  figure  F  est  équivalent  à  une  rota- 
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lion  infiniment  petite  autour  d'un  axe  A  situé  dans  le  plan  %  par 
rapport  auquel  F  est  symétrique  de  la  figure  fixe  F^. 

Prenons,  dans  la  figure  fixe,  un  trièdre  trirectangle  T^  ;  son  symé- 
trique par  rapport  au  plan  tc  est  un  autre  trièdre  trirectangle  T. 
Chaque  arête  de  T  s'appuie  sur  Tarète  homologue  du  trièdre  symé- 
trique et  la  coupe  au  même  point  que  le  plan  r,y  en  sorte  que  T,  T| 
déterminent  sur  le  plan  t:  le  même  triangle. 

Réciproquement,  si  deux  trièdres  trirectangles  T,  T^  définissent 
sur  un  plan  x  le  même  triangle,  on  sait  que  ces  trièdres  sont  symé- 
triques par  rapport  au  plan  de  ce  triangle.  On  peut  donc  définir  sans 
ambiguïté  le  mouvement  qui  nous  occupe  en  disant  que  : 

Un  trièdre  trirectangle  T  lié  au  coi*ps  est  assujetti  à  s'appuyer 

par  ses  arêtes  sur  les  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle  T^  fixe  dans 

Vespace. 

*. 

N 

Si  A,  B,  C  sont  les  points  d'appui  des  couples  d'arêtes  concourantes, 
les  deux  trièdres  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  ABC  et  toute 
figure  F  liée  au  trièdre  T  est  symétrique,  par  ï^apport  à  ce  plan, 
d'une  figure  F^  liée  au  trièdre  fixe  T^. 

Toute  courbe  C  liée  au  trièdre  T  ne  cesse  de  s'appuyer  sur  une 
courbe  C^  liée  à  T^  et  dont  elle  est  la  symétrique,  etc. 

Ce  mouvement  intéressant  convient  à  notre  troisième  hypothèse. 
Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  vérifier  qu'elle  ne  comporte  pas 
d'autre  solution. 

Si  l'on  vient  à  assujettir  le  plan  %  à  une  condition,  il  enveloppe 
dans  le  corps  mobile  une  surface  fixe  S,  et  dans  l'espace  une  surface  S^ 
dont  S  «est  la  symétrique,  en  sorte  qu'on  obtient  alors  un  mouvement 
à  deux  paramètres  dans  lequel  une  surface  S  roule  sur  une  surface  S^ 
dont  elle  est  sans  cesse  la  symétrique  par  rapport  au  plan  tangent 
commun.  Nous  retrouvons  ainsi  le  cas  particulier  de  roulement  de 
surfaces  signalé  à  la  fin  du  numéro  précédent. 
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CHAPITRE  XI 


Les  Systèmes  articulés. 


Historique 

des  systèmes 

articulés. 


86.  Par  ses  nombreux  contacts  avec  la  géométrie  et  par  les 
applications  multiples  qu'elle  trouve  dans  la  pratique,  la  théorie  des 
systèmes  articulés  constitue  une  transition  naturelle  entre  les  doc- 
trines géométriques  qui  précèdent  et  la  théorie  des  mécanismes  que 
nous  étudierons  plus  loin.  La  théorie  des  systèmes  articulés  ne  date 
que  de  1864.  Sans  doute  on  les  a  utilisés  bien  avant  cette  époque;  il 
se  peut  même  que  quelque  esprit  amoureux  de  précision  rétrospec- 
tive découvre  des  systèmes  articulés  dans  l'antiquité  la  plus  reculée  ; 
nous  apprendrions  une  fois  de  plus  que  tout  siècle  détient  incons- 
ciemment entre  ses  mains  les  découvertes  des  siècles  futurs,  et  que 
l'histoire  des  choses  devance  très  souvent  celle  des  idées.  Lorsque,  en 
1631,  le  P.  ScHEiNER  publia  pour  la  première  fois  la  description  de 
son  pantographe,  il  ne  connut  certainement  pas  l'idée  générale  dont 
son  petit  appareil  n'était  qu'une  manifestation  naissante;  on  peut 
même  affirmer  qu'il  ne  pouvait  pas  la  connaître,  car  cette  idée  tient 
à  la  notion  élevée  de  la  transformation  des  figures,  notion  qui  appar- 
tient à  notre  siècle  et  donne  un  caractère  uniforme  à  tous  les  progrès 
qu'il  a  vus  s'accomplir. 

Le  mérite  de  Peaugeluer,  de  Kempe,  de  Hart,  de  Lipkine  est 
moins  d'être  parvenu  à  tracer  avec  des  systèmes  articulés  telle  ou 
telle  courbe  particulière,  que  d'avoir  aperçu  les  moyens  de  réaliser 
avec  ces  systèmes  de  véritables  transformations  géométriques. 

Dans  cette  remarque  réside  ce  qu'il  y  a  de  vraiment  général  dans 
la  théorie  des  systèmes  articulés. 

On  connaît,  et  l'on  trouvera  du  reste  décrit  plus  loin,  le  dispositl 
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appelé  parallélogramme  de  Watt;  cet  appareil  a  pour  objet  de  faire 
décrire  approximativement  un  segment  de  droite  à  la  tige  d*ua 
Peaucellier.  piston.  Peâucellier,  en  1864,  trouva  une  solution  rigoureuse  du 
même  problème  à  Taide  de  simples  leviers  articulés.  Sa  solution  passa 
inaperçue  et,  circonstance  peu  banale,  précisément  à  Tépoque  où 
d'éminents  géomètres  en  étaient  arrivés  à  douter  de  la  possibilité 

Lipkine.  d'une  solution  du  problème.  Cependant,  en  1871,  M.  Lipkine,  élève 
de  M.  TcHEBiCHEFF,  ayant  trouvé  de  son  côté  la  solution  exacte  de 
M.  Peâucellier,  et  obtenu  pour  cette  découverte  une  récompense  de 
son  gouvernement,  l'attention  se  porta  enfin  sur  le  véritable  inven- 
teur, notre  compatriote. 

Sylvesier.  M.  Sylvester  s'intéressa  particulièrement  à  cette  belle  découverte 

et  s'employa  à  la  vulgariser  tout  en  étendant  son  domaine.  Sous  son 

inspiration  les  systèmes  articulés  ne  tardèrent  pas  à  acquérir  une 

Les  géomètres  grande  vogue  en  Angleterre,  où  ils  firent  l'objet  des  études  de  Hart, 

anglais.  Clifford,  Roberts,  Cayley,  Kempe.  Ces  éminents  géomètres  eurent 
d'abord  en  vue  la  description  mécanique  de  courbes  particulières  : 
coniques,  courbes  cubiques,  quartiques  ou  sextiques,  courbes  circu- 
laires. Hart  et  Kempe  trouvèrent  de  nouvelles  et  intéressantes 
solutions  du  problème  du  guidage  rectiligne  d'un  point  et  réalisèrent 
d'intéressantes  transformations. 

Yiavaux  En  France,  on  peut  citer  les  travaux  de  M.  Saint-Loup  sur  les 

français.  systèmes  articulés  et  leur  application  à  la  résolution  des  équations; 
M.  Laisant  les  a  fait  servir  à  la  trisection  de  l'angle;  M.  Lemoine 
leur  a  consacré  plusieurs  écrits;  M.  Léauté,  envisageant  la  question 
au  point  de  vue  pratique,  s'est  occupé  de  décrire  à  Vaide  de  trois 
tiges  et  avec  le  plus  d'approximation  possible  une  courbe  donnée, 
problème  qui  est,  au  fond,  une  généralisatien  du  guidage  rectiligne 
approché  de  Watt  déjà  traitée  par  Tchebicheff. 

La  déformation  du  quadrilatère  articulé  est  une  question  essen- 
tielle pour  la  théorie  générale  des  systèmes  articulés.  M.  Daeboux  lui 
a  consacré  plusieurs  notes  dans  son  Bulletin  et  dans  les  Comptes 
Rendus. 

Ajoutons  enfin  que  M.  Neuberg  a  publié  sur  la  question  le  résumé 
(le  conférences  qu'il  a  faites,  et  où  les  principes  de  la  théorie  des 
systèmes  articulés  sont  présentés  sous  une  forme  entièrement  élémen- 
taire. Le  lecteur  désireux  de  se  renseigner  sur  la  bibliographie  des 
systèmes  articulés  pourra  consulter  la  liste  dressée  par  M.  Liguine 
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et  que  le  Bulletin  des  sciejices  mathématiques  a  publiée  dans  le 
tome  VII  de  la  2®  série,  tome  XVIII  de  la  collection. 

Oôfî  ni  lion  d'un       87.   Pour  les  premiers  auteurs  qui  ont  écrit  sur  la  théorie  des 
système        systèmes  articulés,  un  tel  ensemble  se  composait  de  liges  rigides 

articulé  plan.       ^  ,  '       .      ,  i  .  ,  . 

assujetties  à  se  mouvoir  dans  un  même  plan,  certaines  d'entre  elles 
étant  reliées  par  des  pivots  normaux  à  ce  plan  de  manière  à  laisser 
variables  leurs  angles. 

Cette  manière  de  voir  s'explique,  car  les  premiers  appareils  arti- 
culés, le  pantographe^  le  parallélogramme  de  Watt,  l'appareil  de 
Peaucellier  ne  se  composaient,  schématiquement  du  moins,  que  de 
tiges  ou  droites  articulées,  les  points  décrivants  étant  constamment 
en  ligne  droite  avec  les  points  d'articulation. 

Mais  on  en  vint  bientôt,  avec  Sylvester,  à  considérer  la  trajectoire 
d'un  point  lié  invariablement  à  une  tige  et  formant  avec  elle  un 
triangle.  On  substitua  dès  lors  une  plaque  triangulaire  à  la  considé- 
ration de  la  simple  tige. 

Il  n'y  a,  du  reste,  aucune  raison  pour  s'en  tenir  à  la  forme  trian- 
gulaire. 

Tout  segment  de  droite,  ou  tige,  qui  se  meut  peut  être  considéré 
comme  entraînant  une  figure  plane  qui  lui  est  liée  invariablement,  et 
l'on  voit  alors  que  la  considération  d'une  simple  tige  est  au  fond  équi- 
valente à  celle  d'une  plaque  plane  qui  glisserait  sur  son  propre  plan. 

Nous  pouvons,  dès  lors,  donner  la  définition  suivante  d'un  système 

ARTICULÉ  PLAN  : 

Cest  un  ensemble  de  plaques  ou  figures  planes  assujetties  à 
rester  dans  un  seul  et  même  plan,  parmi  lesquelles  un  certain 
nombre  sont  reliées  entre  elles  par  des  chaimières  ou  pivots  nor- 
maux au  plan  commun. 

Nous  avons  ajouté  l'épithète  plan  parce  que  l'on  rencontre  aussi 
des  systèmes  articulés  spbériques,  ou  plus  généralement  gauches,  ainsi 
que  nous  l'indiquerons  plus  loin. 

Si  deux  plaques  d'un  système  articulé  sont  reliées  par  deux  pivots, 
elles  sont  invariablement  liées  et  ne  forment  qu'une  seule  et  même 
plaque. 

Si  trois  plaques  A,  B,  G  sont  reliées  deux  à  deux  par  des  pivots 
formant  un  triangle,  elles  constituent  un  système  indéformable  et  ne 
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forment  qu'une  seule  et  même  plaque.  Si  donc  on  met  de  côté  le  cas 
peu  intéressant  de  trois  plaques  montées  sur  un  même  pivot,  on  voit 
qu'il  n'y  a  pas  de  système  articulé  comportant  moins  de  quatre 
plaques  ou  membres^  car  tel  est  le  terme  que  nous  emploierons 
désormais. 


QuadrUalére 
articulé. 


Trois  fonnes 

de 

quadrilatères 

articulés. 


Systèmes  à  quatre  membres. 

88.  Les  systèmes  à  quatre  membres  sont  ainsi  les  plus  simples 
des  systèmes  articulés.  Ils  ont,  du  reste,  une  importance  réelle  par 
l'usage  constant  que  l'on  en  fait  dans  les  systèmes  plus  compliqués. 
Conformément  aux  remarques  précédentes,  nous  pourrons  réduire 
par  la  pensée  chaque  membre  à  la  lige  rigide  qui  joint  les  pivots 
auxquels  s'articulent  les  membres  adjacents. 

Supposons  donc  que  nous  disposions  de  quatre  tiges  de  longueurs 
a,  &,  c,  dy  que  nous  articulons  entre  elles  par  leurs  extrémités  dans 
l'ordre  même  qui  précède^  savoir,  la  tige  a  avec  la  tige  6,  puis 
h  avec  c,  puis  c  avec  d  et  enfin  d  avec  a. 

Nous  formons  ainsi  un  quadrilath*e  articulé. 

Il  est  à  remarquer  que  le  quadrilatère  que  l'on  obtient  ainsi  est 
déformable  et  que  sa  forme  dépend  d'un  seul  paramètre.  Un  quadri- 
latère articulé  peut  présenter  trois  formes  d'aspects  différents.  Il 
est  toujours  possible,   en  premier  lieu,  de  former  avec  les  tiges 
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se  suivant  dans  Tordre  ahcd^  un  quadrilatère  convexe  tel  que 
ABCD; 

Soit  G  le  symétrique  de  C  par  rapport  à  la  diagonale  BD,  le  qua- 
drilatère ÂBC'D  ainsi  obtenu  est  ici  uni-concave,  il  est  formé  par 
les  mêmes  tiges  se  suivant  dans  le  même  ordre  abcd;  soit  enfin  D' 
le  symétrique  du  point  D  par  rapport  à  la  diagonale  AC,  le  quadrila- 
tère ABC  D'y  que  nous  appellerons  hirconcave,  est  également  formé 
par  les  tiges  précédentes  se  succédant  dans  Tordre  abcd. 
Discussion  de  Du  reste,  nous  allons  discuter  les  conditions  de  construction  du 
la  construction  quadrilatère  articulé. 

Considérons  les  tiges  a  et  d  qui  s'articulent  au  point  A  (fig.  63), 
soit  B  l'extrémité  de  la  tige  a  et  D  celle  de  la  tige  d.  Appelons  0 
TangleBAD,  que  nous  pouvons  toujours  supposer  compris  entre  0 
et  180^.  Le  triangle  BAD  nous  donne    « 


quadrilatère 
articulé. 


BD  =  o*  +  d*  —  2ad.cos  6. 

La  tige  b  doit  s'articuler  en  B  et  la  tige  c  en  D  ;  pour  avoir  le  point 
C  où  s'articuleront  b  et  cil  faudra  prendre  un  point  de  rencontre  des 
cercles  de  centres  respectifs  B  et  D  et  de  rayons  6,  c.  Il  faut,  avant 
tout,  que  ces  cercles  puissent  se  couper,  ce  qui  se  traduit  par  les 
inégalités 

(6  _  cy  <BD^<(b  +  c)\ 
ou  encore 

(h  —  c)*  <  a*  +  d*  —  2ad  cos  6  <  (6  +  c)«. 
On  peut  encore  écrire 

a»  H-  d«  —  (6  +  c)» ^       a*  +  d»  —  (b  —  cy 


(^) 


2ad 


cos  6 


2ad 


Pivots 

à  révolution 

complète. 


Ces  conditions  limitent  en  général  la  valeur  du  cosinus  de  l'angle 
des  tiges  a  et  d,  en  sorte  que  la  révolution  relative  des  tiges  autour 
de  leur  pivot  commun  est  limitée. 

Mais  si  Ton  a 

a"  -H  d«  —  (6  4-  cy 


(2) 


2ad 

g'  4-  d«  —  (b  —  cy 

^ad 


<  — 1 


^1, 


le  cosinus  peut  recevoir  toutes  les  valeurs  comprises  entre  —  4  et 
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+  1  ;  nous  dirons  alors  que  le  pivot  est  à  rétiolution  complète,  car 
le  quadrilatère  est,  dans  ce  cas,  constructible  pour  toute  valeur  de 
Tangle  6. 
Les  conditions  précédentes  s'écriront 

(a  +  dy  -  (b  +  cy  S  0,    (d  —  ay  —  (b  —  cy  >  o, 

ou  encore,  en  supprimant  le  facteur  a  -^  b  -h  c  -h  d  dans  la  pre-> 
mière  inégalité, 

(3)  an-d  — 6  — c<:0,    (d  — an-ft  — c)(d  — a  +  c  — b)^0. 

Condition  pour       On  peut  toujours  appeler  a  le  plus  petit  des  côtés  a,  d;  supposons, 

qii*un  ^Q  pius^  poup  fjxer  les  idées  b  -<  c  (le  cas  de  &  :>-  c  se  discute  de 

ailles  pivots  à  ï"^*^®)  J '^  facteur  d  —  a  4-  c  —  6  est  positif  et  les  inégalités  ci-dessus 

révolution  se  réduisent  à 

complète. 

a  -h  d  —  b  —  c<:0,      d-^  a  +  b  —  c>0. 
La  première  inégalité  s'écrit 

(a  —  b)  +  (d  —  c)  <  0 
et  la  seconde 

d  —  c  >  a  —  6. 

La  première  inégalité  est  donc  incompatible  avec  l'hypothèse  a  >^  b, 
car  alors  a  —  b  et  d  —  c  seraient  positifs;  leur  somme  ne  pourrait 
être  négative. 

On  a  donc  forcément  a  <  b,  et  comme  b  -<  c,  on  a  a  <  b  -<:  c; 
on  a  supposé  d'ailleurs  a  '^dy  donc  a  est  le  plus  petit  côté  du  qua- 
drilatère. 

Ainsi,  quand  un  pivot  est  à  révolution  complète^  il  appartient  à 
la  plus  petite  tige  du  quadrilatère. 

On  peut  ajouter  que  dans  ce  cas  la  somme  du  plus  petit  et  du 
plus  grand  côté  est  au  plus  égale  à  la  sommée  des  deux  autres. 

Si  d  est  le  plus  grand  côté,  cela  résulte  de  la  condition  supposée 

remplie 

a  -{-  d  —  b  —  c<0; 

supposons,  au  contraire,  que  ce  soit  c,  on  a  alors  b  «<:  c,  et  nous 
avons  vu  que  l'on  a  dans  cette  hypothèse 

d  —  a  -h  b  —  c>:0 
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OU 


a  -^  c  —  64-d^O, 

ce  qui  démontre  encore  le  théorème. 

Môme  démonstration  si  b  est  le  plus  grand  côté. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie  et  elle  va  nous  conduire  à 
un  résultat  complet. 

Supposons  que  le  plus  petit  côté  a,  ajouté  au  plus  grand,  donne 
une  somme  au  plus  égale  à  celle  des  deux  autres  côtés  ;  on  va  prouver 
que  les  deux  pivots  situés  sur  le  plus  petit  côté  a  sont  à  révolution 
complète. 

Soit,  en  effet,  d  un  côté  s'articulant  au  côté  a;  il  suffit  de  prouver 

les  inégalités 

a  -{-  d  —  h  —  c<0, 

(d  —  a)«  —  (6  —  c)«  >  0, 

qui  expriment  que  le  pivot  où  d  et  a  s'articulent  est  à  révolution  com- 
plète; car  la  même  démonstration  s'appliquerait  à  l'autre  pivot  porté 
par  a. 

Supposons  d'abord  que  d  soit  la  plus  grande  des  quatre  tiges,  on  a 
alors,  par  hypothèse, 

a  -h  d  <,h  -h  c; 

c'est  justement  la  première  inégalité  à  vérifier;  si  l'on  suppose,  pour 
fixer  les  idées,  6  -<  c,  comme  on  a  d  >•  c,  a  -<  fe  on  trouvera 

d  —  a  >-  c  —  ft, 

où  d  —  a^  e  —  h  sont  positifs,  et  en  élevant  au  carré, 

(d  -  ay  >  (c  -  b)% 

ce  qui  est  la  seconde  condition.  De  même  si  on  avait  b  >-  c. 

Faisons  maintenant  une  autre  hypothèse  et  supposons  que  la  plus 
grande  tige  soit  &  ou  c,  c  par  exemple;  on  a  par  hypothèse 

a-hc  —  6  —  d<0 

ou  encore 

a  +  d— 6  —  c  +  2(c  —  d):<0, 

comme  c  —  d  est  positif,  il  faut  bien  que  a  -h  d  —  b  —  c  soit  négatif, 

ce  qui  est  la  première  inégalité  à  démontrer.  On  a  ensuite,  d'après 

l'hypothèse, 

c  —  6  <  d  —  a. 


Quadrilatères 

qui  ont 

trois  pivots 

à  révolution 

complète. 
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OÙ  c  —  6  et  d  —  a  sont  positifs^  donc 

(c  —  &)'  <  (d  —  a)\ 

ce  qui  est  la  seconde  inégalité  qu'il  fallait  prouver.  Le  cas  où  &  est  le 
plus  grand  côté  se.  traite  de  même. 
Ainsi,  en  résumé  : 

Si  un  pivot  d'un  quadrilatère  est  à  révolution  complète,  il  en 
existe  un  second  qui  se  trouve  dans  les  mêmes  conditions,  et  ces 
deux  pivots  sont  aux  extrémités  de  la  plus  petite  tige;  de  plus, 
la  somme  de  la  plus  grande  et  de  la  plus  petite  tige  est  alors 
égale  au  plus  à  la  somme  des  deux  autres  tiges.  Cette  condition 
est  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  eodste  des  pivots  à  révolution 
complète. 

Nos  raisonnements  n'excluent  pas  les  cas  limites,  en  sorte  que  le 
théorème  est  vrai  même  s'il  y  a  égalité  entre  les  deux  sommes  de 
l'énoncé. 

Cherchons  maintenant  s'il  y  a  des  quadrilatères  articulés  admettant 
plus  de  deux  pivots  à  révolution  complète.  Dans  ce  cas,  deux  pivots 
opposés.  A,  C  par  exemple,  sont  à  révolution  complète. 

Or,  nous  avons  trouvé  les  conditions  suivantes  pour  que  A  soit  à 
révolution  complète  (fig.  63)  : 

a  +  d  —  h  —  c<0, 

(d  — a)«-(6  — c)*>:0; 

pour  que  C  soit  aussi  à  révolution  complète  il  faudra  avoir,  de  même, 

h  -h  C'—a  —  d<0, 
(6_c)«  — (d  — a)«>0; 

le  rapprochement  de  ces  inégalités  nous  prouve  que 

a  +  d  —  h  —  c  =  0, 

(d  ^  a)«  —  (b  —  cy  =  0. 


Il  y  a  deux  cas  à  distinguer  : 


10 


20 


i   a  -h  d  —  h  —  c  =  0, 
(  d  —  a  -h  b  —  c  =  0; 

ia  -h  d  —  h  —  c  =  0, 
d  —  a  — 


6  H-  c  =  0. 
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Quadrilatères 

qui  ont  tous 

leurs  pivots 

à  révolution 

complète. 


Le  premier  cas  nous  donne  a=zh,  d  =:  c.  Nous  trouvons  donc  un 
quadrilatère  dans  lequel  les  côtés  sont  égaux  par  deux,  les  côtés 
opposés  étant] inégaux.  Un  tel  quadrilatère  s'appelle  un  rhomboïde, 
il  a  une  forme  convexe  appelée  kite  ou  cerf-volant  par  les  Anglais 
et  une  forme  uniconcave  appelée  spear-Jiead  ou  fer  de  lance. 


CERF-VOLANT. 


Fig.64. 


FER  DE  LANCE. 


Supposons  que  AB,  BC  soit  le  couple  des  plus  petits  côtés;  on 
vérifie  aisément  que  les  pivots  A,  B,  C  sont  à  révolution  complète, 
mais  que  le  pivot  D,  où  aboutissent  les  grands  côtés,  est  à  révolution 
limitée. 

20  Examinons  la  seconde  hypothèse;  elle  nous  donne  a  =  c, 
&  =  d.  Les  côtés  opposés  du  quadrilatère  sont  égaux. 


D 

/" 


A' 


/ 


PARALLÉLOGRAMITE. 


Fig.  65. 


CONTRE-PARALLÉLOGRÀMITE. 


Le  quadrilatère  est  alors,  soit  un  parallélogramme,  soit  un  quadri- 
latère bi-concave  qui  a  reçu  le  nom  de  contre-parallélogramme.  Le 
lecteur  vérifiera  aisément  que  dans  ces  deux  derniers  cas  tous  les 
pivots  du  quadrilatère  sont  à  révolution  complète. 
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Représentation      89.  Dans  un  article  inséré  au  tome  III  du  Bulletin  des  sciences 
de  M.  Darboux.  matliématiques,  2^  série,  page  109,  M.  Darboux  a  rattaché  la  question 

de  la  déformation  des  quadrilatères  articulés  à  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  Voici  en  quelques  mots  le  principe  de  sa  méthode  : 

Soient  a,  p,  y  ^es  angles  des  tiges  AB,  BC,  CD  avec  la  tige  D  A  ;  on 
a  évidemment,  en  projetant  sur  DA  et  sur  une  perpendiculaire  à  D  A, 


(4) 

d'où  Ton  lire 


d  -f-  a  cos  a  -♦-  6  cos  p  -f-  c  cos  Y  =  0, 
a  sin  a  +  2>  sin  p  +  c  sin  Y  =1  0, 


(5) 


ae'^   -+-  he^^   +  ce*^  =  0. 


la 


d  -H  ae^^-h  6e"'P+  ce"*Y=0. 
Posons  ce  =  e*",  y  =  ô**^,  z  =  e*^;  ces  équations  deviennent 


ax  -f- 

hy 

+  cz  -{- 

d 

=  0, 

a 

h 

c 

4- 

-H 

+ 

d 

=  0. 

X 

y 

z 

(6) 


Interprétées  en  coordonnées  rectangulaires  x,  i/,  z,  ces  équations 
représentent  la  section  plane  d'une  surface  du  troisième  ordre,  c'est- 
à-dire  une  cubique  plane.  Or,  une  cubique  plane  est  une  courbe 
elliptique,  c'est-à-dire  du  premier  genre,  et  les  coordonnées  de  ses 
points  sont  des  fonctions  uniformes  doublement  périodiques  d'un 
paramètre.  On  pourra  donc  représenter  ainsi  x,  y,  z,  et  par  suite  cos  a, 
cos  p,  cos  Yj  sin  a,  sin  p,  sin  y  ;  M.  Darboux  a  développé  ces  calculs. 
La  cubique  devient  unicursale  si  le  plan  est  tangent  à  la  surface 
cubique.  On  trouve  qu'il  faut   avoir  pour  cela  une  relation  de  la 

forme 

a±h±c±d  =  0. 

Comme  il  est  impossible  qu'un  côté  égale  la  somme  des  trois  autres, 
il  faut  que  la  somme  des  deux  côtés  a  et  d  égale  celle  des  deux  autres 

o  4-  d  =  2>  +  c. 

On  peut  supposer  que  a  est  le  plus  petit  côté;  alors  d  doit  être  le 
plus  grand.  On  retrouve  donc  le  cas  limite  déjà  considéré.  Le  quadri- 
latère est  alors  constamment  circonscriptible  à  un  cercle. 

Les  quadrilatères  qui  ont  plus  de  trois  pivots  à  révolution  com- 
plète correspondent  aux  cas  où  la  cubique  se  décompose. 


représentation. 
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La  méthode  précédente  fait  correspondre  des  points  imaginaires  de 
la  cubique  à  des  positions  réelles  du  quadrilatère. 

On  peut  se  proposer  de  trouver  une  représentation  où  les  rapports 
de  réalité  soient  conservés.  Nous  opérerons  comme  il  suit  : 
Autre  Nous  partons  des  équations 

d  +  a  cos  a  +  b  cos  p  -I-  c  cos  Y  =  0, 
a  sin  a  +  &  sin  p-+  c  sin  y  =  0, 

a,  &,  c,  d  étant  l'ordre  de  succession  des  côtés  du  quadrilatère. 

Ces  équations  nous  donneront  cos  y  et  sin  y  quand  cos  a,  cos  p, 
sin  a,  sin  3  seront  connus.  Or,  nous  tirons  de  ces  équations 

(d  +  a  cos  a  +  5  cos  P/  +  (a  sin  a  4-  6  sin  g)*  =  c", 

ou  encore 

n\        {   **  '^  b'  —  G*  +  d*  +  2cf  a  cos  a  -h  2db  cos  P 

'  '   2ab  cos  a  cos  P  +  2ab  sin  a  sin  3  =  0. 


Il  est  clair  qu'à  chaque  système  de  valeurs  de  sin  a,  cos  a,  sin  p, 
cos  p  qui  vérifient  cette  équation,  il  correspond  une  forme  déterminée 
du  quadrilatère.  Si  donc  nous  posons 

« 

2u  1 — u*  2v  4  —  u* 

(8)   sina=T r>   cosa=5 =»    sinS=;; — — ,>    cosB=7 l> 

^  4h-u"  1h-u*  1-f-v*  4  +  v' 

en  sorte  que  te,  v  sont  liés  par  l'équation 

(4  —  u*                 4  —  V* 
a«  +  b«  -  c*  +  d*  +  2ad  •  ;; ;  -h  26d  •  = 1 

+  2a6  );j if)^ =(  +  8  afe  tj ^r^, j:  =  0, 

(4  H-  tc^)  (4  -H  V*)  (4  +  w*)  (4  -h  !)•) 

à  chaque  système  de  valeurs  de  u,  v  vérifiant  cette  équation  il  corres- 
pond une  forme  déterminée  du  quadrilatère.  Il  faut  observer  quie 
l'équation  précédente  admet  à  la  fois  les  deux  systèmes  de  solutions 
(m,  v)  ( —  w,  —  v)y  et  que  ces  deux  systèmes  de  valeurs  fournissent 
deux  quadrilatères  symétriques  par  rapport  à  la  droite  AD,  c'est- 
à-dire  qui  peuvent  être  amenés  en  coïncidence  par  une  rotation  de 
480^  autour  de  la  droite  A  D. 

Les  formules  précédentes  reviennent  à  faire  correspondre  à  chaque 
forme  du  quadrilatère  un  point  d'une  courbe  du  quatrième  degré  du 
genre  4,  dont  u,  v  seraient  les  coordonnées  d'un  point  courant. 


254  LEÇONS  DE  CINÉMATIQUE. 

Posons,  pour  abréger, 

Z^^a  +  h-^c  —  d, 
a'==d  +  a  —  h — c,     ^'^zzà  +  b-^a  —  c^    y'^zd-hc  —  a  — 6, 

réquation  précédente  rendue  entière  s'écrit 
et  en  résolvant  par  rapport  à  Vy 


Aahu  ±  Vo  (u) 

V  =  1—1—''  9 

où  Ton  pose 

(p  (m)  =  (a^'u»  +  yO  (Sï'ti»  —  pa')  +  16a»6*u«. 

Ces  formules  vont  nous  permettre  de  résoudre  la  question  suivante  : 
Avec  des  tiges  de  longueur  donnée  se  succédant  dans  un  ordre  donné 
a,  6,  c,  d,  on  a  construit  deux  quadrilatères  Q^,  Q^  ;  est-on  assuré 
de  pouvoir  passer  de  Q^  à  Q^  par  voie  de  déformation  en  faisant  varier 
les  angles  d'une  façon  continue?  Désignons  par  (u^,  v^)  (ti|,  v^)  les 
valeurs  de  u,  v,  correspondant  aux  deux  quadrilatères;  il  faudra 
qu'en  suivant  de  proche  en  proche  des  valeurs  de  u,  v  vérifiant 
l'équation  ci-dessus,  on  puisse  passer  du  système  de  solutions  (ug,  v^) 
au  système  (tip  %\). 

Considérons  l'ensemble  des  nombres  réels  et  soient  p,  q  deux 
de  ces  nombres;  ces  deux  nombres  réels  partagent  l'ensemble 
précédent  en  deux,  savoir  :  Tensemble  des  nombres  tous  finis 
compris  entre  p  et  g,  et  en  second  lieu  l'ensemble  des  nombres 
qui  ne  sont  pas  compris  entre  p  et  g.  Les  premiers  nombres 
constituent  une  suite  continue;  on  peut  en  dire  autant  des 
seconds  malgré  que  l'infini  en  fasse  partie,  et  à  la  condition  de  ne 
point  regarder  comme  une  discontinuité  le  passage  brusque  de 
—  00  à  4-  00  ou  inversement.  Cette  conception  est,  comme  on  sait, 
en  harmonie  avec  une  multitude  de  faits  géométriques;  nous  allons 
l'utiliser  ici  en  observant  que  le  passage  par  l'infini  de  n  ou  de  v  est 
un  fait  secondaire  qui  ne  correspond  à  aucune  discontinuité  dans  la 
déformation  du  quadrilatère.  De  même  on  peut  dire  que  quatre 
nombres  réels  p,  g,  r,  s  partagent  l'ensemble  des  valeurs  réelles  en 
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quatre  ensembles  pq^  gr,  rs,  sp;  l'un  de  ces  ensembles  comprend 
l'infini  ;  ils  sont  tous  extérieurs  les  uns  aux  autres. 

Ceci  posé,  si  jp,  q^  Vy  8  sont  les  quatre  racines  de  9  (u)  =  0 
supposées  réelles,  il  est  clair  que,  dans  deux  ensembles  contigus, 
0  (u)  acquiert  des  signes  contraires,  tandis  que  9  (u)  sera  positif 
dans  deux  ensembles  non  contigus.  Si  donc  on  prend  u,  dans  l'un 
de  ces  ensembles,  et  u^  dans  l'autre,  il  sera  impossible  d'aller  de 
proche  en  proche  de  u^  en  u^  en  laissant  9  (u)  positif,  comme  il  doit 
l'être,  et  l'on  pourra  trouver  deux  quadrilatères  Qo,  Q^  irréductibles 
l'un  à  l'autre  par  voie  de  déformation.  Il  faut  donc  que  9  (u)  ait 
seulement  deux  ou  même  zéro  racines  réelles. 

Or,  nous  allons  montrer  que  la  dernière  hypothèse  doit  être  écartée. 
Si,  en  effet,  le  radical  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  réelle  de  u,  il 
sera  impossible  de  passer  du  système  de  valeurs  (v,  u)  au  système 
(y',  u)  où  V  et  v'  correspondent  l'un  au  signe  -f-,  l'autre  au  signe  — 
(lu  radical.  U  sera,  par  exemple,  impossible  de  passer  d'un  quadri- 
latère Qo  à  son  symétrique  par  rapport  à  DA.  En  résumé,  il  faut 
donc  que  9  (u)  admette  deux  racines  réelles,  qui  seront  forcément 
égales  et  de  signes  contraires.  Posons  u'  =  U.  Le  trinôme  du  second 

degré 

(aP'U  4-  va)  (3y'U  -  Pa')  +  46a»6'U 

devra  admettre  une  racine  positive  unique  ;  l'autre  racine  sera  donc 
négative,  et  par  consiquent  le  produit  des  racines  sera  négatif.  On 
en  conclut,  a,  p,  y>  8>  ^  étant  positifs,  la  condition 

On  aura  remaix^ué  que  les  équations  (4)  d'où  nous  sommes  partis 
ne  tiennent  pas  compte  de  l'ordre  des  côtés  du  quadrilatère.  La 
condition  précédente  est  naturellement  dans  le  même  cas,  et  les 
côtés  y  figurent  symétriquement.  Supposons  |ilors,  pour  fixer  les 
idées,  que  a  soit  le  plus  petit  côté  et  d  le  plus  grand;  Ç,\  y'  sont 
positifs  d'eux-mêmes,  et  la  condition  ci-dessus  se  réduit  à 

a'  =  d  -H  a  —  h  —  c*  >-  0. 

Ainsi  nous  retombons  sur  la  même  différence  qui  nous  a  déjà  servi 
de  critérium  dans  la  question  des  pivots. 
Si  cette  condition  est  vérifiée,  on  constate  aisément  par  les  mêmes 
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raisonnements  que  ci-dessus  que  Ton  peut  toujours  passer  d'un 
quadrilatère  à  l'autre  par  voie  de  variation  continue  des  angles. 

Si  a'  est  nul,  la  courbe  du  quatrième  degré  devient  unicursale  et 
les  cosinus  et  sinus  des  angles  a,  fiy  y  sont  des  fonctions  rationnelles 
d'un  même  paramètre  qui,  par  sa  variation  continue  de  —  oo  à  +  oo, 
fournira  tous  les  quadrilatères  possibles  en  passant  de  l'un  à  l'autre 
par  voie  de  déformation. 

IjO  seul  cas,  par  conséquent,  où  il  y  ait  deux  catégories  de  quadri- 
latères irréductibles  les  uns  aux  autres  par  voie  de  déformation  ^  est 
celui  où  la  différence 


d  -h  a  —  h 


0 


est  négative,  c'est-à-dire  les  quadrilatères  qui  admettent  deux  pivots 
à  révolution  complète,  et  non  circonscriptibles  à  un  cercle. 


Transforma- 
tion des 
mouvements 
de  rotation  au 

moyen  de 

quadrilatères 

articulés. 


9U.  Supposons  que  dans  un  quadrilatère  articulé  ABCD  on  fixe 
une  tige  AD;  on  peut  alors  faire  abstraction  de  cette  tige  et  se  con- 
tenter de  porter  l'attention  sur  les  pivots  fixes  A  et  D.  Les  autres 
tiges  AB,  BC,  CD  constituent  alors  ce  que  les  Anglais  ont  appelé 
un  trois'harres.  Dans  la  pratique,  les  tiges  AB,  DG  portent  le  nom 
de  manivelles;  BC  est  la  bielle. 

Si  A  et  D  sont  des  pivots  à  révolution  complète,  quand  la  tige  AB 
tournera  continûment  autour  du  point  A,  la  lige  DC  tournera  conti- 
nûment autour  de  D.  L'appareil  transforme  ainsi  un  mouvement  de 
rotation  continu  autour  de  A  en  un  autre  autour  de  D. 

Si  A  étant  toujours  à  révolution  complète,  le  pivot  D  était  au 
contraire  à  révolution  limitée,  une  rotation  continue  autour  de  A  se 
transformerait  en  une  rotation  oscillatoire  ou  alternative  autour 
du  pivot  D.  On  réalise  alors  avec  l'appareil  la  transformation  d'un 
mouvement  circulaire  continu  en  un  mouvement  circulaire  alter- 
natif. 

Enfin,  en  toute  hypothèse,  un  mouvement  circulaire  alternatif 
autour  de  A  se  trouvera  transformé  en  un  mouvement  circulaire 
alternatif  autour  de  D. 

Cependant  si  A  est  à  révolution  limitée  et  D  à  révolution  complète, 
et  .si  l'oscillation  autour  de  A  embrasse  toute  l'étendue  de  la  révolu- 
tion limitée,  qui  peut  être  accomplie  autour  de  ce  pivot,  la  tige  DC 
tournera  continûment  autour  de  D  et  l'appareil  permettra  de  trans- 
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former  le  mouvement  oscillatoire  autour  de  D  en  un  mouvement 
continu  autour  de  A. 

Ainsi  on  peut,  au  moyen  du  trois-barres,  réaliser  la  transformation 
d'un  mouvement  circulaire  continu  en  un  mouvement  circulaire 
continu;  d'un  mouvement  circulaire  continu  en  un  mouvement 
circulaire  alternatif  et  inversement;  enfin,  d'un  mouvement  circu- 
laire alternatif  en  un  autre  mouvement  circulaire  alternatif,  et  le 
tout  autour  d'axes  parallèles. 

^application  des  inégalités  (1)  ou  (2)  permettra,  dans  tous  les  cas, 
de  déûnir  la  nature  du  mouvement  ou  inversement  de  construire  un 
système  qui  transforme  l'un  dans  l'autre  deux  mouvements  donnés. 

Il  y  a  lieu  d'observer  qu'en  dehors  du  cas  du  parallélogramme  (où 

il  est  égal  à  Tunité)  le  rapport  —  des  vitesses  angulaires  des  tiges 

AB,  DG  est  variable. 

La  tige  CB  s'appuyant  par  ses  extrémités  sur  les  cercles  de  centres 
A,  D  et  de  rayons  AB  =  a,  DC  =  c  (lig.  66J,  le  centre  instantané  de 
rotation  est  le  point  de  rencontre  I  des  rayons  prolongés  AB,  DC;  si 
l'on  appelle  s  la  vitesse  de  rotation  instantanée  autour  de  I,  u>,  u)'  les 


H 


vitesses  angulaires  autour  de  A,  D,  les  vitesses  de  B,  G  auront  chacune 
deux  expressions  :  aco  =  BI .  c  pour  B  et  ce»'  =  GI  •  s  pour  G;  on 
en  peut  conclure 


ou 


c. 
a, 

CI 

= 

a 
e 

CI 
'  BI 

Cinématique,  17 
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Prolongeons  la  bielle  BC,  soit  H  son  point  de  rencontre  avec  la 
parallèle  AH  à  DC,  les  triangles  semblables  BIG,  ÂBH  donnent 

CI  _  AH  _  AH 
BI""AB  ■"    a  ' 
d'où 


a/_AH 

0)  c 


La  ligne  AH  étant  variable,  il  en  est  de  même  du  rapport  des 
vitesses. 

I 

Parallé-  91.  Parmi  les  trois-barres  les  plus  remarquables  on  peut  signaler 

logramme.  d'abord  celui  dans  lequel  ABCD  est  un  parallélogramme.  Dans  ce 
cas,  les  tiges  DC  et  AB  restant  parallèles,  leurs  vitesses  angulaires 
sont  constamment  égales.  On  peut  observer  que  dans  ce  cas  tout 
point  lié  invariablement  à  Tune  des  tiges  mobiles  et  formant  ou  non 
un  triangle  avec  elle  décrit  toijgours  un  cercle  avec  la  vitesse  angu- 
laire propre  à  la  tige  AB  (ou  DC). 
Contre-parallé-  Le  mouvement  dans  le  cas  du  contre-parallélogramme  est  plus  inté- 
logramme.  ressant.  Reportons-nous  à  la  figure  65  et  supposons  fixée  la  tige  AD. 
Le  centre  instantané  de  la  bielle  sera  le  point  I,  intersection  des 
rayons  (manivelles)  AB,  DC  des  cercles  décrits  par  les  extrémités 
B,  C  de  la  bielle.  Le  lecteur  prouvera  aisément  l'égalité  des  triangles 
AID,  CIB.  Cherchons  dès  lors  le  lieu  du  centre  instantané  I  dans  le 
plan  fixe  (c'est-à-dire  lié  invariablement  à  AD).  La  somme 

AI  +  DI  =  Al  -H  IB  =  AB  =  a 

est  constante;  ce  lieu  est  donc  une  ellipse  E^  de  foyers  A,  D  et  dont  a 
est  le  grand  axe.  Cherchons  de  même  le  lieu  de  I  dans  la  figure 
mobile  (c'est-à-dire  par  rapport  au  segment  BC).  La  somme  CI  -H  IB 
=  CI  +  ID  =  aest  constante;  en  sorte  que  le  lieu  de  ce  centre 
instantané  par  rapport  au  segment  BC  est  une  ellipse  £  égale  à  la 
proposée,  dont  B,  G  sont  les  foyers. 

La  bissectrice  IF  de  l'angle  DIB  est  la  tangente  commune  à  £  et  E^ 
au  point  I  ;  du  reste  la  figure  est  symétrique  par  rapport  à  cette  tan- 
gente, en  sorte  que  B  est  le  symétrique  deD  et  C  celui  de  Âl.  De  la  sorte 
le  mouvement  de  la  bielle  BC  est  celui  de  Taxe  focal  d'une  ellipse  E 
qui  roulerait  sans  glisser  sur  une  ellipse  Eq  égale  et  symétrique. 

Au  n^  58  nous  avons  examiné  les  roulements  de  cette  nature. 


Desciiption 

(les  podaires 

d^ellipses 

et  d*hyperboles 

avec 

un  système 

articalé. 


J)up]icateur 

de  toars 
de  Renleaux. 
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Nous  savons  qu'un  point  quelconque  de  la  figure  mobile  décrit 
une  podaire  (amplifiée  dans  le  rapport  2)  de  la  roulette-  fixe*  par 
rapport  à  un  point  fixe  du  plan.  Donc,  dans  le  cas  présent,  tout  point 
lié  à  la  bielle  BG  décrira  une  podaire. d'ellipse.  Lés  point?  B,  C,  en 
particulier,  décrivent  des  cercles;  cela  concorde  avec  Ce  fait  que,  dans 
l'ellipse,  la  podaire  du  foyer  est  un  cercle. 

Le  lecteur  prouvera  aisément  qu'en  fixant  la  tige  "CD  au  lieu  de  la 
tige  AD^  on  obtient  un  mouvement  dan^  lequel  tout  .point  lié  à  la 
bielle  AB  décrit  une  podaire  d'hyperbole. 

Les  lieux  du  centre  instantané  V  dans  la'  figure  mobile  .erdans  le 
plan  fixe  sont,  en  effet,  deux  hyperboles  égales  qui  roulent  en  restant 
symétriques  par  rapport  à  leur  tang^t^  commune. 

On  doit  à  Reuleaux  un  autre  diispositiCtnès  curieux.  Il  consiste 
en  un  rhomboïde  Cfig.  67 J  dans  lequel  les,  deux  grands  côtés  égaux 
BC  =  BA  sont  doubles  des  deux  petits  côtés  AD=:DG.  Fixons 
un  des  petits  côtés,  par  exemple  AD,  et  faisons  tourner  AB  à 
partir  de  la  position  AB^^  DC  est  aloré  couché  sur  DA.  Quand  B 
déorit  Tare  B^BB^  égal  à  180*  —  60°  =  420o,  le  point  C  décrit 
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la  demi-circonférence  AGCj.  Quand  ensuite  B  décrit.  l'arc  de  OO^f 
CiBjCp  le  point  G  décrit  la  demi-circonférence  CjC,A,  et  lorsque 
AB  est  couché  sur  ÂG^,  DG  est  de.  nouveau  couché  sur  D  A.  Ainsi, 
après  un  demi-tour  de  AB^,  GD  a  fait  un  tour  complet*  Qn  consta* 
tera  ensuite  aisément  que  AB  continuant  son  tour,  DC  en  recom* 


Cas  général 

d'un 

rhomboïde 

quelconque. 


mefice  ua  autre;  ainai^  ÂB  étaat  en  âB^  DG  efti  en  DG^.  Quand  B 
aura,  la  poaitioa  syméiricpe  de  B^  par  rapport  à  AD,  DC  aéra  de 
nouveau  en  DG|,  et  ûnadement  ÂB,  revenant  en  AB^»  DG  reviendra 
encore  en  D  A.  En  résumé,  après  tin  tour  complet  de  AB»  CD  aura 
fait  deux  tours.  . 

La  théorie  analytique  de  cet  appareil  est,  du  reste,  des  plus  tadles. 
.    Désignons  p«r  ^  l'angle  de  AB  avec  AB^»  par  9  celui  de  .DC 

avec  DA;  dans  le  triangle  ADB,  Pangle  ADB  vaut  |  et  Tangle  DBA 
vaut  0  -1-  ^;  comme  D  A  =?  r  AB^  on  a  donc 


-(•-1) 


DA 
AB 


1 
2 


—  » 


ou 
(40) 


1     _      asind 
°^2^""2cose4-l 


La  discussion  de  cette  formule  conduit  aux  résultats  précédents. 
Il  y  a  lieu  d^observer  que  si  D A  =  ci  et  AB  =  a  sont  quelconques, 
la  môme  méthode  nous  donnera 


(H) 


^^5)_DA_ 


sm  JT 
2 


DA 
AB 


—  > 
a 


et  la  forqaule  précédente  deviendra 


(12) 


tang-(p  = 


sin  6 


d' 
cos  ft  -+-  - 
a 


c'est  la  formule  qui  convient  à  la  déformation  d'un  rhomboïde  quel- 
conque (}).  Soit  P  un  point  lié  invariablement  à  la  bielle  BC  ;  M.  Cayley 
a  fait  voir  que  sa  trajectoire  est  une  courbe  du  quatrième  ordre 


(<)  La  propriété  si  curieuse  de  duplication  Appartient  au  cas  d*un  rhomboïde 
quelconque.  Les  eo«fl>e«  rouYettee  pour  la  bielle  sont  des  limaçons  de  Pascat  dont 
un  Mul  posAède  «ne  ImmkIs  rantramla. 
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bi-circulaire  à  point  double  et,  par  conséquent,  une  podaire  de 
conique. 

Ce  résultat  est  intéressant  si  on  le  rapproche  de  celui  qui  a  élé 
obtenu  pour  le  cas  du  contre-parallélogramme. 

Prenons  AB^  pour  axe  des  x,  une  perpendiculaire  en  A  pour  axe 
des  y,  appelons  Q  la  projection  du  point  P  sur  BG  et  désignons  par 
p,  q  les  distances  BQ,  QP;  soit  enûn  ^  l'angle  de  BC  avec  la  paral- 
lèle BH  à  AD,  l'examen  du  triangle  BCH  nous  fait  voir  que  l'on  a 
f  =:  0  +  (|/.  De  la  sorte»  l'équation  (11)  devient,  par  Tintroduction 
de  ^  au  lieu  de  9, 

sin 


■°(V)  . 


sm 


ou  encore 


"  (-ÏÏ-) 

Projetons  sur  les  axes  le  contour  ABQP;  nous  avons  ainsi  les  coor* 
données  Xy  y  du  point  P. 

se  =  a  cos  6  —  pcos^  —  q  sin  tj;, 
1/  =  a  sin  0  —  p  sin  tj>  -h  g  cos  4^. 

d  —  a  0 

Posons  m  =  ^ >  tang  -  =  t,  et  nous  aurons 

0  H-  a  1 

1  —  t*  t^  —  m^  2e 

^^^^        ^  2f  2t  t*  — m* 

On  constate  aisément  qu'en  faisant  e  =  —  i  ou  t  =  mi  on  obtient 
dans  les  deux  cas  le  même  point  à  l'infini  dans  la  direction  y  +  ix 
=  0;  de  même  t  =  +  t,  e  =  —  mi  donnent  un  point  à  l'infini  dans 
la  direction  y  —  ix  ==  0.  On  peut  en  conclure  que  les  formules  (14) 
représentent  une  courbe  unicursale  du  quatrième  degré  bi-circulaîre^ 
c'est-à-dire  qui  possède  trois  points  doubles,  dont  un  est  à  distance 
finie  et  les  deux  autres  coïncident  avec  les  points  circulaires  à 

l'infini. 
Le  même  problème  a  été  traité  dans  le  cas  général  d'un  quadri- 
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latère  articulé  quelconque  par  M.  Roberts  et  par  M.  Cayley(<)  (Pro- 
ceedings  of  the  London  mathematical  Society,  t.  VII).  La  courbe 
trajectoire  est  eu  général  du  sixième  degré  et  admet  co^nme  points 
triples  les  points  circulaires  à  Tinfini.  Elle  admet  en  outre  trois  points 
doubles  à  distance  finie. 

Transformateurs  articulés. 


Paiitographe 

du 
P.  Scheiner. 


92.  Les  quadrilatères  articulés  dont  on  a  fixé  une  tige  constituent 
des  systèmes  à  liaisons  complètes.  Nous  pourrions  continuer  dans 
celte  voie  et  considérer  des  systèmes  articulés  plus  compliqués  et 
également  à  liaisons  complètes,  mais  il  vaut  mieux  rattacher  la  consi- 
dération de  ces  systèmes  à  celle  des  tra^isformateurs  articulés.  Nous 
allons  expliquer  ce  que  nous  entendons  généralement  par  là. 

Considérons  un  système  articulé  qui  ne  soit  pas  à  liaisons  com- 
plètes, c'est-à-dire  tel  que  si  Ton  fixe  un  de  ses  membres,  le  mouve- 
ment des  autres  membres  dépende  de  plus  d'un  paramètre.  Nous 
nous  en  tiendrons  d'ailleurs  au  cas  de  deux  paramètres  indépen- 
dants. 

Soient  deux  points  P,  P'  liés  chacun  à  l'un  des  membres  du 
système,  en  sorte  que,  sauf  les  limites  résultant  des  dimensions  finies 
de  l'appareil,  P  et  P'  puissent  décrire  une  figure  arbitraire  du  plan. 
Quand  P  décrira  une  certaine  figure  d'un  mouvement  continu,  P'  en 
décrira  une  seconde  qui  sera  la  transformée  de  la  première. 

Nous  allons  étudier  quelques  transformations  que  l'on  peut  ainsi 
réaliser  au  moyen  de  systèmes  articulés. 

Nous  arriverons  à  ce  résultat  curieux  qu'au  moyen  de  simples 
quadrilatères  articulés  on  peut  réaliser  la  similitude,  les  rotations,  les 
translations,  l'inversion,  toutes  transformations  qui  sont  anallagma- 
tiques,  c'est-à-dire  qui  changent  un  cercle  du  plan  en  un  autre. 

Le  parallélogramme  articulé  va  nous  fournir  le  pantographe. 

Soit  un  parallélogramme  articulé  dont  nous  imaginerons  les  côtés 
suffisamment  prolongés;  considérons  quatre  points  P,  Q,  R,  S  pris 
sur  les  côtés  de  ce  parallélogramme  et  supposons  que  ces  quatre 
points  se  trouvent  en  ligne  droite  dans  une  certaine  position  du  paral- 


(')  D'après  M.  Haton  (Mécanismes,  p.  193))  l'équation  de  la  courbe  aurait  ^té 
d'abord  obtenue  par  M.  de  Prony. 
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lélogramme.  Nous  allons  prouver  qu'ils  sont  toujours  en  ligne  droite 
quand  le  parallélogramme  vient  à  se  déformer. 

En  effet,  puisque  ces  quatre  points  sont  une  fois  en  ligne  droite, 
les  segments  constants  PA,  QA,  PB,  BR  vérifient  la  proportion 

PA_PB 
QA  ""BR* 

Maintenant,  cette  proportion  étant  constamment  satisfaite,  il  en 


Fig.  68. 

résulte  inversement  que,  dans  toute  position  du  parallélogramme, 
les  triangles  P  AQ,  PBR  sont  semblables  et  alors  les  points  P,  Q,  R 
sont  en  ligne  droite.  Même  démonstration  pour  les  points  P,  R,  S, 
en  sorte  que  les  quatre  points  P,  Q,  R,  S  sont  en  ligne  droite. 

On  remarquera  que,  d'après  la  similitude  constante  des  triangles 
APQ,  BPR,  CRS,  les  longueurs  variables  PQ,  PR,  PS,  sont  entre 
elles  dans  des  rapports  constants. 

Si  donc  on  place  en  Q  un  pivot  autour  duquel  le  côté  AD  du  parallé- 
logramme pourra  tourner,  en  faisant  décrire  une  figure  à  la  pointe 
d'un  style  placé  en  S,  le  point  R,  muni  d'un  traçoir,  décrira  une 
figure  homothétique  et  Q  sera  le  centre  d'homothétie.  On  pourrait 
aussi  placer  le  pivot  en  P,  et  le  style  et  le  traçoir  en  l'un  quelconque 
des  autres  points  Q,  R,  S. 

Cet  appareil  est  très  connu  sous  le  nom  de  paniographe, 
Pantogi-aphe         Sylvester  a  imaginé  un  autre  pantograpbe. 
(le  Sylvester.        g^j.  j^g  ^»^i^g  q£)  gt  BG  d'un  parallélogramme  articulé  construisons 

deux  triangles  semblables  BEC,   CDF  dans   lesquels  les  couples 
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d'angles  égaux  sont 

Supposons  que  Ton  fixe  le  parallélogramme  par  son   sommet 

H  A  et  que   l'on   réalise  sous 

forme  de  plaques  rigides  les 
deux  triangles  BGE,  CDF; 
nous  allons  prouver  que  si 
Ton  fait  décrire  une  certaine 
figure  au  point  E,  le  point  F 
décrira  une  figure  homothé- 
tique  qui  aurait  tourné  d'un 
angle  constant. 

La  similitude  des  triangles 
CDF  et  BGE  nous  donne,  en 
effet, 


DF 

DC 


BG 
BE 


et  comme 

DC  =  AB,BC  =  AD, 


nous  pouvons  écrire 


DF 
AB 


AD 
BE 


:=  -r-=  =  =rï=  =  Constante. 


Comme  les  angles  en  D  et  B  des  triangles  FD  A,  EB  A  sont  égaux, 
cette  proportion  prouve  la  similitude  de  ces  deux  triangles^  et  Ton  a, 
par  conséquenti 

AF_DF_AD 
AE'^AB'^BE 

J'ajoute  que  l'angle  FAE  est  égal  à  l'angle  constant  CBE.  Car 

l'angle  DAE,  à  cause  du  parallélisme  de  BC  et  de  AD  vaut  la  somme 

des  angles  AEB,  CBE.  Or  il  se  compose  de  deux  jparties  dont  l'une 

DAF  est  égale  à  AEB;  donc  la  seconde  partie  FAE  est  bien  égale 

à  CBE. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 


Si  Ton  appelle  a  l'angïe 


f^et 


DF 

r  le  rapport  ^b  >  on  voit  qu'en 
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menant  par  A  deux  axes  rectangulaires  Ax,  At/,  et  regardant  E,  F 
comme  les  points  représentatifs  de  deux  variables  imaginaires  Z,  Z^, 
Tappareil  précédent  réalise  la  transformation 

Zj  =  HZ, 

où  H  est  une  constante  imaginaire  dont  r  est  le  module  et  a  l'argument. 

Réalisation         Le  même  appareil  permet  de  réaliser  une  rotation.  Si,  en  effet,  le 

d'une  rotation,  triangle  CDF  et,  par  suite,  le  triangle  CEE  sont  isocèles,  AF  est 

égal  à  AE.  Dès  lors,  lorsque  le  point  E  décrira  une  figure,  le  point  F 

décrira  la  même  figure,  qui  aurait   seulement  tourné  d'un  angle 

a  =  FDC. 
Application         On  trouve  une  intéressante  application  du  pantographe  de  Syl- 
a  la  courbe     yester  dans  la  démonstration  d'un  très  remarquable  théorème  dû 

décrite  par  un 

point         ^  ^'  Roberts,  et  d'après  lequel  la  courbe  décrite  par  un  point 
d'une  bielle,     lié  à  une  bielle  peut  être  engendrée  de  deux  autres  manières  au 

moyen  de  deux  autres  trois-barres. 

Reportons-nous  à  la  figure  69;  supposons  que  le  point  E  décrive 
un  cercle  de  centre  G  et  de  rayon  GE,  le  point  F  décrira  un  autre 
cercle  de  centre  H  et  de  rayon  H  F.  Construisons  les  parallélo- 
grammes EGKG  et  CFHL.  Joignons  les  points  L  et  K,  nous  for- 
mons ainsi  un  triangle  dont  l'angle  KG  L  est  égal  à  l'angle  constant; 

a  =  FDC  =  FAE.  En  effet,  les  deux  rayons  homologues  GE,  HF 
font  entre  eux  l'angle  a;  or^  ils  sont  parallèles  à  KG  et  L  G.  De  plus, 
les  côtés  KG,  G  L  de  ce  triangle  sont  constants;  le  triangle  a  donc  uue 
forme  invariable;  on  peut  même  remarquer  qu'il  est  semblable  aux 
triangles  CDF  et  EB  G,  car  F  H,  E  G  sont  dans  le  rapport  de  D  F  et 
de  DG.  On  pourra  donc,  sans  introduire  aucune  gène  au  mouve- 
ment des  points  E,  F  sur  leurs  cercles,  réaliser  la  plaque  triangu- 
laire LKG  et  l'articuler  en  G  au  parallélogramme  ABCD,  en  K  et  L 
aux  parallélogrammes  CEGK,  CLHF. 

Ceci  posé,  envisageons  le  mouvement  du  point  G. 

Nous  pouvons  considérer  le  point  G  comme  sommet  du  triangle 
CDF  lié  à  la  bielle  FD  dans  le  trois-barres  AD FH,  lequel  est,  au  fond, 
un  trois-barres  quelconque. 

Mais  nous  pourrons  aussi  bien  regarder  le  point  G  comme  étant  le 
sommet  du  triangle  BGE  lié  à  la  bielle  BE  dans  le  trois-barres 
ABEG,  ou  bien  regarder  le  point  G  comme  étant  le  sommet  du 
triangle  LKG  lié  à  la  bielle  LK  dans  le  trois-barres  GKLH. 


Principe 
de  réchange 

de  bielle 
et  manivelle. 


Autre 

démonstration 

du  théorème 

de  Cayley. 
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Ainsi    se    trouve    établie    la   triple    génération    découverte    par 

M.   RobertsC). 

Le  pantographe  de  Sylvester  donne  encore  lieu  à  une  remarque 
intéressante  connue  sous  le  nom  de  principe  de  l'échange  de  bielle  et 

.B     manivelle. 

Soit  un  trois-barres  quelconque 
ÂBCD,  où  DC,  AB  sont  les  mani- 
velles et  BC  la  bielle. 
Construisons  le  parallélogramme 
^^'  DC'BC,  dont   le    sommet   D  sera 
fixe. 

Nous  venons  de  voir  qu'à  tout 
point  £  lié  à  BC  on  peut  faire  cor- 
^^9'  70.  respondre  un  point  F  lié  à  BC  et 

tel  que  les  points  E,  F  décrivent  des  courbes  semblables. 

Si  donc  on  remplace  les  deux  tiges  DC,  CB  par  les  deux  tiges 
DC,  C  B,  ce  qui  revient  à  échanger  la  bielle  BC  contre  la  manivelle 
C  D,  on  voit  que  l'ensemble  des  courbes  décrites  par  des  points  liés 
à  la  nouvelle  bielle  sera  composé  de  courbes  semblables  à  celles  que 
décrivent  les  points  liés  à  la  bielle  primitive. 

Cette  remarque  si  simple  nous  fournît  une  démonstration  intui- 
tive du  théorème  démontré  par  M.  Cayley  au  moyen  du  calcul  sur  les 
trajectoires  dans  le  cas  du  rhomboïde.  En  effet,  reportons-nous  à  la 
figure  70  qui,  pour  ne  pas  multiplier  les  figures,  a  été  construite 
dans  l'hypothèse  où  ABCD  est  un  rhomboïde. 

Si  nous  échangeons  la  bielle  BC  et  la  manivelle  DC,  nous  obte- 
nons le  contre-parallélogramme  A  DC  B. 

Nous  savons  que  tout  point  lié  à  BC,  dans  le  mouvement  du 
contre-parallélogramme,  décrit  une  podaire  de  conique  à  centre; 
donc  il  en  est  de  môme,  dans  le  mouvement  du  rhomboïde,  pour 
tout  point  lié  à  BC. 

Celte  remarque  nous  permettrait  même  au  besoin  de  déterminer 
la  conique  et  le  point  double  de  la  courbe. 

Si  BC  est  plus  grand  que  AD,  la  conique  sera  une  ellipse;  elle 
sera  une  hyperbole  dans  le  cas  contraire. 


(*)  Cette  démonstration  est  empruntée  à  l'excellent  petit  traité  Kinemaiik  de 
M.  Petersen.  Les  trois  pivots  A,  G,  H  sont  les  points  de  rencontre  des  asymptotes 
isotropes  imaginaires  conjuguées  (foyers  singuliors). 


Inverseur  de 
Hart. 
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93.  Soit  ABGD  un  contre-parallélogramme  et  P,  Q,  11,  S  quatre 
points  qui,  pour  une  forme  du  contre-parallélogramme,  soient  sur  une 
même  parallèle  à  la  direction  commune  des  diagonales  AG,  BD.  On 
constate  facilement  que  ces  points  restent  toujours  sur  une  même 
parallèle  aux  diagonales  quand  on  vient  à  déformer  le  contre-parallé- 
logramme. 

Les  triangles  semblables  APQ?  ADB  et  DPR,  DAG  nous  donnent 


PQ 
AP 


BD 
AD 


PR 
PD 


AC 
AD 


d'où 


PA.PD 
PQ.PR  =  -=rr-  -BD.AG. 


AD 


Fig.  7i. 


Or,  menons  BI  parallèle  à 
DA;  la  figure  AIBD  est  un 
parallélogramme,  en  sorte  que 
BD  =  AI  et  IBC  est  un  trian- 
gle  isocèle,  en  sorte  que  le 
pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  B  sur  IC  est  le 


milieu  0  de  IG.  Nous  avons,  dès  lors, 

BD .  AG  =  AI .  AG  =  (AO  —  01)  (AO  +  01)  =  ÂÔ'  —  Ôî', 
mais  les  triangles  rectangles  BAO  et  BIO  nous  donnent 


AB  =:A0  -hOB 

BC'  =  BÎ'  =  ôi'  -+-  Ob', 

donc,  par  soustraction 


AB'  —  BG*  =  AO'  —  01*  =  BD .  AG. 

On  a  donc,  en  définitive, 

PA.PD  ,_,       ,, 

PQ  .  PR  ==  -=r-  (ab'  -  AD*). 

AD 

Il  est  ainsi  prouvé  que  le  produit  PQ .  PR  est  constant. 

Si  donc  on  assujettit  la  tige  AD  à  tourner  autour  d'un  pivot  placé 
en  P,  et  si  Ton  fait  décrire  une  figure  au  point  Q,  le  point  R  décrira 
une  figure  inverse  de  la  première. 


Inverseur 
de  Peaucellier. 
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On  démontrerait  de  même  que  le  produit  QP .  QS  est  constant,  en 
sorte  que  si  l'on  place  en  Q  le  pivot,  les  points  P,  S  décrivent  encore 
deux  figures  inverses,  mais  avec  une  puissance  négative  d'inversion. 

Un  autre  inverseur,  qui 
est  le  premier  dans  l'ordre 
historique,  est  dû  à  Peau- 
cellier* 

Il  se  compose  d'un  losange 
BCDC,  aux  sommets  B,  D 
duquel  s'articulent  deux  bri- 
^  des  égales  AB,  AD,  libres  de 
tourner  autour  d'un  même 
pivot  A. 
Les  sommets  C,  G  sont 
Fig-  72,  constamment  alignés  sur  le 

point  A;  de  plus  on  a 

AC .  AC  =  (AE  -f-  EC)  (AE  —  EC) 
=  ÂÊ*  —  ËC'. 

Or,  les  triangles  rectangles  A  DE,  DEC  nous  donnent 
AÊ*  =  ad'  —  DE*,       Êc"  =  i)G'  —  DE*, 


d'où 


AC  .  AC  =  AE*  —  EC*  =  AD*  —  DG*  =  constante. 


Il  en  résulte  que  lorsque  le  point  C  décrit  une  figure,  le  point  G' 
décrit  une  figure  transformée  de  la  première  par  rayons  vecteurs 
réciproques. 

La  grandeur  relative  des  brides  AD,  AB  et  des  côtés  du  losange 
est  sans  importance;  ainsi,  l'on  pourrait  prendre  comme  brides  les 
tiges  A'B,  A' G  plus  courtes  que  les  côtés  du  losange;  mais  alors  la 
puissance  d'inversion  serait  négative  et  les  points  G,  G'  seraient 
constamment  de  part  et  d'autre  du  pôle  A'  d'inversion. 
Généralisation       On  a  généralisé  l'inverseur  Peaucellier  en  remplaçant  le  losange 

de  rinverseur    BGDC'  par  un  rhomboïde  BGD'  G'. 
Peaucellier 

Rappelons  d'abord  que  si  dans  un  quadrilatère .  la  somme  des 

carrés  de  deux  côtés  opposés  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des 
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ienx  autres  oMés,  las  diagonales  de  ce  quadrilatère  saat  rectangu- 
)aîres.  la  ooiiditkm  esl  néeessaire  et  suffisante  {^\ 

Dès  lors,  si  l'on  dé{brme  «m  tel  quadrilatère,  ses  diagonales  restent 
r6Ctai^n>lwea;  tel  esl  le  cas  du  losange,  du  rhomboïde. 
.  Prenons  alors  (fig.  7SJ  un  rbondKMde  BCD'C  et  un  quadrilatère 
'à  diagonalea  reetangulaires  ABCD'  ayant  avec  lui  en  commun  les 
cMés  BC  cl  CD';  les  diagonales  CC»  CA.  devant  ètr^  toujours  ner* 
maies  à  la  diagonale  commune  BD\  sont  toujours  coïncidentes;  les 
points  C»  C  sont  en  ligne  droite,  et  Ton  constate  encore,  comme  plus 
haut,  que  le  produit  AG,  AC  est  constant. 

Kempe  et  Sylvester  ont  généralisé  également  Tappareîl  de  Rart  en 
considérant  des  points  pris  en  dehors  des  tiges  d*un  contre-parallélo- 
gramme. Ces  géomètres  sont  ainsi  parvenus  à  réaliser  d*un  même 
coup  une  inversion  et  une  rotation,  comme  cela  a  lieu  déjà  pour  la 
similitude  dans  le  pantographe  oblique.  Mais  nous  renverrons  le 
lecteur  à  deux  articles  insérés  dans  les  tomes  II  et  III  de  la  Ntmvelle 
Correspondance. 


Translateur 
de  Kempe. 


94.  Soient  deux  parallélogrammes  articulés  ABCD,  BPP'G  ayant 
un  côté  commun  BC;  fixons  les  sommets  A  et  D;  si  Ton  fait  décrire 


Flg.  73, 


Fig,  74. 


une  figure  au  point  P,  il  est  clair  que  le  point  P'  décrit  une  figure 
<}uî  se  déduit  de  la  précédente  par  une  simple  translation. 


(^)  Poor  les  propriétés  des  quadrilatères  à  diagonales  rectangulaires,  on  pourra 
Toir  ce  qa*en  dit  M.  Darbouz  dans  le  mémoire  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques 
déjà  cité. 


ttéversear 
de  Kenipe. 


Réalisation  de 
la  symétrie. 


Multiplicateur 
de  Kempe. 


Additeiir 

et  soustracteur 

de  Kempe. 
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'  Propdsons-nous,  étant  donnéeè  deuit  tiges  il  A^  àrticulé6â  6n  A 
ffig.  74 J  d'en  guider  une  troisième  A*^  articulée  aussi  en  A  êl  assu^ 
jettîe  à  rester  symétrique  de  d  ]f>ar  rapport  à  A'.     -  . 

Prenons  sur  A,  Â'  deut  longueurs  AB,  A0  et  achevons  lé  dontre^ 
parallélogramitie  ABCD,  (Jui  sera  articulé  en  ses  àc^mmets.  L'intro- 
duction de  ces  nouvelles  tiges  he  gène  en  rien  le  mouvement  relatif 
des  tiges  A,  A'.  Prenons  ensuite  sur  UG  Une  longueur  DE  ^llé  que 

DE_]tfA 
DA~DG 

e.t  achevons:  le  contre-parallélogramme  ADEF,  articulé  lui  aussi  en 
ses  sommets.  Ce  nouveau  contre-parallélogramme  sera,  d'après  la 
ptt>portion  précédente,  semt^lable  au  premier,  et  là.  tige  A  F  ou  X^ 
fera  avec  A'  le  même  angle  que  A'  fait  avec  A^ 

Le  réverseur  de  Kempe  peut  servir  à  réaliser  la  symétrie  par 
rapport  à  une  droite  A'.  Supposons,  en  effet»  qu'avec  deux  de  ces 
appareils  on  ait  réalisé,  outre  le  couple  de  tiges  A,  A'  un  second 
couple  A|,  Ai  indépendant  du  premier,  mais  dans  lequel  les  tiges 
Ap  X\  s'articulent  encore,  en  A>  tout  en  restant  symétriques  par 
rapport  à  A'*  ïl  ost  clair  que  l'on  peut  construire  sur  A  et  A^  d'une 
part,  sur  A'  et  \[  d'autre  part,  deux  parallélogrammes  qui  ne  cesse* 
ront  pas  d'être  symétriques  par  rapport  à  A' .  Les  sommets  P,  Q  de 
ces  parallélogrammes  opposés  au  sommet  A  seront  sans  cesse  symé- 
triques par  rapport  à  la  droite  A\ 

Le  réverseur  peut  être  considéré  à  un  autre  point  de  vue;  il 
permet  de  guider  une  tige  A'  qui  fasse  avec  une  tige  A  un  angle 
double  de  celui  que  fait  avec  A  une  autre  tige  1\  A  cet  égard,  il 
peut  douQ  servir  de  duplicateur  d'angles* 

Mais  on  peut  aller  plus  loin  ffig,  74J.  Sur  le  contre -parallélo- 
gramme ADEF,  construisons-en  un  second  AFGH  comme  ADEF 
avait  été  construit  sur  ABCD,  c*est-à-dire  en  prenant 

FG_AF 
AF'^FE* 

la  tige  AH  ou  A'''  fait  avec  A  un  angle  triple  de  l'angle  Û  de  A'  ave^  A.^ 
En  continuant,  on  aperçoit  la  possibilité  de  guider  une  tige  A^**^  arti- 
culéë"èn  A,  et  faisant  avec  A  uii  angle  égal  à  nÔ. 

Ëniîn,.  le  réverseur  permet  encore  d'obtenir  l'addition  ou  la  sousr. 
traction  des  angles.  .  , '• 


•« 
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Théorème 
de  Kempe. 


Fig.  75. 


Supposons,  en  eflet,  que  Ton  ait,  par  l'emploi  de  deux  réverseurs, 
obtenu  que  les  tiges  A,  A'  demeurent  symétriques  par  rapport  à  une 

tige  A',  ainsi  que  deux   autres 
A|,  A[.  Si  Ton  appelle  0,  9  les 
angles  de  A^  A[  avec  A,  il  est 
clair  que  A'  fait  avec  A  un  angle 
égal  à  0  +  9. 
Si  donc  les  tiges  A|,  AJ,  A  sont 
-T  données,  on  pourra,  par  l'intro- 
duction de  la  tige  auxiliaire  A'  et 
par  le  moyen  de  deux  réverseurs 
^       guider  une  tige  A'  qui  fasse  avec  A 
un  angle  égal  à  la  somme  des  angles  de  A|,  A'  avec  A. 

Si,  au  contraire,  on  regarde  comme  données  les  tiges  A,  A',  Ap  on 
pourra,  par  l'introduction  de  la  tige  auxiliaire  A',  guider  une  tige  AJ[ 
qui  fasse  avec  A  un  angle  égal  à  la  différence  des  angles  que  font 
avec  A  les  tiges  A'  et  A|  ;  on  a,  en  effet, 

A;AA  =  A'AA  — AjAA. 

Sur  la  considération  de  ces  simples  appareils,  Kempe  a  fondé  la     |le 
démonstration  de  ce  remarquable  théorème  : 

On  peut  toujours  trouve^'  ttn  système  articulé  dont  un  point 
décrive  une  courbe  algébrique  donnée  à  Vavance. 

La  démonstration  de  cette  proposition  offre  un  exemple  curieux  des 
raisonnements  généraux  que  l'on  peut  faire  sur  les  systèmes  articulés. 

Soit  donc  une  courbe  algébrique  (5,  P  un  de  ses  points,  0  un  point 
fjxe  du  plan  et  Ox,  Oy  deux  axes  rectangulaires. 

Construisons  un   parallélogramme  articulé  dont  les  côtés  p,  q 

auront  des  longueurs  bien  déter- 
minées et  dont  0,  P  seront  deux 
sommets  opposés.  Quand  le  point 
P  décrira  la  courbe  C,  le  parallé- 
logramme se  déformera  et  les  an- 
gles 0,  9  que  font  ses  côtés  avec 
l'axe  Ox  varieront  en  restant  liés 
par  une- certaine  relation  facile  à 
former. 


Fig,  76. 


IToi 


Oi/V 


7  i»^.jC  %7s--f87éj,j^ .  afS'^^' 


y 
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Soient  x,  y  les  coordonnées  du  point  P,  on  a 

ce  =  p  cos  0  +  g  cos  9, 
y  =  p  sin  6  4-  g  sîn  ç  ; 

si  donc  f{Xy  y)  =  0  est  l'équation  entière  et  rationnelle  en  x,  y  de 
la  courbe,  f{Xy  y)  pourra  s'écrire  sous  la  forme  d'un  polynôme  entier 
en  co.%  0>  sin  6,  cos  9,  sin  9  et,  remplaçant  partout  les  puissances  des 
sinus  et  cosinus  par  des  cosinus  ou  des  sinus  des  multiples  des  arcs, 
nous  arriverons  à  mettre  cette  équation  sous  la  forme 

(15)  2  ^  ^®  (^^  -  *^?  +  a)  =  0, 

où  m,  n  sont  des  entiers,  A  un  coefficient  positif  constant  et  a 
désigne  soit  zéro,  soit  ±  ~9  soit  97. 

Ck)mme  0  est  l'angle  de  OM  avec  Ox  et  9  celui  de  ON  avec  le 
même  axe,  nous  saurons,  au  moyen  de  réverseurs  employés  comme 
multiplicateurs,  additeurs  ou  soustracteurs,  réaliser  le  guidage  d'une 
droite  A.^^^  4-^^)  ^^i  s'articule  en  0  et  fasse  avec  Ox  l'angle 
m6  ±  n9  4-  a,  tandis  que  OM,  ON  tournent  autour  de  0  (*). 

Supposons  donc  construits  tous  les  axes  qui  correspondent  ainsi 
chacun  à  un  terme  de  l'équation  (15)^  et  portons  sur  chacun  d'eux,  à 
partir  de  0,  un  segment  OH.^  -^n  ol)  ^^^^  **  longueur  soit  propor- 
tionnelle au  coefficient  A  du  terme  cos  (mO  ±  n^  -f-  a)  dans  l'équa- 
tion (15). 

L'équation  (15)  exprime  que  la  somme  des  projections  sur  Ox  de 
tous  ces  segments  est  nulle. 

Pour  éviter  la  complication  des  notations  précédentes,  dénotons 
par  OGj^OG,,  ...,  OGji  les  segments  précédents. 

Sur  OG^  construisons  le  parallélogramme  articulé  OG^L^K^  et 
puis  le  parallélogramme  articulé  L^K^O'G^;  le  segment  0'G[  est 
constamment  égal  et  parallèle  à  OG^.  De  même,  construisons  les 
deux  parallélogrammes  articulés  OG,L,K,  et  K,L,GÎG2,  le  segment 
G^G^  sera  constamment  équipollent  au  segment  OG,.  On  pourra 

(1)  Si  a  est  égal  à  Hh  ^ ,  il  faudra  supposer  la  tige  A^,  ±n,ci  calée  perpeudiculai- 

rement  à  la  tige  àn,±n*  4^1  ^^^i^  ^^^^  Ocp  Tangle  mO  ±  ^9*  ^t  dont  le  guidage  est 
obtenu  au  moyen  de  réverseurs.  Si  a  =  tc,  on  devra  substituer  à  àn±n  ^^  prolon- 
gement. 
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continuer  ainsi  et  construire  une  figure  polygonale 0'GÎG2...G^_iG^, 

dont  chaque  côté  sera 
équipollent  à  l'un  des 
segments  0G|,  OG,, 


«.•  OGjxr 

On  pourra  sans  gê- 
ner le  mouvement  des 
tiges  OGj,  0G„  ..., 
OG{A  fixer  le  point  ini- 
tial 0' .  Cela  posé,  pour 
que  Téquation  (15)  soit 
satisfaite,  c'est-à-dire 
^^'  '^'^'  pour  que  le  point  P 

décrive  la  courbe  C>  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  le  point 
extrême  G^  décrive  la  droite  issue  de  0',  perpendiculaire  à  Ox. 
Si,  en  effet,  cela  a  lieu,  la  somme  des  projections  du  contour 
O'GÎGÎ  ...  G^  sur  Ox  sera  égale  à  zéro.  Or,  nous  allons  voir  qu'on 
peut  toujours  réaliser  par  un  système  articulé  le  guidage  rectiligne 
d'un  point,  et,  par  suite,  obliger  le  point  G^  à  décrire  la  droite 
considérée.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

A  une  époque  on  a  pu  douter  même  de  la  possibilité  du  guidage  recti- 
ligne d'un  point.  Le  théorème  de  Kempe  résout  donc  par  l'affirmative 
une  question  qui,  a  fortiori,  pouvait  être  l'objet  d'un  doute  (^),  celle 
du  guidage  d'un  point  sur  une  courbe  algébrique  d'ordre  quelconque. 
Il  faut,  du  reste,  bien  remarquer  que  jamais  un  système  articulé 
ne  permettra  de  décrire  une  courbe  transcendante,  puisque  toutes  les 
relations  qui  existent  à  chaque  instant  entre  les  lignes  et  les  distances 
des  points  du  système  sont  d'ordre  essentiellement  algébrique. 


Du  guidage  exact  ou  approché  du  mouvement 

rectiligne  d'un  point. 


Balancier  et        95.  Le  guidage  approché  du  mouvement  rectiligne  d'un  point  se 

contre-        trouve  réalisé  dans  l'un  des  plus  anciens  systèmes  articulés,  le  parai- 
balancier. 

(*)  Voir  la  Cinématique  de  Laboulaye,  «)*  édition,  p.  546.  Lire  notre  remarque 
de  la  page  279. 


Cinématique. 
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lélogramme  de  Watt.  Ce  mécanisme  offre  une  application  du  mou- 
vement du  trois-barres,  combinée  avec  le  pantographe  de  Scheiner. 

Le  dispositif  que  Ton  désigne  sous  le  nom  de  balancier  et  contre- 
balancier  nous  fournira  tout  d'abord  le  cas  du  trois-han^es  utilisé 

dans  le  parallélogramme 
de  Watt. 

Figurons  deux  tiges 
horizontales  égales  OB^, 
CA^,  reliées  à  leurs  ex- 
trémités par  une  tige 
plus  courte  que  la  dis- 
tance OC.  La  tige  OB^, 
mobile  autour  du  point 
0,  constitue  le  balan- 
cier, tandis  que  la  tige 
Ck^y  mobile  autour  de 
Cy  constitue  le  contre* 
;  balancier.  Le  milieu  M 

Flg,  18.  de  la  bielle  AB  décrit 

une  courbe  qui  a  reçu  le  nom  de  courbe  à  longue  inflexion. 

Nous  allons  former  en  quelques  lignes  Téquation  de  cette  courbe 
en  prenant  pour  origine  la  position  M^  du  point  M  correspondant  à 
la  position  A^B^  de  la  bielle;  les  axes  de  coordonnées  seront  M^x 
rhorizontale  et  M^y  la  verticale  du  point  M^. 

Comme  M^  est  le  milieu  de  OC,  si  (/i,  k)  sont  les  coordonnées  du 
point  0,  celles  du  point  G  seront  (—  h,  —  k);  désignons  encore  par 
a  la  longueur  commune  du  balancier  et  du  contre-balancier.  On 
constate  aisément  que  la  bielle  A^B^  a  pour  longueur      i 

A^Bo  =  2  y  {a  —  hy  +  k\ 

Supposons  que  OB^  s'élève  en  OB  et  OA^  en  OA,  en  décrivant 
respectivement  les  angles  8, 9.  Les  coordonnées  des  points  B,  A  seront 

X  =  h  —  a  cos  0,  (  a'  =  —  7»  +  a  cos  9^ 

1/  =  Ac  +  a  sin  6y  }  y'  =  —  fe  h-  a  sin  ç, 

d'où,  pour  la  distance  AB 


B 


AB 


='vF 


6-H9        6  —  0 
acos— TT-^  cos  — 


'M 


A-^acos 


6  +  9   .    0  — o 
— —^  sm  — -:  ^ 


)■ 
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Exprimons,  que  AB  =  A^^B^  =  2  |/(a  —  hy  +  fe',  il  viendra, 
après  quelques  simplifications, 

(46)    a sin»  ^-±?  +  2  (/. cos ^-^  - ksin ^^')  cos ^'  =  2ft. 

Or,  d'autre  part,  les  coordonnées  du  point  M  ont  pour  valeurs 

a,  ^^  ,e  —  9.Ô-*-ç 

X  =  ~  (cos  ç  —  cos  6)  =  a  sin  — ^r— ^  sm  — — '  > 

!/  =  -  (sm  ô  +  sm  9)  =  a  cos  — — -'  sm  — —^  • 

Il  est,  dès  lors,  très  facile  d'introduire  x,  y  dans  la  relation  (16). 
On  trouve 

(18)      («•  +  y*— 2a;0'(x«  +  !/»)  =  4(fcy  — fcx)«(a«— X*  — i/). 

On  obtient  donc  une  courbe  tricirculaire  du  sixième  degré  (fin  du 
paragraphe  91)  qui  a  pour  centre  et  pour  point  double  le  point  M^. 
Elle  a  la  forme  d'un  huit  allongé  dont  une  branche  touche  en  M^  la 
verticale  de  ce  point  et  y  présente  une  inflexion.  Elle  coupe  la  verti- 
cale, outre  le  point  Mg,  en  deux  autres  points  M^,  M,  situés  de  part 
et  d'autre  de  M^  à  une  distance  2  l^h  (a  —  h)  de  ce  point. 

Si  l'on  va  de  M^  à  M,  en  suivant  la  branche  qui  touche  en  M^  la 
verticale,  on  passe  par  trois  points  d'inflexion,  dont  le  point  M^  et 
deux  autres  points  symétriques  par  rapport  à  Mq.  De  là  le  nom  de 
courbe  à  longue  inflexion. 

Nous  allons  montrer  que  si  l'on  suit  la  branche  en  question, 
l'écart  de  la  courbe  avec  la  verticale  est  extrêmement  petit. 

Nous  nous  servirons  pour  cela  du  principe  de  l'échange  de  bielle  et 
manivelle. 

Je  construis  le  parallélogramme  CDBA  en  introduisant  les  tiges 
articulées  CD,  DB,  et  je  prolonge  DB  d'une  quantité  égale,  BN  =  DB. 
Le  point  N  est  par  rapport  au  point  C  l'homothétique  de  M,  le  rap- 
port d'homothétie  est  égal  à  2.  Le  point  N  décrit  donc  une  courbe  à 
longue  inflexion,  qui  a  au  point  0  une  tangente  d'inflexion  verticale, 
ON,  et  qui  coupe  cette  verticale  en  un  point  N^  homologue  du  point 
Mj  ci-dessus  défini. 

Joignons  D,  N  au  point  0;  comme  BO  =  DB  =  BN,  il  en  résulte 
que  l'angle  DON  est  droit  ;  abaissons  NP  perpendiculaire  sur  ON^  et 
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DH  perpendiculaire  sur  OD^.  Les  triangles  DHO,  NPO  sont  sem- 


blables et  nous  avons 


PN=: 


DH.OP 
OH 


?«» 


t 


Fig.  18  bi8. 

Le  point  D  décrit  un  cercle  de  centre  C  et  de  rayon  i  =  CD  =  AB 
=  2  K(a  —  lif  +  h}.  Quand  N  est  en  0,  D  est  sur  le  cercle  au  point  D^ 
le  plus  éloigné  de  0,  où  ce  cercle  coupe  Thorizontale  de  ce  point. 

Quand  N  vient  en  N^,  OD  devient  horizontal,  le  point  D  vient  en 
Dj.  Dans  Tintervalle,  le  point  D  décrit  l'arc  D^^ED^. 

La  plus  grande  valeur  de  DH  est  donc  la  flèche  E F  de  cet  arc,  la 

plus  petite  valeur  de  OH  est  OD^  et  la  plus  grande  valeur  de  OP  est 

ON^,  car  on  constate  aisément  que  la  distance  de  N  à  l'horizon  laie 

OH  va  sans  cesse  en  croissant  de  zéro  à  ON^. 

On  peut  donc  écrire 

EF.ON, 


PN 


ODj 


Calculons  ON,,  OD^,  EF. 

On  a  d'abord,  FD,  =  OD^  —  OF  =  2a  —  2/i.  =  2  (a  —  /i),  car 
ODo  =  2a;doncOD4  =  OF  — FDj  =  OF  — FDo=2/i  — 2(a  — h) 
=  2(2/1— a). 

Ensuite,  puisque  la  distance  D^Nj  =  2a,  il  vient 


ONj  =  V^D.N,*  —  Od/  =  4  yh{a^h)\ 
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enfin 

et  l'on  se  souvientque  Z=2  |/(a— /i)«  +  &%  d'où  2*=Ki"  —  4(a— /i)*. 
On  peut  donc  écrire 


2/i  —  a 

mais  pour  la  courbe  lieu  du  point  M^  qui  se  déduit  du  lieu  de  N  en 
réduisant  de  moitié,  l'écart  sera  inférieur  à  la  moitié  de  cette  limite. 


Si  a  —  h  est  petit  vis-à-vis  de  2  et  de  fc,  l'écart  8  sera  lui-même 
très  petit. 
Watt  adoptait  les  proportions  suivantes  : 

2  =  24,      a  =  37,      2/i  =  72, 
d'où  

a  — fc  =  i,      K/i  (a  — /i)  =  6,      2/i  — a  =  35; 
on  trouve  d'autre  part 

2— KP  — 4(a-/ô"«<l-,      d'où      S  ^  ^ 
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Supposons,  par  exemple,  que  a  =  In^SS,  ce  qui  revient  à  supposer 

que  les  nombres  précédents  expriment  des  vingtièmes  de  mètre;  on 

1 
aura,  en  mètres,  S  "^^  tKq^^  c'est-à-dire  encore  moins  qu'un  milli- 

mètre.  Si  Ton  tient  compte  du  jeu  nécessaire  au  fonctionnement  de 
l'appareil,  l'écart  doit  être  regardé  comme  pratiquement  nul. 

Balancier  La  figure  78  bis,  que  nous  avons  tracée  pour  démontrer  la  pro- 

^^  priété  si  curieuse  de  la  courbe  à  longue  inflexion  représente  un  méca- 

nisme  (tiges  CD,  OB  et  D6N)  qui  fait  décrire  au  point  N  la  courbe  à 
longue  inflexion.  Or,  ce  mécanisme  a  été  réalisé  par  Oliver  Evans. 
On  prend  2  assez  grand  et  h  très  voisin  de  a;  alors  DH  reste  très 
petit,  et  l'arc  DqEDi  se  confond  avec  sa  corde.  Le  point  D  se  meut 
sensiblement  sur  l'horizontale  du  point  0,  tandis  que  N  décrit 
approximativement  la  verticale  ON^.  On  produit  donc  approxima- 
tivement le  mouvement  de  l'ellipsographe. 


Oliver  Evans. 


Autre  guida yd 
approché. 


278  '   LEÇONS  DE  CINÉMATIQUE. 

Arrivons  au  parallélogramme  de  Watt. 

Le  système  du  bahincier  et  du  contrë-balancier  aurait  Tinconvé- 
nientdene  fournir  pour  la  course  du  point  M,  milieu  de  ÂB,  que 
de  trop  petites  amplitudes.  Une  application  du  pantographe  nous  a 
conduit  au  balancier  d'Oliver  Evans  qui  atteint  ce  résultat;  une  autre 
application  du  même  principe  nous  conduira  à  l'appareil  bien  plus 
ancien  et  bien  plus  parfait  dû  à  Watt. 

Prolongeons  le  balancier  OB  d'une  quantité  B£=  OB  et  achevons 
le  parallélogramme  ABEP;  ce  parallélogramme  sera  articulé  en  ses 
sommets.  Tirons  la  ligne  idéale  OP,  cette  droite  passe  au  milieu  M 
E  B  du. côté. AB,  et  d'après  la 

^.-'''    propriété  essentielle  du  pan- 

^-''''  tograpbe   de  Scheiner,  le 

■j^  point   P   va    décrire   une 

courbe  homothétique  h  la 
p\-u ^^  trajectoire  de  M;  le  rap- 

port d'homothétie  est  égal  à 
2  et  0  est  le  centre  de  simi- 
V^  Fig,  79.  litude.  Le  point  P  décrira 

donc  sensiblement  une  verticale  et  l'amplitude  de  son  déplacement 
sera  le  double  de  l'amplitude  du  déplacement  du  point  M. 

Dans  la  pratique,  on  utilise  à  la  fois  le  mouvement  sensiblement 
recliligne  du  point  P  et  celui  du  point  M  (*). 

On  a  proposé  d'autres  guidages 
approchés  du  mouvement  recti- 
ligne  d'un  point.  En  voici  un.  Soit 
ABCD  un  trapèze  isocèle  articulé 
dans  lequel  AB  est  double  de  CD,  et 
CMD  un  triangle  isocèle  lié  inva- 
riablement à  sa  base  DC;  le  point  M 
tombe  au  milieu  de  AB.  Lorsque  le 
M  B  système  se  déforme,  le  point  M  dé- 

Fiç,  8Q.  crit  une  courbe  qui  se  confond  par- 

tiellement avec  le  segment  A  B.  on  voit  immédiatement  que  la  courbe 
passe  aux  points  A  et  B  ainsi  qu'au  milieu  de  AB. 


(I)  On  trouvera  à  la  fin  du   volumô   uns  note   relatant  quelques  travaux  de 
T«heWchtff  sur  le  parallélogranime  de  Watt. 


Solutions 

exactes 

de   Peaucellier 

et  (le  Hart. 
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Le  guidage  exact  du  mouvement  rectiligne  d'un  point  a  été  résolu 
par  Peaucellier  et  puis  par  Lipkine  au  moyen  d'un  môme  appareil. 
Observons  tout  d'abord  que  tout  inverseur  fournit  le  moyen  de 
réaliser  le  guidage  rectiligne  d'un  point.  Il  suffit,  en  effet,  au  moyen 
d'une  bride  d'obliger  un  point  à  décrire  un  cercle  passant  au  centre 
d'inversion,  pour  que  le  point  inverse  décrive  un  segment  de  droite* 
L'inverseur  de  Peaucellier  et  celui  de  Hart  fournissent  donc  une 

solution  immédiate 
du  problème.  Par 
exemple,  dans  le 
Q  cas  de  l'appareil  de 
Peaucellier(fig.81), 
on  introduira  une 
bride  0'  D  articulée 
en  0'  et  D,  dont  la 
longueur  soit  égale 
à  00'.  Le  point  D 
^^9'  *'•  décrira   un   cercle 

passant  au  point  0'  et  le  point  B  un  segment  de  droite. 

Il  peut  sembler  paradoxal  qu'un  point  soumis  à  des  conditions 
géométriques  décrive  non  une  droite  entière,  mais  seulement  un  seg- 
ment fini.  Le  môme  fait  se  produit  forcément  à  propos  des  courbes 
algébriques  à  branches  infinies;  le  théorème  de  Kempe  nous  prouve 
qu'on  peut  décrire  un  arc  de  cette  courbe,  mais  le  jeu  môme  de 
l'appareil  articulé  exige  que  cet  arc  soit  limité. 

Il  n'y  a  là  rien  qui  doive  surprendre,  et  la  géométrie  descriptive,  à 
l'occasion  des  projections  des  intersections  des  surfaces,  nous  offre  des 
exemples  analogues. 

La  remarque  suivante  explique  comment  ce  fait  peut  arriver.  Sup- 
posons qu'un  point  M  d'une  figure  décrive,  par  exemple,  un  segment 
de  droite;  un  point  M'  voisin  de  M  décrit  alors  une  courbe  fermée 
allongée,  qui,  lorsque  M'  se  rapproche  de  M,  va  en  s'aplatissant  de 
plus  en  plus  jusqu'à  se  réduire  au  segment  de  droite.  Tel  est  le  cas 
du  mouvement  de  l'ellipsographe.  Tous  les  points  de  la  figure  décri- 
vent des  ellipses  qui  s'aplatissent  indéfiniment  et  deviennent  des 
segments  de  droites  quand  le  point  décrivant  est  très  voisin  de  la 
circonférence  qui,  dans  le  «mouvement,  roule  sans  glisser  dans  une 
circonférence  de  rayon  double. 
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Double 
rhomboïde 
de  Konipe. 


Autre 

appareil 

de  KeiTipe. 


-  Kempe  et  Hart  ont  fait  connaître  plusieurs  autres  appareils  à  ligne 
droite. 

Soit  ABCD  un  rhomboïde  articulé  et  prenons  EB  =  -— -  :  arlicu- 

AB 

Ions  en  E  une  tige  EF  égale  à  EB  et  introduisons  enfin  une  tige 
CF  =  BG  articulée  en  F  et  G.  Nous  aurons  ainsi  réalisé  un  second 
rhomboïde  semblable  au  premier.  Les  droites  DG  et  CF  sont  égale- 
ment inclinées  sur  le  côté  AB,  car  Tangle  des  côtés  opposés  du  grand 
rhomboïde,  DC,  AB,  est  égal  à  celui  des  côtés  opposés  GF  et  BE  du 

petit  rhomboïde.  La 
bissectrice  de  Tangle 
G  du  triangle  DGF 
est  donc  parallèle  à 
AB  et,  par  suite,  la 
base  P  F  de  ce  trian- 
gle est  perpendiculaire 
àAB. 


£' 


0  & 

Fig.  8S. 

Introduisons  alors  une  bride  BG,  pivotante  autour  de  G,  égale  àAB 
et  fixons  le  point  D  à  une  distance  de  G  ^le  aussi  à  AB.  Le  quadri- 
latère ABGD  est  un  losange,  et  dès  brs  DF  restant  perpendiculaire 
àAB,  c'est-à-dire  à  DG,  le  point  F  décrit  une  droite  perpendiculaire 
àGD. 

Reportons-nous  à  la  figure  82;  imaginons  abaissée  du  point  G  une 
perpendiculaire  sur  AB,  et  prenons  les  tiges  symétriques  des  tiges 
déjà  construites  (sauf  BG)  par  rapport  à  cette  perpendiculaire.  Nous 
construisons  ainsi  un  second  double  rhomboïde  dans  lequel  les  tiges 
GD',  CF'  sont  les  prolongements  des  tiges  GF,  CD.  Remarquons 
alors  que  si  Ton  fixe  le  côté  AB  du  premier  double  rhomboïde,  la 
tige  A'B'  demeure  dans  le  prolongement  de  AB  et  tous  les  points  de 
A'  B'  décnvent  ce  prolongement. 

On  peut  observer  que  ce  procédé  permet  de  réaliser  une  translation 
rectiligne  quelconque  d'une  figure  liée  au  segment  A'  B'  (<). 


(1)  Â  l'ëgnrd  des  mouvements  réalisables  par  des  systèmos  articulés,  on  peut 
émettre  la  proposition  générale  que  voici  :  Tout  mouvement  plan  algébrique^  c'est- 
à-dire  dont  les  trajectoires  de  tous  les  points  sont  algébriques,  jv^if  itre  gtndi  par 
un  système  articulé.  On  peut,  en  effet,  comme  nous  savons,  guider  par  des  systèmes 
articulés  le  mouvement  de  deux  points  de  la  figure;  cela  suffit  pour  établir  le 
théorème.  (Voir  aussi  mes  notes  de  1895  aux  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences.) 


Sextilatère 
de  Kempe. 
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Soit  un  quadrilatère  ÂBGD, 

AB  =  a,      BC  =  6,      CD  =  c,      DA  =  d. 

Prenons  E  arbitrairement  sur  AB  et  construisons  le  quadrilatère 
BEFG  semblable  au  quadrilatère  primitif;  l'angle  en  B  étant  le 
même  dans  les  deux  et  Tangle  en  G  égal  à  Tangle  en  A,  l'angle  en  E 
égal  à  l'angle  en  G  et  l'angle  en  F  à  l'angle  en  D. 
On  prend  sur  AD  un  point  P  et  sur  £F  un  point  Q,  tels  que 


AP 
EQ 


6.C 


Projetons  P  en  P'  et  Q  en  Q'  sur  AB.  La  distance  P'  Q'  e»t 
constante  quand  le  système  se  déforme. 

D 


P'Q'  =AE  — (AF  +EQ'). 
Or,  si  l'on  pose  AP  =  —  >  EQ  =  —  >  on  a 

A  A 

ad 
AP'  =  AP  cos  A  =  —  cos  A, 

A 

bc 


d'où 


EQ'  =  EQ  cos  (180  —  C)  =  —  —  cos  C, 

A 


AP'  +  EQ'  =  ~  [ad  cos  A  —  hc  cos  G]. 

A 

D'autre  part,  le  carré  de  la  diagonale  BD  a  cette  double  expression 
BD*  =  a^  +  d*  --  2ad  cos  A  =  b"  +  c"  —  26c  cos  C, 
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d'où 

.ad  cos  A  ~  oc  cos  C  = > 

2 

et,  par  suite, 

AF  +  EQ'  =  ^  (a»  +  d«  -  &»  -  c% 
et  finalement 

FQ'  =  AE  -  1^  (a«  +  d«  -  6«  -  c«). 

Aiasi  la  longueur  P'Q'  reste  constante  quand  le  sextilatère 
(ABGD,  EFG)  se  déforme.  Supposons  alors  qu'on  prenne  un  point 
R  à  une  distance  de  P  égale  à  AB  et  qu'on  relie  R  à  B  par  une  bride 
RB  égalé  et  parallèle  à  AP;  si  l'on  fixe  en  même  temps  le  point  P 
par  un  pivot,  A,  B,  R,  P  sont  les  sommets  d'un  parallélogramme  et 
la  droite  AB  se  meut  parallèlement  à  elle-même;  la  distance  du  point 
P  à  la  droite  QQ'  demeure  constante,  puisqu'elle  égale  P'  Q',  de  plus, 
comme  QQ'  a  une  direction  constante,  elle  est  fixe  dans  le  plan  et  le 
point  Q  décrit  cette  droite. 
Autre  0^  ^oi^  ^  H^^^  u^  autre  appareil  à  ligne  droite,  étudié  aussi  par 

appareil  dû  à    Kempe  (Proceedings  of  the  London  Mathematieal  SocietyJ,  qui  a 

été  l'objet  d'un  mémoire  de  M.  Darboux,  inséré  au  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques  (2^  série,  t.  III),  et  réimprimé  dans  la 
Mécanique  de  Despeyrous. 

Soient  OA,  OA'  deux  segments  de  longueurs  a,  a'  issus  d'un 
point  0,  AB,  A'B'  deux  autres  segments  de  longueurs  m,a^  m!  a* 
issus  de  A,  A'  respectivement  et  faisant  avec  OA,  OA'  un  même 
angle  0. 

Si  l'on  prend  le  point  0  pour  origine  d'un  système  de  coordonnées 
rectangulaires,  on  pourra  regarder  A,  A'  comme  les  points  représen* 
tatifs  de  deux  variables  imaginaires  Za,  Z^'  dont  a,  al  sont  les 
modules  et  dont  nous  appellerons  9,  9'  les  arguments.  Le  produit  de 
Za  par  le  facteur  mè^  se  représente  par  un  point  qui  est  l'extrémité 
d'un  segment  d'origine  0,  équipollent  à  AB;  il  en  résulte  que  l'affixe 
du  point  B  sera 

Z.  =  Za  +  Za  .  mé^  =  Za  (1  +  me'^)  =  ae'f  (1  +  mé^)\ 

de  même 

Zb.  =  Za.  (1  +  m'è^)  =  a'  èf  (1  +  mè% 

sera  l'affixe  du  point  B'. 


Uart. 
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Cherchons  à  exprimer  que  la  distance  BB'  est  constante  et  ^ale  à 
une  longueur  l;  si  nous  appelons  ZS,  Zi  les  quantités  conjuguées  de 
Zb  ,  Zb«  ,  il  faudra  écrire  que 

P  =  (Zb  -  ZbO  (ZS  -  ZS.) 

=^  Zb  i-àu  H"  iû»'  Zb'  —  Zb  Za'  *•'  Zb'  Zb  ) 

c'esl-à-dire 

t«  =  a»  (1  -f-  me'^)  (1  +  twe-'^)  +  a'"  (1  -h  m'e'^)  (1  +  m'e-*^) 

—  oa'e'(?-?'>  (1  +  ma*^)  (1  +  m'e^'^) 

ou  encore,  en  faisant  «j^  =  ç  —  ^'  =  AOA', 

a»  (1  +  m')  +  a'*  (1  -h  m'*)  —  {•  +  2  (a«m  +  a'* m')  cos  6 
—  2aa'  (1  -H  mm')  cos  ^j;  —  2aa'  m  cos  ((|^  +  0) 

—  2aa'  m'  cos  (ij^  —  0)  =  0. 


Si  Ton  suppose  articulées  en  0,  A,  B,  A%  B'  les  cinq  tiges  OA, 
0A%  AB,  A'B'y  BB',  nous  obtenons  un  pentagone  articulé  dont  les 
angles  variables  sont  liés  par  la  relation  précédente,  en  y  ajoutant 
l'égalité  supposée  des  angles  OAB,  O'A'B',  dont  nous  avons 
désigné  par  0  la  valeur  commune.  Sans  cette  égalité  supposée  la 
déformation  du  pentagone  dépendrait  de  deux  paramètres. 

Cette  condition  d'égalité  d'angles  peut  être  réalisée  ici  d'une  façon 
très  simple;  on  va  prouver,  en  effet,  que  deux  autres  points  C,  G 
pris  sur  AB,  A'B'  sont  à  une  distance  invariable,  et  dès  lors  il  suf- 
fira d'introduire  une  tige  GC  articulée  en  C,  C  aux  tiges  AB,  A'B' 
pour  réaliser  l'égalité  d'angles  supposée. 
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Ce  couple  de  points  C^  G ,  s'il  existe  vraiment,  sera  analogue  au 
couple  de  points  B,  B',  et  si  l'on  désigne  par  |jl,  ja'  les  valeurs  de 
m,  m'  qui  lui  correspondent,  par  X  la  distance  CC,  nous  devrons 
avoir 

a«  (1  +  jji»)  +  a'»  (4  H-  II.'*)  —  X«  +  2  (a^  +  a'V')  cos  Ô 
—  2aa'  (1  H-  [aja.')  cos  'b  —  2aa'  pi  cos  (ij;  -f-  6) 

—  2aa'  ijl'  cos  (ij;  —  0)  =  0; 

équation  qui  devra  avoir  lieu  en  même  temps  que  la  précédente,  s'il 
est  vrai  que  X  soit  constant.  Or,  l'identification  nous  donne 

[L  \k' i  +  [L[L    __^  a'[jt.  +  a'^i*'. 

m       m'       1  -h  mm'       a*m  4-  a'*m' 

_  g»  (1  +  ti.*)  +  g"  (1  +  [k")  -  Xy 
""  g*  (1  +  m*)  +  g"  (1  +  m'«)  —  V' 

les  trois  premières  équations  se  réduisent  à 

m'  m 

et  la  dernière  équation  nous  fait  connaître  X  par  la  formule 

g*  (1  +  m»)  +  g'*  (1  +  m'«)  —  P  mm'  * 

qui  fournit  pour  X*  une  valeur  constante 


. ,         l*  (mm'  —  1)  (m'  —  tn)  /g* 

mm'  mm' 


\m       m'/' 


nous  pourrons  donc,  au  moyen  de  la  tige  auxiliaire  CC,  réaliser 
l'égalité  constante  des  angles  0  A  B,  0  A'  B' .  

Calculons  les  carrés  des  modules  de  Zb,  Zb'  ou  OB  =  Zb.ZÎ, 
OB'    =  Zb'*Zjii.  ... 

Nous  avons  déjà  calculé  ces  expressions  en  calculant  l*,  on  trouve 

OB*  =  g*  (1  4-  m*  +  2m  cos  0), 
ÔF'  =g'«  (1  +  m'*  +  2m'  cos  6), 
en  sorte  qu'etitre  OB,  OB'  a  lieu  l'équation 

^  .  OB  —  •^,  OB'   =  (m'  —  m)  (4  —  mm'). 
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Dans  ces  conditions,  si  l'on  fixe  la  tige  BB'  et  si  Ton  déforme  le 
système  articulé,  on  constate  que  le  point  0  décrit  un  cercle.  Cepen- 
dant si  les  coefficients  — r  ?  —rz  sont  égaux,  ce  cercle  se  réduit  à  une 

ligne  droite  perpendiculaire  à  BB'. 

En  réalisant  ces  conditions  on  a  donc  le  moyen  de  décrire  une 
droite  au  moyen  de  cinq  tiges  articulées. 

C'est  à  dessein  que  nous  avons  choisi  la  méthode  précédente^  qui 

montre  le  parti  que  l'on  peut  tirer  des  imaginaires  ou,  ce  qui  revient 

au  même,  du  calcul  des  équipollences  dans  la  théorie  des  systèmes 

articulés. 

Description         On  peut  s'arranger  de  sorte  que  la  droite  décrite  par  le  point  0 

d'une  ellipse    aille  passer  au  point  B';  il  faut  pour  cela  que  l'on  puisse  avoir 

''ITS-'    •^«'  =  0>  OB  =  '.  ^  ?»•  donne 

—  P  =  (m'  —  m)  (1  —  mm'),  • 

a»       a'* 
Soit  posé  -7  =  —  ^  <7*,  il  viendra 
m        m 


,.  =  (a.  -  a-)  (l  -  î^) 


Supposons  de  plus  que  A'B'  égale  OA'  ou  que  m'  =  1,  on  a  donc 
g^  =  a',  en  sorte  que 

V 


-{^•y 


Dans  ces  conditions,  le  segment  mobile  0  A'  s'appuie  par  ses  extré- 
mités sur  une  droite  fixe  B'O  et  sur  un  cercle  de  centre  B'  dont  le 
rayon  B'  A'  =  OA'  lui  est  égal;  si  donc  on  prolonge  0 A'  d'une  quan- 
tité égale  jusqu'en  K,  en  sorte  que  A'  est  le  milieu  de  OK,  le  point  K 
décrira  une  droite  perpendiculaire  en  B'  à  B'  0,  et  qui  n'est  autre 
dès  lors  que  BB' .  La  tige  OK  glisse  donc  par  ses  extrémités  sur  deux 
droites  rectangulaires  et  un  quelconque  de  ses  points  décrit  une 
ellipse.  Ce  système  de  cinq  tiges  permet  ainsi  de  décrire  une  ellipse 
et  de  réaliser  rigoureusement  le  mouvement  de  l'ellipsographe  que  le 
balancier  d'Oliver  Evans  réalisait  approximativement. 


i . 
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Des  mouvements  et  des  transformations  que 
peut  réaliser  un  même  système  articulé. 


Avec 

un  système 

articulé  on 

peut  produire 

plusieurs 
mouvements. 


Plusieurs 
transforma- 
tions. 


Autre  usage 
des  inverseurs. 


96.  Soit  un  système  articulé  à  liaisons  complètes.  On  peut,  avec 
cet  appareil,  réaliser  plusieurs  mouvements  et  plusieurs  transfor- 
mations. 

1<>  Plusieurs  mouvements,  car  on  peut  fixer  Vixn  quelconque  des 
membres  du  système  et  considérer  la  trajectoire  d'un  point  de  l'un 
quelconque  des  autres  membres.  Par  exemple,  dans  le  cas  du  rhom- 
boïde, suivant  que  le  cdté  fixé  sera  un  des  deux  grands  ou  un  des 
deux  petits  cAtés,  le  lieu  d'un  point  lié  à  la  bielle  sera  une  podaire 
d'hyperbole  ou  bien  d'ellipse.  Ainsi  encore  dans  le  contre-parallélo* 
gramme. 

20  Plusieurs  transformations:  fixons,  en  effet,  par  un  pivot  un 
point  0  d'un  membre  du  système  articulé  ;  choisissons  ensuite  un 
point  M  et  un  point  N  liés  chacun  à  l'un  des  membres  (ou  bien 
même  servant  de  pivot  à  deux  ou  plusieurs  membres  du  système). 
Le  point  M  sera  le  point  directeur  et  N  le  point  traceur. 

Si  l'on  fait  décrire  au  point  directeur  M  les  contours  d'une  figure, 
le  point  N  tracera  les  contours  correspondants  de  la  figure  trans- 
formée. Or,  on  voit  que  l'on  peut  choisir  arbitrairement  les  points 
0,  M,  N  dans  le  système  et  réaliser  ainsi  diverses  transformations. 
Toutes  ne  seront  pas  également  intéressantes,  mais  dans  certains  cas, 
cependant,  on  pourra,  avec  le  même  système,  obtenir  plusieurs 
résultats  utiles. 

Ainsi  reprenons  le  contre^parallélogramme  qui  nous  a  déjà  servi  à 
décrire  des  podaires  d'ellipses  et  des  podaires  d'hyperbole,  nous 
savons  que  Hart  l'a  utilisé  comme  inverseur  en  fixant  un  point  0  sur 
un  côté  et  prenant  sur  les  deux  côtés  adjacents  deux  points  M,  N 
qui  restent  alignés  sur  le  point  Ô. 

On  a  alors  OM.ON  =  constante. 

Mais  au  lieu  de  fixer  le  point  0,  fixons  le  point  M,  la  relation 
cî-dessùs  s'écrit 

MO  (MN  —  MO)  =  k  =  constante, 
et  la  relation  entre  MO  et  MN  exprime  une  transformation  de  la 
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forme 

k 

où  p,  Pi  sont  les  rayons  vecteurs  MN  et  MO. 
Description         Par  exemple,  si  le  point  0,  considéré  cemme  point  directeur, 

des  cubiques    ^^^j^n  ^jg  droite  p  cos  0  =:  »,  on  trouve  que  le  point  N,  considéré 
circulaires  ^    ,  ^  *  ? 

imicursales  à    comme  traceur,  décnt  la  cubique  circulaire 

ax'3 
de  symétrie.  ^^  _  ^^  (^,  ^  ^^^  —  - x\ 

cette  courbe  a  un  point  double  et  un  axe  de  symétrie  ;  si,  k  étant 
négatif,  on  prend  p  =  V —  k  on  a  une  cissoïde,  et  une  strophoïde 


droite  si 


..=i/-i- 


Utilisation  Si,  après  avoir  fixé  un  membre  À  d'un  système  articulé  à  liaison 

du  mouvement  complète,  on  constate  qu'un  point  M  d'un  autre  membre  décrit  une 

inverae.  *        '  *  * 

courbe  G  par  rapport  au  membre  A,  il  est  clair  qu'en  supposant  cette 
ligne  tracée,  sur  le  membre  Â,  elle  ne  cessera  pas  de  passer  par  le 
point  M  lorsque,  ayant  rendu  libre  le  membre  A,  on  aura  fixé  le 
point  M  par  un  pivot;  le  même  appareil  nous  permettra  donc  de 
réaliser  le  fait  d'une  plaque  plane.A  assigettie  à  cette  seule  condition 
qu'une  courbe  G  tracée  sur  cette  plaque  aille  passer  par  un  point  fixe 
du  plan. 

Exemple.  —  Nous  savons  guider  au  moyen  d'un  système  arti- 
culé le  mouvement  rectiligne  d'un  point,  nous  saurons  donc,  avec  le 
même  instrument,  réaliser  le  guidage  d'une  figure  plane  assujettie  à 
l'unique  condition  qu'une  de  ses  droites  glisse  sur  un  point  fixe. 

Prenons  l'appareil  à  ligne  droite  de  Peaucellier;  on  supposera  les 
deux  pivots  fixes  0,  0'  réunis  par  une  tige  qui  constituera  avec  le 
double  rhomboïde  (fig.  85,  page  288)  et  la  bride  O'B  un  système 
articulé  tel  que  si  l'on  fixe  le  membre  00'  le  point  M  décrira  une 
droite  A  perpendiculaire  à  00'  et  coupant  00'  en  son  prolongement 
en  un  point  fixe  Q. 

Concevons  qu'on  ait  réalisé  un  segment  RR'  de  cette  droite^  calé 
perpendiculairement  à  00'  (prolongée  s'il  le  faut).  Le  segment 
RR'  et  la  tige  00'  ne  forment  qu'un  seul  et  même  membre.  Si 
l'on  vient  à  fixer  par  un  pivot  le  point  M  et  à  rendre  sa  liberté  au 


Protracteur. 


Description 

des 
concholdes. 
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membre  00',  ce  membre  se  trouvera  assujetti  à  cette  condition 
unique  que  la  tige  RR'  qui  lui  est  liée  aille  passer  au  point  M. 

C 


Fig.  85. 


Cet  appareil  permet  alors  de  réaliser  une  transformation  nouvelle. 

Si,  en  effet,  on  amène  le  point  R'  en  un  point  V  du  plan,  le  point 
R  viendra  en  un  point  V  situé  sur  le  même  rayon  vecteur  M  V  que  le 
point  V ,  seulement  ce  rayon  vecteur  aura  été  accru  d'une  quantité  cons- 
tante R'  R.  Cet  appareil  réalise  donc  la  transformation  qui  a  pour  effet 
d'augmenter  (ou  de  diminuer)  d'une  quantité  constante  tous  les  rayons 
vecteurs  d'une  courbe.  Cet  appareil  a  reçu  le  nom  de  protracteur. 

Si  le  point  R'  vient  à  décrire  une  courbe,  le  point  R  décrit  une 
conchoide  de  cette  courbe. 

Les  exemples  précédents  suffisent  pour  montrer  de  quel  genre  sont 
les  questions  qui  peuvent  se  présenter  à  propos  des  réalisations  des 
transformations  au  moyen  des  systèmes  articulés. 


Applications  des  systàmes  articulés  à  la  réso- 
lution des  équations  et  à  la  représentation 
des  fonctions. 

97.   On  a  fait  la  remarque  que  les  systèmes  articulés  pouvaient 
servir  à  représenter  des  fonctions  ou  à  résoudre  des  équations.  Nous 
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ne  dirons  que  quelques  mots  de  cette  application  qui  est  plutôt 
curieuse  que  vraiment  pratique. 

Fixons  une  tige  A  d'un  système  articulé,  à  liaisons  complètes;  un 
point  M  d'un  membre  du  système  décrit  une  courbe  qui  coupe  A  en 
certains  points,  dont  les  distances  à  un  point  pris  pour  origine  sur  A 
sont  racines  d'une  certaine  équation  algébrique.  Si  donc  on  a  gradué  A, 
il  suffira  de  noter  les  cotes  des  points  de  A  où  peut  être  amené  le 
point  M  par  la  déformation  du  système  articulé  ;  on  connaîtra  ainsi  les 
racines  de  l'équation  proposée. 

Les  coefficients  de  cette  équation  sont  des  paramètres  qui  figurent 
dans  la  définition  du  système  articulé;  les  racines  de  l'équation  cons- 
tituent les  valeurs  d'une  fonction  algébrique  de  ces  paramètres  indé- 
pendants, et  à  cet  égard  le  système  articulé  fournit  une  représen- 
tation des  valeurs  de  cette  fonction  algébrique,  au  moins  dans 
certaines  limites  de  variation  des  paramètres. 

Si  l'on  sait  trouver  facilement  les  longueurs  des  tiges  qui  font 
prendre  aux  coefficients  de  l'équation  des  valeurs  numériques  don- 
nées, et  contenues  entre  certaines  limites,  on  aura  une  classe  d'équa- 
tions résolubles  au  moyen  du  système  articulé  proposé. 

A  ce  procédé  de  résolution  mécanique  on  peut  d'abord  adresser  le 
reproche  de  ne  fournir  qu'avec  une  faible  approximation  les  racines 
cherchées;  mais  à  cet  inconvénient  s'en  ajoute  un  autre. 

Nous  avons  vu  qu'il  est  des  quadrilatères  qui,  par  déformation  con- 
tinue, ne  peuvent  prendre  qu'une  partie  des  formes  que  l'on  peut 
obtenir  en  construisant  tous  les  quadrilatères  imaginables  dont  les 
côtés  ont  des  longueurs  données  et  un  ordre  de  succession  déterminé. 
Imaginons  que  notre  système  articulé  offre  une  circonstance  analogue; 
alors,  par  une  déformation  continue,  le  point  décrivant  M  ne  décrira 
qu'une  partie  de  sa  trajectoire  et  il  pourra  arriver  que  l'appareil  ne 
fournisse  qu'une  partie  des  racines  qu'il  s'agit  de  trouver. 

Résoluiion         97  ^'^  Soit  un  quadrilatère  ABCD  dans  lequel  nous  prolongeons  les 

mécanique  de      --....^^^^  ^  CÔtés  AB,  CD  jus- 

!Vqu.-jtion  /--^.^     ^  qu'à  leur  rencontre 

du  3*  degré.  /        ^^-^^  ^ 

b/  \^-^..^  en  E;    appelons  0 

^^^--^...^  Tangle  DEA,  nous 

avons 


AD  =ED  -+-EA 
—  2ED.EAcosO, 
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BC*  =  ÊC*  +  Êb'  —  2EC.EB  cos  6; 
d'où,  en  éliminant  cos  6| 

(ÊD'  +  ËA*  —  Âd')  EC.EB  =  (Êc'  +  ÊB*  —  BG*)  EA.ED. 

On  constate  facilement  que  cette  équation  est  générale  et  indépen- 
dante de  la  disposition  des  points  situés  sur  une  même  droite,  pourvu 
qu^on  affecte  de  signes  contraires  deux  segments  opposés. 

Imaginons  que  l'on  articule  en  Â,  B,  G,  D  le  quadrilatère  et  que 
l'on  fixe  la  tige  AB  supposée  prolongée.  Un  point  E  de  la  tige  CD 
prolongée  décrit  une  courbe  qui  coupe  en  certains  points  la  tige  AB; 
nous  nous  proposons  de  former  l'équation  qui  udmet  pour  racines  les 
dislances  du  point  E  au  point  A. 

Appelons  a,  6,  c,  d  les  côtés  AB,  BG^  CD,  DA  du  quadrilatère, 
f  la  distance  DE,  x  la  distance  AE;.  nous  comptons  x  positivement 
dans  le  sens  BA;  l'équation  ci-dessus  devient 

(/  ^  c)(x«  4-  ^_d*)(x  -+-  a)  =  f  [(x  +  ay  4-  {f+  c)«  —  6'Jx, 
ou  en  développant, 

ex»  4-  a[c  —  flx«  —  rc(r  +  rf*)  -*-  /"(a*  ~  b*  +  c«  4-  d»)]x 

4-a(A4-c)(r-cP)  =  0. 

On  peut  identifier  cette  équation  avec  n'importe  quelle  équation  du 
troisième  degré 

X*  4-  nx*  4-  px  -h  g  =  0. 

Plaçons-nous  dans  le  cas  particulier  où  n  est  nul,  il  faudra  prendre 
/*=  c,  et  les  équations  d'identification  deviennent 


On  en  tire 


2  (c*  4-  d')  4-  a'  —  6*  =  —  p, 
2a  (c»  —  d')  =  g* 


4c"  =  6*  —  a*  —  p  +  - 1 

a 

4d*  =  6'  — a*  — »  —  ?^* 

a 


Ces  formules  nous  font  connaître  c,  d  ;  a  et  &  peuvent  être  pris 
constants;  cependant  si  les  valeurs  précédentes  de  c*,  d'  devenaient 
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négatives,  il  faudrait  pouvoir  faire  croître  b  de  manière  à  rendre  les 
seconds  membres  positifs. 

On  pourra  réaliser  ces  conditions  en  insérant  les  tiges  dans  des 
douilles  articulées  entre  elles  et  dans  lesquelles  les  tiges  pourront 
tantôt  glisser,  tantôt  être  fixées  au  moyen  de  vis  de  serrage.  Le 
point  A  sera  fixe  sur  la  tige  graduée  AB  et  la  tige  CD  devra  aussi 
être  graduée  afin  qu'on  puisse  plus  facilement  prendre  le  point  Ë  qui 
doit  être  le  symétrique  de  G  par  rapport  à  D,  attendu  que  ^=  c. 

Systèmes  articulés  gauches. 


Joint 
tic  Cardan. 


98.  Nous  dirons  que  deux  corps  sont  articulés  s'ils  sont  réunis  par 
une  charnière  ou  un  pivot  ne  leur  permettant  pas  d'autre  mouvement 
relatif  qu'une  rotation  autour  d'un  axe,  fixe  dans  les  deux  corps. 

Prenons  un  ensemble  de  corps  qui  sont  articulés  chacun  avec  cer- 
tains autres,  de  manière  à  limiter  la  déformation  du  système,  nous 
aurons  là  un  Bystème  articulé  au  sens  le  plus  général  de  ce  mot. 

Les  numéros  précédents  ne  visaient  que  les  cas  où  les  pivots  sont 
parallèles  entre  eux  et  où  Ton  peut  se  borner  à  la  considération  des 
plaques  planes  superposées.  Ce  cas  est  le  plus  fréquemment  employé, 
mais  les  autres  sont  aussi  utilisés.  Par  exemple,  le  pantographe  de 
Scheiner  a  été  étendu  aux  figures  gauches  et  appliqué  par  M.  Collas 
à  la  reproduction  des  statues. 

Le  joint  de  Cardan  se  compose  : 


1°  D'un  croisillon,  c'est-à-dire  de  deux  tiges  égales  AB,  A' IV  réu- 
nies à  angle  droit  en  leur  milieu  C; 


^•Jr' 


Fig.  87, 


Fig.  88. 


2o  De  deux  tiges  Occ,  O'x'  qui  sont  munies  chacune  d'une  fourche 
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portant  à  ses  extrémités  des  œils  dans  lesquels  s'engagent  les  extré- 
mités cylindriques  A,  B,  Â',  B'  des  deux  tiges  du  croisillon;  les  four- 
ches sont  construites  de  telle  sorte  que  les  prolongements  de  Ox  et 
de  O'x'  aillent  se  croiser  au  point  C. 

Le  joint  de  Cardan  peut  être  utilisé  de  plusieurs  manières.  Si  Ton 
fixe  invariablement  la  tige  0'  X',  le  point  G  demeure  fixe  et  la  tige  OX 
peut  prendre  tous  les  déplacements  possibles  autour  du  point  C.  On 
réalise  par  là  le  fait  d'un  axe  géométrique  pivotant  autour  d'un 
point  fixe.  Ce  dispositif  est  employé  dans  nombre  d'appareils  de 
mécanique  ou  de  physique  et  constitue  alors  le  procédé  de  suspen- 
sion dit  à  la  Cardan. 

Dans  certains  cas,  comme  dans  le  gyroscope,  par  exemple,  on 
modifie  un  peu  la  disposition  précédente,  mais  schématiquement  le 
principe  est  le  même.  Rien  n'empêche,  en  effet,  de  remplacer  le 
croisillon  par  une  couronne  métallique  armée,  aux  extrémités  de 
deux  diamètres  rectangulaires,  de  prolongements  cylindriques  faisant 
le  même  office  que  les  extrémités  cylindriques  des  tiges  du  croisillon. 
Et  même,  rien  n'empêche  d'armer  les  fourches  elles-mêmes  de  ces 
mêmes  pivots,  et  de  pratiquer,  par  contre,  les  œils  où  ils  s'enga- 
gent dans  la  couronne  elle-même. 

Mais  le  joint  de  Cardan  est  encore  employé  à  d'autres  usages.  Ima- 
ginons qu'au  moyen  de  douilles  ou  autrement  on  interdise  aux  axes 
Oxy  O'x'  tout  autre  mouvement  qu'une  rotation  sur  eux-mêmes.  Le 
système  devient  à  liaisons  complètes,  et  toute  rotation  de  Ox  sur  lui- 
même  entraînera  une  rotation  de  0'  x'  sur  lui-même.  Le  joint  appa- 
raît donc  comme  un  organe  propre  à  traiismettre  un  mouvement 
de  rotation  d'un  axe  à  un  autre  axe  qui  le  coupe. 

Désignons  par  u),  a>'  les  vitesses  angulaires  de  ces  deux  axes  Ox, 
0'  x'  et  observons  que  sur  la  sphère  S  de  centre  de  C  et  de  rayon  C  A 
=  a,  le  point  A  décrit  Cfig,  88)  un  grand  cercle  (A)  dont  0  est  le 
pôle,  tandis  que  A'  décrit  sur  la  même  sphère  un  grand  cercle  (A')  de 
pôle  0'.  De  plus,  les  points  A,  A'  décrivent  leurs  cercles  avec  les 
vitesses  au),  ao)'. 

Observons  que,  sur  la  sphère  S,  l'arc  de  grand  cercle  A  A'  vaut  un 
quadrant.  Le  mouvement  du  croisillon  est  donc  celui  d'un  quadrant 
de  grand  cercle  A  A'  dont  les  extrémités  A,  A'  décrivent  deux  autres 
grands  cercles. 

Désignons  par  H  un  des  points  de  rencontre  des  deux  grands 
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cercles  (A)  (A'),  le  triangle  A  A'  H  nous  donnera 

0=cosAA  =  cos  HA.cos  HA'  4- sin  HA.sinHA' .cosH. 

•\ 
Or,  H  =  180®  —  2a  où  2a  est  l'angle  toujours  obtus  ac'Cx.  On  a 

<îonc 

y^  /X 

cotg  HA.colg  HA  ==  cos  2a. 

Désignons  HA  par  6,  HA'  par  0';  le  quotient  -7-7  est  le  rapport 

des  vitesses  des  points  A,  A',   il  est  t^gal  au  rapport  des  vitesses 
angulaires  des  axes  Ox,  O'x'.  Or,  de  cotg  6. cotg  0'  =  cos  2a,  on  tire 


[1  "1 

cos  2a.sin'  0  H ^7-  cos*  0    • 
cos  2a  J 


Le  rapport  en  question  oscille  donc  entre  —  cos  2  a  et  — 


cos  2  a 
C'est  un  inconvénient,  car  si  Taxe  Ox,  par  exemple,  est  animé 

d'un  mouvement  uniforme  de  rotation,  l'autre  axe  sera  animé  d'une 

vitesse  variable  et  périodique.  On  reconnaît  en  même  temps  que  si 

2  a  s'approcbe  de  90^,  ces  oscillations  augmentent  considérablement, 

et  que  le  mouvement  sera  rigoureusement  impossible  pour  2a  =  93". 

EnGn,  si  l'appareil  est  à  disposition  variable,  c'est-à-dire  si  l'on  a 
besoin  de  faire  varier  l'angle  2a,  les  conditions  de  la  transmission 
varieront  avec  cet  angle. 
Joint  rîoubot.        Dans  le  joint  Goubet,  toutes  ces  imperfections  se  trouvent  écartées 

et  l'on  arrive  à  transmettre  une  rotation  uniforme,  toujours  la  même, 
quel  que  soit  l'angle  constant  ou  variable  des  deux  axes. 

Il  y  a  plus  de  seize  ans  que  le  joint  Goubet  a  été  inventé;  un 
modèle  figura  à  l'Expositioiji  universelle  de  1878.  L'attention  des 
savants  a  été  attirée  récemment  sur  cet  ingénieux  appareil  par  l'ap- 
plication remarq^iable  que  l'inventeur  en  a  faite  à  la  propulsion  et  à  la 
direction  du  bateau  sous-marin  qui  porte  son  nom.  La  théorie  en  a 
été  donnée  par  M.  Résal  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences  (tome  CKYH).  Mais  on  peut  sans  aucun  calcul  se  rendre 
compte  de  la  propriété  essentielle  de  ce  joint. 

Il  consiste,  au  fond,  dans  la  réunion  de  deux  joints  de  Cardan. 
.  Reportons-nous  à  la  figure  87  et  concevons  qu'au  point  0'  on  mène 
un  plan  normal  à  l'axe  O'x',  puis  que  par  rapport  à  ce  plan  on 
prenne  les  symétriques  de  la  fourche  A'O'B',  soit  A"'0'B*';  du  croi- 
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sillon  ABA'B',  soit  A'B'A^B";  de  la  fou  relie  AOBelde  l'axe  0  a:, 
soit  A'O'B'  et  O'x'.  De  plus,  supprimons  l'axe  0' x'  et  soudom 
entre  elles  les  deux  fourches  A'O'B',  A^O'B™.  Les  extrémités 
A",  B",  A',  B'  des  tiges  du  croisillon  qui  a  G'  pour  centre  sont 
eiig&géès  dans  des  œils  pratiqués  dans  le^  fourches  cori'es pondantes. 
Enfin,  si  Ox,  O'a;'  sont  engagés  dans  des  douilles  qui  leur  défendent 
tout  autre  mouvement  qu'une  rotation  sur  eux-mêmes,  nous  aurons 
évidemment  réalisé  un  système  articulé  i  liaisons  complètes  qui  reste 
symétrique  par  rapport  au  plan  médian  mené  par  0'  i>erpendiculai- 
rement  à  CC. 

Si  le  syslÈme  des  doubles  fourches  vient  à  tourner,  il  est  clair  qu'à 
cause  de  la  symétrie,  les  axes  Qx,  O'x'  prendront  des  rotations 
égales  sur  eux-mêmes.  Donc,  inversement,  si  l'on  impose  à  l'axe  Or 
une  rotation  u,  l'axe  O'x'  prendra  une  rotation  sur  lui-même  égale 
à  0).  En  particulier,  si  Ox  tourne  sur  lui-môme  avec  une  vitesse 
constante,  O'x'  tournera  sur  lui-même  avec  la  même  vitesse 
constante. 

Ce  résultat  est  remarquable  non  seulement  à  cause  de  la  transmis- 
sion intégrale  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation,  mais  encore 
parce  que  l'angle  que  font  les  deux  axes  n'intervient  pas. 

Supposons,  par  exemple,  que  OX  soit  l'arbre  de  couche  parallèle  à 
la  quille  d'un  bateau  à  liélice  et  0'  -V  l'axe  qui  porte  l'hélice, 

A  l'état  nonnal,  c'est-à-dire  dans  la  marche  rectiligne  du  navire, 
O'x'  sera  dans  te  prolongement  de  Ox.  Mais  imaginons  qlie,  par  un 
système  d'engrenages  se  {,'ouvernant  de  l'intérieur,  on  incline  la 
direction  de  O'x'  tout  en  conservant  la  propriété  essentielle  (*)  de  la 
symétrie,  l'hélice  gardera  sa  vitesse  uniforme,  la  même  que  celle  de 
l'arbre  de  couche,  en  sorte  qu'il  n'en  résultera  aucun  choc  dans  le 
jeu  de  la  machine,  et  cependant,  grâce  à  l'inclinaison  He  l'axe  O'x', 
l'hélice  produira  l'effet  d'un  gouvernail,  et  d'un  gouvernail  actif,  ca 
qui,  on  le  conçoit,  augmente  beaucoup  la  rapidité  d'évolution  du 
navire. 
Joint  Clémens.  Le  joint  Clémens  offre  la  même  propriété  que  le  joint  précédent, 
mais  il  est  moins  commode,  du  moins  dans  certaines  applica- 
tions. 
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Il  a  figuré  en  1876  à  TExposition  de  Philadelphie  et  a  fait  l'objet 
d'une  note  intéressante  aux  Comptes  rendis  (tome  LXXXIV),  par 
M.  Rozé,  le  distingué  Conservateur  des  collections  de  r£cole 
polytechnique. 

Imaginons  deux  tiges  xOy  ÂB  s'articulant  entre  elles  par  leurs 
extrémités  respectives  0  et  A;  par  exemple,  xO  portera  une  petile 
tige  formant  un  T  dont  les  branches  cylindriques  s'engageront  dans 
les  œils  d'une  fourche  terminant  en  A  la  tige  AB.  Concevons  un  plan 
fictif  x  passant  par  l'extrémité  B  et  ne  coupant  pas  la  tige  Ox;  pre- 
nons, par  rapport  à  ce  plan,  les  symétriques  des  tiges  Ox,  AB,  soit 

O'x',  A'B'.  Réalisons  ces  tiges  et 
articulons-les,  comme  les  précé- 
dentes, par  leurs  extrémités  A',  0\ 
Munissons  l'extrémité  B  de  AB 
d'une  enveloppe  sphérique  creuse 
où  s'engagera  une  sphère  pleine 
égale  terminant  l'extrémité  B'  de 
A'  B' .  Par  ce  procédé  on  réalisera  la 
coïncidence  permanente  des  points 
Fig.89.  jA  B,  B'.  Enfin,  engageons  les  tiges 

Ox,  0'  x'  dans  des  douilles  qui  leur  permettent  seulement  de  tourner 
sur  elles-mêmes.  Dans  ces  conditions,  l'ensemble  des  tiges  forme  un 
système  à  liaisons  complètes  ;  le  point  B,  extrémité  commune  des  deux 
tiges  AB,  A'  B' ,  décrit  une  cercle  contenu  dans  le  plan  de  symétrie  i:  et 
la  figure  reste  symétrique  par  rapport  à  ce  plan.  On  voit  donc,  par  la 
même  raison  de  symétrie  que  ci-dessus,  à  propos  du  joint  Goubet, 
que  les  tiges  Ox,  O'x'  auront  des  vitesses  de  rotation  constamment 
égales. 

Dans  la  pratique,  et  pour  assurer  un  guidage  plus  parfait,  on  ne  se 
contente  pas  d'un  seul  couple  de  tiges  AB,  A'B',  on  en  introduit  un 
second, 
pianigrapho.       Gomme  autre  exemple  de  système  articulé  gauche  nous  décrirons 

l'appareil  qui,  en  application  du  théorème  de  M.  Darboux  démontré 
à  la  page  222,  permet  de  décrire  le  plan  ou  plus  exactement  une  zone 
plane. 

Il  s'agit,  comme  on  sait,  de  réaliser  le  fait  d^une  tige  ABC  dont 
trois  points  A,  B,  C  décrivent  des  sphères;  les  centres  A,,  B,,  C,  de 
ces  sphères  sont  eux-mêmes  en  ligne  droite.  Il  y  a  alors  un  point  M 
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de  la  tige  ABC  qui  décrit  un  plan  normal  à  la  tige  À|B^Cf .  Il  suffit 
donc  de  relier  les  points  A  et  A^  B  et  B^,  C  et  C|  par  trois  tiges  de 
longueur  invariables  s*articulant  par  leurs  extrémités  aux  tiges  ABC 
et  A|B^C|.  Nous  sommes  ainsi  amenés  à  réaliser,  par  le  moyen  d'un 
système  articulé,  le  fait  de  deux  tiges  s'articulant  en  un  point, 
c'est-à-dire  assujetties  à  Tunique  condition  d'avoir  constamment  en 
commun  le  même  point;  par  exemple,  le  point  A  s'il  s'agit  des  tiges 
AAj  et  ABC. 

Voici  comment  on  peut  y  parvenir  : 

Considérons  un  cylindre  F  de  révolution,  dont  l'axe  figure  la  droite 
ABC.  Imaginons  un  anneau  assez  étroit  embrassant  le  cylindre  et 
pouvant  glisser  sur  lui  à  frottement  doux.  Si  l'on  enfile  ainsi  plu- 
sieurs anneaux  dont  la  largeur  totale  soit  égale  à  la  hauteur  du 
cylindre  et  si,  par  des  vis  à  tète  placées  aux  extrémités  du  cylindre, 
on  empêche  les  anneaux  extrêmes  de  glisser  dans  le  sens  de  l'axe, 
tous  ces  anneaux  se  caleront  les  uns  aux  autres  et  ne  pourront 
prendre  chacun  qu'un  mouvement  de  rotation  sur  eux-mêmes  autour 
de  l'axe  du  cylindre. 

Imaginons  maintenant  que  l'un  de  ces  anneaux  soit  tel  que  son 
plan  moyen  passe  par  le  point  A;  il  y  passera  constamment.  Dans  ce 
plan  moyen  munissons  l'anneau  de  deux  broches  cylindriques  figu- 
rant les  prolongements  d'un  diamètre,  qui  passe  par  le  point  A  ;  puis 
engageons  ces  broches  dans  les  œils  d'une  fourche  F  identique  à 
celles  que  l'on  utilise  dans  les  joints  de  Cardan.  Désignons  par  A  la 
droite  qui  représente  l'axe  géométnque  de  la  fourche.  Par  suite  de  la 
rotation  de  la  fourche  autour  de  la  broche  et  de  l'anneau  autour  du 
cylindre,  la  droite  A  peut  recevoir  toutes  les  orientations  possibles 
autour  du  point  A;  l'effet  produit  est  le  même  que  dans  un  joint  de 
Cardan  dans  lequel  on  aurait  fixé  Tune  des  deux  fourches. 

Figurons-nous  maintenant  un  cylindre  de  révolution  délié,  dont 
l'axe  figurerait  la  droite  A  et  qui  serait  soudé  à  la  fourche  F.  Enfilons 
sur  ce  cylindre  plein  un  cylindre  qui  en  sera  la  forme  en  creux  et  que 
nous  empêcherons  de  prendre  aucun  mouvement  de  glissement  par 
rapport  au  cylindre  plein  dans  le  sens  des  génératrices.  Ce  cylindre  Y' 
pourra  s'orienter  de  toutes  les  façons  possibles  autour  de  A  et,  par 
rapport  au  cylindre  F,  réalisera  le  fait  d'une  tige  articulée  sur  une 
autre  en  un  point. 

L'emploi  d'un  autre  anneau  dont  le  plan  moyen  pa>se  par  B  et 
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d'un  troisième  dont  le  plan  moyen  passe  en  C,  permettra  d'articuler 
de  même  en  ces  deux  points  les  deux  tiges  BB,  et  CC,. 

On  fera  de  même  pour  la  lige  A,B,C,  et  les  extrémifés  A,,  B„  C, 
des  tiges  AA„  BB„  GC,. 


Flg.OO. 

Tel  est  t'appar.'tl  qui  a  été  consiruil  et  que  représente  la  figure  90. 
i:ilipsoi(lo-  Supposons  qu'une  tige  ABC  soit  assujettie  à  la  condition  que  trois 
g  .11.116.  de  ses  points  A,  B,  C  décrivent  des  plans  formant  un  trièdre  Oryz; 
nn  point  quelconque  de  la  tige  décrit  un  ellipsoïde. 

Soient,  en  effet,  X,  ja,  v  les  angles  des  arêtes Oy,  Os;  Oi,  Ox;  0-r, 
Oy  et  a,  b,e  les  distances  MA,  MB,MG,  où  M  est  le  point  décrivant. 
Désignons  par  l,  m,  n  les  projections  sur  les  axes,  faites  parallèle- 
ment aux  plans  de  coordonnées,  d'un  segment  de  longueur  1  porlé 
par  la  droite  ABC;  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  M  auront  les 
expressions  suivantes  :  x  est  la  projection  du  sèment  AM,  donc 

x  =  a.l, 
et  de  même 

y  =h.m,      z  =  c.n. 

Or,  l,  m,  n  sont  liés,  comme  on  sait,  par  l'équation 

(*  +  m*  +  n*  —  SmncosX  —  2n{co3|j.  —  SImcosv  ^i. 
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Nous  aurons  donc,  d'après  les  équations  ci-dessus» 

X*       y'       «*       ^!/«       .        «rx  ^xy 

-i  +  77  +  -ï  —  2y-  cos/.  —  2  —  cosu  —  2  ~  cosv  =  4. 
a'       o'       c'  oc  ca       *^  a6 

Le  point  M  décrit  donc  bien  un  ellipsoïde. 

Or,  pour  oblig^er  les  points  A,  B,  C  o  décrire  chacun  un  plan,  il 
suffira  d'articuler  ponctuellement  en  A,  B,  C,  sur  la  tige  ABC,  les 
extrémités  des  tiges  de  trois  planigraphes.  On  réalise  donc  de  la  sorte 
un  système  articulé  susceptible  de  décrire  un  ellipsoïde  ('). 

Théorèmes  généraux  sur  les  systèmes  articulés. 

Articulation         00.  Je  terminerai  ce  chapitre  sur  les  systèmes  articulés  en  démon- 
de deux  corps,   ^j,^^^  plusieura  propositions  que  j'ai  fait  connaître  en  avril  1895  dans 

les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences. 

Rappelons  que  nous  appelons  articulés  deux  corps  dont  le  mouve- 
ment relatif  se  réduit  à  une  rotation  autour  d'un  axe,  fixe  dans  cha- 
cun d'eux,  qui  sera  Vaxe  d'articulation. 

Si  l'un  des  corps  est  une  tige  assimilable  à  une  droite,  nous  sup- 
poserons toujours  que  la  tige  coupe  à  angle  droit  Taxe  d'articulation. 
Le  point  de  rencontre  sera  le  point  d'articulation,  et  le  plan  lié  au 
corps  dans  lequel  peut  se  déplacer  la  tige  sera  le  plan  d'articulation. 
Ce  plan  est  ainsi  à  chaque  instant  le  plan  mené  par  la  tige  normale- 
ment à  l'axe  d'articulation. 

Lorsqu'il  s'agira  de  deux  tiges  articulées  entre  elles,  nous  suppo- 
serons que  l'axe  d'articulation  est  perpendiculaire  aux  deux  tiges  et 
que  celles-ci  coupent  cet  axe  au  même  point  d'articulation  ;  le  plan 
des  deux  tiges  est  normal  à  l'axe  d'articulation  et  constitue  le  plan 
d'articulation  commun  des  deux  tiges. 

Ces  suppositions  n'ont  rien  d'essentiel,  mais  elles  précisent  et  sim* 

plifient  les  raisonnements. 

Jonction  Nous  avons  rencontré  ci-dessus  un  autre  mode  d'articulation  de 

ponctuelle,      deux  tiges  ou  de  deux  corps,  pour  lequel  nous  adopterons  la  locution 

de  jonction  po7ictuelle,  où  la  condition  imposée  consiste  dans  la 

coïncidence  constante  de  deux  points,  fixes  dans  chacun  des  corps. 

(I)  Nous  avons  vu,  pap^e  222,  que  si  les  plans  décrits  sont  rectangulaires,  la  tige 
ABC  reste  normale  à  uue  surrace. 
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On  peut  modiûer  le  dispositif  que  nous  avons  déjà  décrit  et  opérer 
comme  il  suit  : 

Concevons  une  sphère  pleine  S,  qui  porte  deux  petites  broches 
cylindriques  figurant  les  prolongements  d'un  diamètre.  Ces  broches 
s'engagent  dans  des  œils  pratiqués,  aux  extrémités  d'un  diamètre  D, 
dans  l'épaisseur  d'un  anneau  extérieur  et  concentrique  à  la  sphère  S. 
L'anneau,  à  son  tour,  est  muni  de  broches  figurant  les  prolongements 
du  diamètre  perpendiculaire  au  diamètre  D;  ces  broches  s'engagent 
enfin  dans  les  œils  d'une  fourche  F  pareille  à  celles  qui  ont  été 
décrites  plus  haut.  Dans  ces  conditions,  l'axe  de  la  fourche  F  est  une 
droite  A  capable  de  s'orienter  de  toutes  les  façons  possibles  autour 
du  centre  0  de  la  sphère.  En  réalisant  alors,  au  moyen  d'une  douille 
comme  il  a  été  expliqué,  un  cylindre  dont  A  soit  l'axe  et  libre  de 
tourner  autour  de  A,  on  aura  réalisé  le  fait  d'un  corps  libre  d'évoluer 
autour  d'un  de  ses  points  0. 

Que  l'on  fasse  de  même  pour  un  second  corps  en  employant  la 
même  sphère  S,  et  nous  aurons  de  la  sorte  un  second  mode  de  réali- 
sation de  la  jonction  ponctuelle  de  deux  corps. 

L'avantage  de  ce  dispositif  est  de  rendre  possible  la  liaison  inva- 
riable du  point  0,  centre  de  la  sphère  et  point  d'articulation,  à  une 
figure  mobile,  sans  gêner  autrement  le  mouvement  des  corps  qui  se 
joignent  en  ce  point. 

Imaginons,  par  exemple,  que  l'on  soude  la  sphère  S  à  un  système 
articulé  qui  oblige  le  centre  0  à  décrire  une  droite,  par  exemple  à  un 
appareil  Peaucellier,  nous  aurons  réalisé  le  fait  de  deux  corps  mobiles 
assujettis  à  la  condition  de  se  joindre  en  un  point  qui  doit  rester 
lui-même  sur  une  droite  fixe. 

Nous  allons  déduire  de  là  une  démonstration  de  lemmes  importants. 
Lemme  I.  Soient  A  et  B  deux  corps  tournant  librement  et  indépendamment 

l'un  de  l'autre  autour  d'un  axe  fixe  Oz.  Une  tige  A  s'articule  au 
point  0  avec  le  corps  A  et  de  telle  manière  que  le  plan  II  d'articula- 
tion passe  par  Oz,  ce  qui  fait  que  l'axe  D  d'articulation  est  une  droite 
issue  de  0  et  rectangulaire  avec  Oz.  Une  seconde  tige  A'  s'articule 
dans  les  mêmes  conditions  au  point  0  avec  le  corps  B  et  le  plan  II' 
d'articulation  passe  aussi  par  l'axe  Oz.  Les  azimuts  des  plans  II,  II', 
qui  sont  aussi  ceux  des  droites  A,  A',  varient  d'une  façon  quelconque, 
indépendamment  ou  non.  Il  s'agit  de  forcer  les  tiges  A  et  A'  à  faire 
avec  Oz  le  même  angle,  sans  altérer  en  quoi  que  ce  soit  l'état 
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de  liberté  ou  de  dépendance  relative  des  azimuts  des  plans  II  et  II'. 
Je  dis  qu'on  peut  y  parvenir  à  Vaide  de  systèmes  articulés. 

En  effet,  prenons  les  longueurs  OD,  OD'  sur  \,  A'  égales  à  une 
même  longueur  {.  Prenons  deux  autres  tiges  DE,  D'  £  égales  aussi  à  l 
et  qui  se  joindront  ponctuellement  aux  extrémités  D,  D'  des  pre- 
mières. Nous  relierons  ensuite  ponctuellement  par  une  double  articu- 
lation effectuée  sur  une  sphère  les  tiges  DE,  D'E,  de  sorte  que  le 
point  £  où  elles  se  joignent  soit  justement  le  centre  de  celte  sphère 
et  ensuite,  en  soudant  cette  sphère  à  un  système  articulé  de  Peaucel- 
lier,  nous  forcerons  le  point  E  à  décrire  la  droite  Oz.  Dans  ces  condi- 
tions, Tégalité  des  triangles  isocèles  ODE,  OD'E  entraîne  Tégale 
inclinaison  des  tiges  A,  M  sur  Taxe  Oz,  et  cela  sans  que  les  relations 
entre  leurs  azimuts  se  trouvent  en  quoi  que  ce  soit  altérées. 
Lemme II.  Soient  T,  T'  deux  tiges  de  longueurs  a,  a'. 

La  première  s'articule  en  0  sur  le  corps  A  de  tout  à  l'heure,  libre 
de  tourner  autour  de  Oz,  et  le  plan  d'articulation  II  contient  Oz,  en 
sorte  que  Taxe  D  d'articulation  est  une  droite  du  corps  A  perpendicu- 
laire à  Oz. 

La  tige  T'  s'articule  avec  la  tige  T  à  son  extrémité,  de  sorte  que  le 
plan  d'articulation  soit  le  plan  II  que  nous  venons  de  définir.  Ainsi 
les  tiges  T  et  T'  se  meuvent  toutes  deux  dans  le  plan  II,  tandis  que 
ce  plan,  solidaire  du  corps  A,  peut  tourner  autour  de  l'axe  Oz  en 
même  temps  que  le  corps. 

Soient  6,  6'  les  angles  avec  Oz  des  tiges  T,  T'  et  ^  l'angle  que  fait 
le  plan  II  avec  un  plan  fixe  zOx  mené  par  Oz. 

Je  dis  que  si  p,  p',  j  désignent  des  entiers  positifs  ou  'négatifs 

et  X,  [x  Vune  des  quantités  0,  ?r,  +  5»  —  5*  ^^  saura  réaliser  avec 

un  système  articulé  le  fait  d'une  tige  T  (p,  p' ,  X,  c,  \i.)  faisant  avec 
Oz  V angle  p6  +  p'ô  4-  X  et  dojxt  çç  +  p.  sera  l'azimut. 

En  effet,  nous  saurons,  d'après  Kempe,  réaliser  le  fait  d'iiLc 
tige  l^,o',l  articulée  au  point  0,  sur  l'axe  d'articulation  D,  avec  le 
corps  A  (en  sorte  que  II  est  son  plan  d'articulation)  et  qui  fasse  avec 
Oz  l'angle  p6  +  p'ô'  -h  X.  Il  suffira  d'établir  dans  le  plan  t:  un  sys- 
tème articulé  convenable  dont  feraient  partie  les  liges  T  et  T'.  (Voir 
page  270.)  Grâce  à  ce  système,  quand  on  déplacera  ï  et  T'  de  façon 
à  faire  varier  d'une  façon  quelconque  leurs  angles  6,  0'  avec  Oz,  la 
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lige  Ap,p',x  se  placera  d'elle-même  sous  Tangle  pO  +  p'6'  H-  X  avec 
Taxe  Oz. 

Imaginons  un  second  corps  A^.jt  tournant  aussi  librement  autour 
de  Oz  et  articulons  une  tige  T  (p,  p',  X,  a,  ja)  avec  ce  corps  au  point  0, 
de  sorte  que  son  plan  11^,^^  d'articulation  passe  par  Oz. 

D'après  le  lemme  I,  nous  saurons,  par  le  moyen  d'un  système  arti- 
culé, qui  reliera  les  axes  lo,o',\  et  T  (p,  p',  X,  c,  |jl),  obliger  les  axes 
à  rester  également  inclinés  sur  Taxe  Oz  et  cela  sans  toucher  à  la 
liberté  relative  de  leurs  azimuts  qui  sont  ceux  des  plans  II  et  II^,|a* 
Alors  T  (p,  p',  X,  ff,  ix)  fera  avec  Oz  l'angle  p8  -H  p'6'  -*-  X. 

Maintenant,  passons  aux  azimuts,  qui  sont  restés  indépendants. 
Matérialisons  en  une  tige  Û,  solidaire  du  corps  A,  la  trace  du  plan  II 
sur  le  plan  des  xt/,  et  soit  de  même  Q^^^,  une  tige  solidaire  du 
corps  A„^^  représentant  la  trace  sur  le  plan  xOy  du  plan  II^.ix.  La 
tige  û  fait  avec  l'axe  0 a;  l'angle  9;  on  pourra,  grâce  à  un  système 
articulé  plan,  obliger  Û^,{x  à  faire  avec  Ox  l'angle  09  +  jx  (Kempe). 

Dès  lors,  la  tige  T  (p,  p',  X,  7,  {a)  remplit  les  conditions  angulaires 
de  l'énoncé. 

Son  azimut  est  79   +   [x,  et  l'angle   qu'elle  fait  avec  Oz  est 


^e  +  p'e'  +  X. 


Lcmmelll.  Soit  une  tige  AB;  on  peiU,  au  moyen  d'un  système  articulé, 
réaliser  le  fait  d'une  tige  A'B'  équipollente  à  AB  et  dont  l'origine  A' 
peut  être  pHse  en  un  point  quelconque  fixe  ou  mobile  de  Vos- 
pace,  sans  gêner  le  mouveme^xt  de  la  tige  AB  si  cette  tige  est  mobile. 

En  effet,  concevons  un  corps  C  libre  de  tourner  autour  de  A  B,  puis 
un  corps  G  articulé  avec  C,  de  sorte  que  l'axe  d'articulation  soit  paral- 
lèle à  AB,  puis  un  troisième  corps  C  articulé  au  corps  C,  l'axe  d'ar- 
ticulation étant  aussi  parallèle  à  AB,  on  pourrait  continuer  si  l'on 
voulait,  mais  arrêtons-nous  au  corps  C'y  et  soit  A^B^  un  segment  lié 
au  corps  C  qui  soit,  dans  une  position  de  ce  corps,  équipoUent  à  AB, 
il  est  clair  que  A,B,  sera  équipollent  à  AB  dans  toutes  les  positions 
du  corps  G^  Imaginons  alors  que  dans  un  plan  II  lié  invariablement 
au  corps  C,  on  construise  un  parallélogramme  articulé  dont  A|Bj 
serait  un  côté;  on  pourrait  même  construire  une  chaîne  de  parallélo- 
grammes articulés  dans  le  plan  II  dont  le  premier  aurait  A^B,^  pour 
cô!é  et  dont  les  autres  auraient  tous  deux  côtés  équipollents  à  A^B^. 

Le  dernier  de  ces  côtés  dans  le  dernier  de  ces  parallélogrammes 
est  une  tige  A'B'  qui  demeura  équipolleute  à  AB,  soit  quand  on  fait 
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tourner  lés  corps  C,  G  y  CS  soit  quand  on  déforme  la  chaîne  des 
parallélogrammes  articulés  ;  or,  il  est  bien  évident  que  par  ces 
mouvements  combinés  on  pourra^  quelle  que  soit  la  position  du 
segment  AB  et  sans  gêner  son  mouvement,  amener  le  point  A' 
en  un  point  arbitraire  de  l'espace. 

Soient  T^  T„  ...,  T^  m  tiges  s'arliculant  au  point  0  sur  m  corps 
A|,  A, y  ...y  A^  que  nous  supposerons  susceptibles  de  tourner  autour 
de  Oz.  Les  plans  d'aiticulation  passeront  tous  par  Oz  et  nous  désigne- 
rons respectivement  par  cp^,  9,,  •.*9  ?m  l^s  azimuts  de  ces  plans  et  par 
0,,  6,,  ...,  6«  les  angles  des  tiges  Tj,  T„  ...,  T^  avec  Oz.  Ces  divers 
angles  pourront  «être  indépendants  ou  liés  par  certaines  conditions 
physiquement  réalisées^  comme  par  exemple  les  tiges  T  {pp'Xait.) 
dans  le  lemme  IL 

Je  me  propose  de  prouver  que  Von  peut  réaliser  par  des  systèmes 
articulés  ce  fait  que  la  somme  des  projections  des  tiges  T„  T„ . . . ,  T,^ 
sur  un  axe,  Vtxxe  Ox  par  exemple,  soit  nulle. 

En  effet,  par  l'emploi  de  systèmes  articulés  nous  saurons  guider 
une  tige  T^  équipoUente  à  T,  et  dont  Torigine  soit  sur  un  point 
fixe  F  [lemme  III].  Nous  saurons  de  même  construire  une  tige  Ti 
se  joignant  ponctuellement  par  son  origine  à  l'extrémité  de  Ti  et 
constamment  équipoUente  à  T,;  puis  une  tige  T^  équipollente  à  T,  et 
se  joignant  par  son  origine  à  l'extrémité  de  Ti  et  ainsi  de  suite. 

Nous  arriverons  finalement  à  une  dernière  tige  T^  équipollente  à 
T^  et  dont  on  désignera  par  P  Textréroité. 

La  droite  FP  représente  la  somme  géométrique  des  segments 
Tj,  T,,  ...,  T„;  pour  que  sa  projection  sur  Ox  soit  nulle,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  point  P  décrive  le  plan  mené  par  F  perpendiculairement 
à  Ox.  Or,  c'est  ce  que  Ton  saura  réaliser  en  articulant  ponctuellement 
la  tige  Tm  par  le  point  P  au  point  décrivant  d^un  planigraphe. 

Le  lemme  est  donc  démontré. 

Ces  divers  lemmes  nous  conduisent  à  une  proposition  générale  qui 
s'énonce  dans  les  termes  suivants  : 

Soieyit  M„  M,, ...,  M,  n  points  liés  par  une  relation  algébrique. 
On  peut  réaliser  cette  relation  algébrique  à  Vaide  d'un  système 
articulé. 


Soient,  en  effet,  x^,  y^  z^;  x^,  //„  r^;  rr,,  i/,,  r,;  ...,  ic„,  i/„  r^  les 
coordonnées  rectangulaires  des  n  points  5  la  relation  algébrique  consi- 
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dérée  se  traduira  par  réquation 

/  («^ij  !/i>  ^i>  '^v  î/i5  ^t>  •••>  *^j»5  !/«>  ^ii)  =^  ^> 

où  /est  un  polynôme  en  x^,  y^y  z^y  ...,  x.,  t/^,  z^. 

Je  me  servirai  de  tiges  T,  T'  comme  dans  les  lemmes  précédents. 
Ainsi  M{  sera  Textrémité  d'une  tige  T.-  articulée  a  l'extrémité  d'une 
tige  Tj  qui  s'articule  elle-même  en  0  à  un  corps  Aj  libre  de  tourner 
autour  de  Oz  et  le  plan  d'articulation  !!,•  contient  à  la  fois  Taxe  0;  et 
les  tiges  T^,  T.'.  Une  tige  Qj,  figurant  un  prolongement  du  corps  A; 
dans  le  plan  xOy^  matérialise  la  trace  du  plan  IIj  sur  ce  plan;  9^  est 
l'angle  de  û^  avec  Ox;  O.-,  6'i  les  angles  de  T^,  Ti  avec  Oz;  enfin 
si  a,-,  a\  sont  les  longueurs  des  deux  tiges,  on  a  pour  les  coordonnées 

du  point  M{, 

Xj  =  ifli  sin  6i  -\-  a'i  sin  6/)  cos  9^, 

y.  =  (a,,  sin  6,-  -H  a,'  sin  6,-)  sin  9^, 
Zi  =  Qi  COS  6j  -h  ai-  cos  6,'. 

La  relation  algébrique  prendra  alors  la  forme 

0=  2  A  sin'^'O,  ...  sin^'-e.  sin''' 61  ...  sin'*'"ô;  cos^*e.  ...  cos'"^» 

cos  '6j  ...  cos' "8k  sin  *9j  ...  sin  "9^  cos  "9,  ...  cos "9^. 

Or,  en  faisant  usage  d'une  transformation  déjà  utilisée  dans  le 
théorème  de  Kempe,  nous  mettrons  cette  équation  sous  la  forme 

[pipt  — P»^~j 
p;p;...p:       sinCSp^Oi-f-  SplO;  +  X)cos(2a,9i  +  [x), 

où  pi^  p, ...,  pn,  pi>  pfy  ••.)  ,%9  ?p  7»!  •••9  ^n  sont  des  entiers  positifs 


7W  ii 


OU  négatifs  et  X,  pi  les  quantités  0,  ::,  4-  ->  —  -;  quant  au  coefficient 
Jb  I  Pi  pt  .*•  pn      I  '  il  est  essentiellement  positif. 


[Pi  Pi  •••  P«  ^"1 
pi  pt  .*•  pn       I'  i 
(Jj  (J,  ...  a„  [xJ 


Nous  allons  maintenant  considérer  un  plan  n  passant  par  OZy  plan 
qui  sera  lié  invariablement  à  un  corps  A  auxiliaire  libre  de  tourner 
autour  de  cet  axe. 

Nous  articulerons  en  0  sur  ce  corps  A  et  dans  le  plan  II,  pris 
comme  plan  commun  d'articulation,  n  tiges  A|,  A,,  ...^  A«,  que  nous 
assujettirons,  par  le  procédé  du  lemme  I,  à  faire  avec  Oz  les  mêmes 
angles  8,,  8^,  ...,  8„  que  T^,  T„  ...,  T^. 
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Après  avoir  construit  les  paral1é1ogi*ammes  sur  Tj,  TJ,  T,,  Ti,  ... 
articulés  respectivement  dans  les  plans  IIp  II,,  ...,  IJ^,  ce  qui  nous 
donne  les  tiges  Tî,  TJ,  ...,  TJ  équipollentes  à  TJ,  Ti,  ...,  Ti,  mais 
articulées  en  0  aux  corps  A^  A,,  .«m  A^  respectivement,  nous  pour- 
rons guider  dans  le  plan  II  n  autres  tiges  Ai,  Ai,  ...,  Ai  articulées 
en  0  au  corps  A  et  faisant  avec  0:  les  mêmes  angles  0|,  Oi,  ...,  Oi 
que  T;,  Tî,  ...,  T:  ou  que  TI,  Ti,  ...,  T;. 

Nous  saurons  alors,  par  le  moyen  d'un  multiplicateur  et  additeur 

de  Kempe,  guider  dans  le  plan  II  une  tige  A  (*^J'    ,'  *"*  '^f*     J  faisant 

avec  Oz  Tangle  Ipi^i  +  Ipi^l  H-  X. 

/pi>  Ps>  •••>  pu»  'A 
Considérons  maintenant  un  corps  A  1  pi,  pi,  ...,  pi       j  mobile 

\j,,  (7,,  ...,  a,,  (x/ 

autour  de  l'axe  Oz  et  dont  nous  représenterons  paru  i  p|,  pi, ...,  pi, 

un  prolongement  en  forme  de  tige  situé  dans  le  plan  des  x?/,  en 
sorte  que  cette  tige  matérialise  la  ti*ace  sur  le  plan  des  xy  d'un  plan 

(?i>  ?i>  •••>  Pny  ^\ 
pi,  pi,  ...,  pi,      jlié  invariablement  au  corps   et  passant   par 
(7,,  (7„  ...,  (7„,  \x/ 

/pu  Pl5    •••>    pu»   ^\ 

Oz;  dans  ce  plan  II  (  pi,  pi,  ...,  pi,      I  articulons  en  0  une  tige 

\^l)  c,,  ...,  5„,  [i./ 

(Pli   Pli   •••?  pu?  ^\  /Pl'  pt?   •••>  pu»    'A 

pli  pi»  •••>  pi>     )  sur  le  corps  A  I  pi,  pi,  ...,  pi,      |  ;  on  pourra, 
Cj,  Jj,    ...,  C„,  [A/  \ap   (J,5   ...,  (7^,    l^y 

en  application  du  lemme  I,  relier  cette  tige  avec  la  tige 

/Pu   Pu    •••»  pu?    ^\ 

A    I      pl?    pj>     •••»    pH>  I  > 

\7j,  (7,,   ...,  5^,  [A/ 

de  sorte  que  les  inclinaisons  do  ces  tiges  sur  Or  demeurent  égales. 
On  poiiira  ensuite,  par  des  auditeurs  et  des  multiplicateurs,  relier 

/pi>  Pu  •••>  P"J  ^\ 

la  tige  Q  (   fi,  pi,  ...,  pi,       j  aux  ti^-es  Û^,  û„   ...,  Q„  de  façon 

\  ^U   ^S»   •••>  ^H>   P-/ 

qu'elle  fasse  avec  Oa;  l'angle  ia<(p<  -+-  [jl. 


CHAP.  XI.  —  LES  SYSTÈMES  ARTICULÉS. 


305 


Cas 

de  plusieurs 

équations. 


/Pi>  pi>  •••5  Pnf  'A 

Dans  ces  condilious,  la  tige  T  l  p|,  p,,  ...,  p^,      )  fait  avec  Oz 

\aj,  (j,,  ...,  j«,  {x/ 
l'angle  2  pj6<  -4-  2  p,'  0,'  -f-  X,  tandis  que  son  azimut  est  égal  à  1  p,^i  4-  jx. 

Pu  pj*  "M  p«>  ^^ 

Si  Ton  donne  à  cette  tige  la  longueur  d»  I  pi,  pî»  ..-,  pn,      )  Téqua- 


^i>  ^tJ  '"i 


•«> 


Description 

des  surfaces 

et  des  courbes 

algébriques 

gauches. 


tion  (E)  exprime  que  la  somme  des  projections  de  toutes  ces  tiges 
sur  Ox  est  nulle. 

On  est  alors  conduit  à  appliquer  le  lemme  IV.  Par  des  articula- 
tions on  guidera  un  polygone  articulé  formé  de  tiges  équipollentes 

(Pi>  Pi?   •••?  ?n>    ^\ 
Pi>  pi>  •••?  P">      )  et  l'origine  F  de  la  première  tige  de 
ff|,  î„  ...,  ff„,  \k/ 
ce  polygone  étant  maintenue  fixe,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que 
l'extrémité  de  la  dernière  décrive  le  plan  normal  à  Taxe  Ox  mené 
par  le  point  F,  ce  que  l'on  réalisera  au  moyen  d'un  planigraphe. 

Le  théorème  est  démontré. 

Si  la  condition  géométrique  imposée  à  l'ensemble  des  points  M,, 
M„  ...  se  traduit  par  plusieurs  équations  entre  leurs  coordonnées, 
chacune  de  ces  équations  se  trouve  représentée  par  un  système  arti- 
culé. Il  suffira  de  joindre  ponctuellement  entre  eux  ces  divers  sys- 
tèmes aux  points  M^,  M,,  ...  pour  que  ces  points  se  trouvent  être 
assujettis  à  la  fois  à  l'ensemble  des  conditions  exprimées  par  les 
équations  proposées.  Le  théorème  est  donc  acquis  quel  que  soit  le 
nombi^  des  équations  de  condition. 

Plusieurs  cas  particuliers  de  cette  proposition  sont  dignes  d'une 
mention  spéciale. 

D'abord  s'il  s'agit  d'une  condition  unique  imposée  aux  coordonnées 
d'un  seul  point  M,  ce  point  décrit  une  surface  algébrique,  et  l'on  a 
alors  ce  théorème  : 

Toute  surface  algébnque  peut  être  décrite  par  le  moyen  d'un 
système  articulé. 

Si  l'on  a  deux  équations  algébriques  entre  les  coordonnées  d'un 
point  unique,  ce  point  décrit  une  courbe  gauche  algébrique.  Donc  : 

Toute  courbe  gauche  algébrique  peut  être  décrite  par  le  moyen 
d'un  système  articulé. 

Cinématique,  20 
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Mouvements    '    On  peut  se  rendre  compte  aussi  qu'il  n'est  point  de  mouvement 
algébriques,    algébrique  d'un  corps  qui  ne  puisse  être  réalisé  au  moyen  de  simples 
articulations. 

Observons,  en  effet,  que  la  position  d'un  corps  solide  est  connue 
si  l'on  connaît  celle  de  trois  de  ses  points. 

Une  condition  algébrique  imposée  au  mouvement  relatif  de  deux 
corps  se  traduira  par  une  ou  plusieurs  relations  algébriques  entre 
les  coordonnées  de  trois  points  liés  à  l'un  et  de  trois  points  liés  à 
l'autre.  Donc,  tout  état  de  gène,  représenté  par  des  conditions  algé- 
briques, existant  entre  deux  corps  est  réalisable  par  le  moyen  d'un 
système  articulé. 

De  même,  s'il  s'agit  d'un  système  de  corps  solides. 

Les  mêmes  remarques  s'étendent  à  des  conditions  plus  abstraites. 

Considérons  deux  points  qui  soient  constamment  conjugués  par 
rapport  à  une  surface  du  second  degré.  Il  existera  un  système  arti- 
culé qui  réalisera  cette  relation. 

Pareillement  si  la  droite  de  jonction  de  deux  points  P,  Q  fait  partie 
d'un  complexe  donné,  algébrique,  il  y  aura  un  système  articulé  qui 
assujettira  le  segment  PQ  à  cette  condition. 

Les  transformations  géométriques  algébriques  sont  dans  le  même 
cas.  Il  y  a,  par  exemple,  des  systèmes  articulés  qui  réalisent  l'homo- 
graphie la  plus  générale.  Nous  avons  eu  occasion  de  donner  à  la 
page  264  un  cas  particulier,  celui  de  l'homothétie  jointe  à  un  dépla- 
cement ('). 

Il  est  clair  que  l'introduction  de  simples  articulations  ne  peut 
fournir  que  des  liaisons  de  nature  algébrique,  c'est-à-dire  se  tradui- 
sant par  des  quantités  algébriques  entre  les  lignes  ou  les  lignes  tri- 
gonométriques  des  angles  des  figures  assujetties  à  ces  liaisons.  Des 
relations  de  nature  transcendante  ne  sauraient  être  réalisées  par  leur 
moyen. 

Mois  il  était  permis  de  se  demander  si  les  systèmes  articulés 
fournissent  réellement  le  moyen  d'établir  toutes  les  liaisons  algé^ 
briques  concevables  ou  bien  si  les  liaisons  qu'ils  permettent  d'établir 
ne  forment  pas  une  classe  particulière  dans  l'ensemble  des  liaisons 
algébriques. 

(I)  Dans  le  BvlUtin  des  Sciences  mathématiques  (notembre  1895),  M.  Delaunay  a 
fait  connaître  un  système  articulé  propre  à  réaliser  la  projection  orthogonale. 
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Le  raisonnement  tiré  du  nombre  suffisant  des  paramètres,  que 
permet  d'augmenter  à  volonté  l'addition  de  nouveaux  corps  et  de 
nouvelles  articulations,  ne  saurait  passer  pour  satisfaisant.  Dans  l'ar- 
ticle des  Nouvelles  AjinaleSy  où  M.  le  général  Saucellier  a  publié  sa 
belle  découverte  de  l'appareil  à  ligne  droite,  l'auteur  fait  remarquer 
que  le  nombre  des  paramètres  dont  on  dispose  dans  un  système  arti- 
culé  plan  peut  être  aussi  grand  que  l'on  veut,  pourvu  que  l'on  com- 
plique suffisamment  le  système,  et  il  en  déduit  que  l'on  pourra  tou- 
jours, grâce  à  ce  nombre  indéterminé  de  paramètres,  faire  en  sorte 
qu'un  point  du  système  décrive  un  arc  de  courbe  algébrique  donné 
a  pHoH, 

Cette  remarque  rend  probable  le  théorème,  mais  elle  laisse  sub- 
sister ce  doute  que  les  courbes  qui  naissent  du  mouvement  d'un 
système  articulé  sont  peut-être  marquées  d'un  caractère  particulier. 

Il  n'en  est  rien,  c'est  vrai^  mais  la  démonstration  de  Kempe  était 
nécessaire  pour  le  mettre  hors  de  doute.  Ainsi  en  est-il  des  théo. 
i*èmes  plus  généraux  que  nous  venons  de  démontrer. 

Pour  finir,  une  réflexion  concernant  les  systèmes  articulés.  L'in- 
térêt qui  s'attache  à  leur  étude  n'est  point  justifiable  a  prioru  Des 
avantages  de  précision,  de  facilité  de  construction,  de  légèreté,  de 
mobilité  en  ont  rendu  l'emploi  précieux  aux  praticiens.  Leur  usage 
dans  les  machines  est  indispensable;  on  les  rencontre  dans  les 
mécanismes  les  plus  primitifs^  comme  aussi  dans  les  plus  modernes; 
aussi  est-il  permis  de  prédire  à  leur  théorie  un  développement 
incessant.  Jusqu'à  ce  jour,  on  ne  peut  dire  qu'elle  ait  été  poussée 
très  loin,  malgré  les  travaux  si  ingénieux  de  TchebicbelT  et  de 
tant  d'autres  géomètres.  Les  principes  généraux  de  la  théorie  des 
systèmes  articulés  n'ont  pas  encore  été  éclaircis  et  on  est  réduit  à  un 
ensemble  de  recherches  isolées  et  de  résultais  curieux  sans  liens 
apparents  entre  eux.  C'est  une  raison  de  plus  pour  engager  les 
géomètres  à  éclairer  cette  question  encore  obscure;  les  progrès  de  la 
science  se  font  parfois  par  les  côtés  les  plus  inattendus. 
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CHAPITRE  XII 


Le  déplacement  comme  cas  particulier  d'homographie. 


Glissemeiil 

(rune  droite 

surellc-mérne. 


Ideiitilé  des 
lormules  qui 
reprcsontcnt 

un 

dt'placemcnt 

avec  cellos  d'un 

cli:mg3mcntdc 

coui*doimce:i. 


100.  Les  transformations  homographiques  comprennent  les  dépla- 
cements comme  cas  particuliers.  Prenons  d*abord  l'exemple  d'une 
droite  qui  glisse  sur  elle-même  d'une  longueur  a.  Soit  If  un  plan 
normal  à  cette  droite  et  x  la  distance,  avant  le  glissement,  d'un  point 
M  de  la  droite  au  plan  fixe  IT.  Après  le  glissement,  le  point  M  se 
sera  éloigné  de  la  quantité  a  et  la  distance  x^  de  sa  nouvelle  posi- 
tion M^  au  plan  n  sera  devenue 


(1) 


x^  =z  X  -{-  a. 


Le  point  M|  est  ainsi,  sur  la  droite  considérée,  l'homologue 
du  point  Nf  dans  l'homographie  particulière  représentée  par  la  for- 
mule (1). 

Celte  homographie  est  particulière,  car,  en  général,  dans  une 
homographie  reliant  les  points  d'une  droite,  il  y  a  deux  points  de 
coïncidence,  c'est-à-dire  qui  coïncident  avec  leurs  homologues. 

Pour  certaines  homographies  spéciales,  ces  points  de  coïncidence 
sont  confondus.  C'est  ce  qui  a  lieu  ici,  car  l'unique  point  de  coïnci- 
dence est  le  point  à  l'infini  sur  la  droite. 

Mouvement  d'une  figure  plane. 

101.  Examinons  le  cas  du  déplacement  d'une  figure  plane  dans 
son  propre  plan. 
Soient  0,x*p  Oj^j  deux  axes  rectangulaires  fixes;  M  un  point  de 
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la  figure  mobile  et  M^  la  posilion  qu'occupe  le  point  M  après  le  dépla- 
cement. La  correspondance  entre  les  points  M  et  M^  est  une  faomo- 
graphie. 

On  s'en  rend  compte  de  la  façon  suivante.  Imaginons  deux  axes 
rectangulaires  liés  à  la  figure  mobile  et  coïncidant  avec  O^x^  O^y^ 
avant  le  déplacement. 

Âpres  ce  déplacement,  ces  axes  sont  venus  occuper  une  certaine 
position  Oxy  Oy,  Les  coordonnées  x^  y  du  point  M  par  rapport  aux 
axes  O^ x^,  0|i/^  sont  évidemment  les  mêmes  que  les  coordonnées  du 
point  M^  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  attendu  que  ces  axes  et  le 
point  }d^  sont  liés  invariablement  entre  eux. 

Si  donc  nous  désignons  par  x^,  t/^  les  cooixlonnées  du  point  M^  par 
rapport  aux  axes  O^x^,  0|i/|,  on  voit  que  x^  y^  devront  se  déduire 
de  X,  y  par  les  formules  d'un  changement  de  coordonnées,  puisque 
(Xp  y^)  (x,  y)  sont  les  coordonnées  d'un  même  point  M^  par  rapport 
à  deux  systèmes  d'axes  différents  (OjX,,  O^y^)  et  (Ox,  Oy).  Nous 
aurons  ainsi 

^  Xj  =  a  4-  xcosô  —  ysinô, 
^  ^  l  y^  =  h  -i-  xsin6  +  i/cos6. 


X    t/  X     iy 

Si  nous  remplaçons  x,  y  par  ->  ->  et  Xp  y^  par—*?  j^  nous 

pourrons  remplacer  les  formules  (2)  par  les  suivantes  : 

!pXj  =  cosO.x  —  sinO.i/  ~h  az, 
pi/j  =  sinO.x  -H  cosô.y  -H  6r, 

où  f  est  un  coefficient  de  proportionnalité. 

102.  Ces  formules  rentrent  évidemment  dans  le  type  général 
suivant  : 

/  pXj  =ilx  -h  my   4-  nz, 
(4)  I  pt/j  =  Z'x  +  m'i/  4-  n'z, 

(  pz^  z=  Vx  -\-  m'y  ~h  n'Zy 

où  J,  m,  ?i,  V  ,m\n',  1%  m",  n"  sont  des  constantes,  et  qui  convient 
Points         ^  1^  transformation  homographique  la  plus  gâiérale  du  plan, 
d'uno  II  y  a  généralement  3  points  qui,  dans  une  homographie  plane 

homographie,    donnée,  coïncident  avec  leurs  homologues.  Si,  en  effet,  dans  les  for- 
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mutes  (4)  on  exprime  que  Xp  t/p  z^  sont  proportionnels  à  a*,  y  y  r,  on 
est  conduit  aux  équations 

iSx=ilx  +  my   -h  nzy 
Sy  =  Vx  4-  m'i/  +  n'z, 
Sz  =  Vx  -h  m'y  +  n'z, 

dont  la  compatibilité  exige  que  le  déterminant  suivant  soit  nul 

l  —  S      tn  n 

(6)  V  tw'  —  S      n'  =  0. 

l'  m'  n'  •  S 

Équation  Celte  équation  du  troisième  degré  en  S  est  appelée  Véquation 

caractéristique  caractMatique  de  l'homographie. 

Les  racines  de  Téquation  caractéristique  présentent  vis-à-vis  d'une 
transformation  linéaire,  équivalente,  comme  on  sait,  à  une  transfor- 
mation de  coordonnées,  la  propriété  d'invariance. 
.     .  Supposons,  en  effet,  que  les  formules  de  transformation  s'écrivent 

iX  =  aa:    4-  pt/   4-  yz, 
Y=a'x+  P'y-i-  y'^, 
Z  =a'X'h  ^'y  -f-  -f'z, 

en  sorte  que  l'on  tire  de  ces  équations 

AX-hA'Y  +  A'Z 

.     \"  = S ' 


BX  +  B'Y  +  B'Z 

!/  = 1 » 


(7)' 


/ 


CX  +  C'Y  +  C'Z 

z  ^^^  ■■    ■II-.  ■  ■ ..  I  — , 


où  A  est  le  déterminant  2  ±  a^'y"  et  A,  B,  C,  ...  ses  mineurs. 

Les  formules  (4),  qui  représentent  l'homographie,  vont  se  trans- 
former dans  les  suivantes  : 


(8) 


pX,  =  hX  +MY   -^NZ, 

pY,  =  L'X-hM'Y-hN'Z, 

pZ,  ^L^X  +  M'Y-hN^Z, 


où  Xj,  Yp  Z^  ont  les  expressions  suivantes,  qui  se  déduisent  de  (7) 
en  remplaçant  ce,  y,  z  par  ac^,  i/p  c^, 


1» 


/  Xj  =  axj    -h  fil/,   4-  Y2„ 
j   Y,  =oi'x,  -^  ^'y,  -^v'c„ 
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Or,  de  la  première  de  ces  équations  on  tire,  en  tenant  compte  des 
équations  (4)  et  (8), 

pX^  =  ol(Ix  -^  my  -H  nz)  -H  P  (i'x  4-  m'y  ~h  n'z) 

+  Y  (l'x  -H  m'y  +  n'z)  =  LX  +  MY  -f-  NZ, 
^  pY,  =  a'  {Ix  -h  my  -h  nz)  -H  P'  {l' x  4-  m'y  +  n'z) 
^  ^  ^  +  y'  (J'^  +  ^"y  +  "''^)  =  L'X  +  M' Y  +  N'Z, 

pZj  =  a'  (ïflc  -H  mi/  -f-  nz)  -*-  g'  (ï'x  +  m' y  +  n' z) 

-H  y"  G'x  -t-m'y  -H  n'z)  =  VX  4-  M'Y  +  N'Z. 

Au  moyen  de  ces  identités,  si  Ton  y  remplace  x,  y,  z  par  leurs 
valeurs  (7)',  on  aura  aisément  les  constantes  L,  M,  N,  L',  M',  N', 
L',  M',  N'.  Mais  ces  identités  vont  nous  suffire. 

Des  équations  (5)  on  tire,  en  effet,  en  les  ajoutant  après  les  avoir 
multipliées  par  a,  ^,  y» 

S  (oix  4-  Py  4-  Y^)  =  a  (iac  4-  my  4-  nz)  4-  P  (^ac  4-  m'y  4-  n'z) 

4-  Y  (^"^  +  *^^'l/  +  ^*^)j 
ou  d'après  la  première  identité  (9)  et  la  première  des  équations  (7) 

SX=LX4'MY4-NZ, 
et  de  même 

SY=L'X4-M'Y4-N'Z, 
SZ  =  L'X4-M'Y4-N''Z. 

Telles  sont  les  équations  transformées  des  équations  (5).  On  en 
déduit  que  S,  qui  est  racine  de  l'équation  (6),  est  aussi  racine  de 
l'équation 

L  — S      M  N 

(10)  L'  M'— S      N'  =0, 

L'  M'  N'  —  S 

qui  n'est  autre  que  l'équation  caractéristique  avec  les  nouvelles  varia- 
bles X,  Y,  Z.  On  voit  par  ce  qui  précède  que  cette  équation  a  les 
mêmes  racines  que  l'équation  (6),  pourvu  que  l'on  y  prenne  pour 
L,  M,  N,  L',  M',  N%  L",  M",  N'  les  valeurs  constantes  qui  se  prêtent 
aux  identités  (9).  Si  l'on  multiplie  ces  coefficients  par  une  même 
constante  ^,  il  est  clair  que  les  équations  (8)  introduisent  dans 
X|,  Y|,  Z^  un  même  facteur;  l'homographie  n'est  pas  altérée,  mais 
les  racines  de  l'équation  (10)  sont  alors  multipliées  par  k.  Il  con-' 
vient  de  remarquer  que  les  quotients  de  ces  racines  demeurent  en 
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tous  cas  invariables.  Si,  par  exemple,  une  racine  est  double,  un  de 
ces  quotients  sera  égal  à  l'unifé  dans  (6)  et  par  conséquent  aussi 
dans  (10),  quand  même  on  aurait  multiplié  L,  M,  N, ...  par  un  même 
nombre;  le  fait  d'une  racine  double  est  donc  indépendant  des  coor- 
données et  de  l'introduction  d'un  facteur  dans  les  coefGcienls 
L,  M,  N,  ...;  de  même  pour  une  racine  triple. 

Cette  remarque  préalable  relative  à  l'invariance  des  rapports  des 
racines  de  l'équation  caractéristique  permet  de  simplifier  notable- 
ment l'exposition  de  la  réduction  des  homographies  à  leurs  types 
canoniques. 

On  doit  encore  observer  que  le  système  des  équations  (5)  en  x,  y,  c 
ne  se  réduit  jamais  à  une  seule  équation  si  S  est  une  racine  simple 
de  (6). 

Si,  en  effet,  les  équations  (5)  se  réduisent  à  une  seule,  les  mineurs 
de  (6)  sont  nuls  identiquement  pour  la  valeur  correspondante  de  S. 
Or,  la  dérivée  du  déterminant  (6)  est  une  fonction  linéaire  homogène 
de  ses  mineurs.  Donc,  s'ils  étaient  tous  seuls,  la  dérivée  serait  nulle 
et  S  .serait  racine  multiple. 

Ajoutons  enfin  que  l'équation  (6)  ne  saurait  admettre  une  racine 
nulle,  car  alors  le  déterminant  des  équations  (4)  serait  nul  et  nous 
ne  pourrions  plus  résoudre  c^s  équations  par  rapport  k  x,  y,  z  en 
x^y  y^y  z^;  nous  n'aurions  plus  une  transformation  homographique. 

Ceci  étant  posé,  supposons  d'abord  que  l'équation  caractéristique 
n'ait  que  des  racines  simples.  Les  équations  (5)  font  correspondre 
à  chacune  d'elles  un  point  différent,  ce  qui  fait  en  tout  trois  points 
Pp  P„  F,,  possédant  la  propriété  de  coïncider  avec  leur  homologue. 
Nous  allons  montrer  que  ces  points  forment  un  triangle  ou  que  le 
point  P,  ne  peut  être  sur  la  droite  P^P,. 

En  effet,  l'homologue  d'une  droite  joignant  deux  points  s'obtient 
en  joignant  par  une  droite  les  homologues  de  ces  deux  points. 
Ici  donc  la  droite  PjP,  est  sa  propre  homologue,  en  sorte  que  si  M 
décrit  cette  droite,  son  homologue  M' la  décrit  aussi;  de  plus  M  et  M' 
se  correspondent  homographiquement.  Or,  on  sait  que  dans  toute 
homographie  qui  ne  se  réduit  pas  à  une  identité  (nous  entendons  par 
là  le  cas  limite  où  tout  point  M  serait  son  propre  homologue  sur  la 
droite  considérée),  il  y  a  seulement  deux  points  de  coïncidence  pos- 
sibles; or,  Pp  P,  sont  ces  deux  points;  donc,  comme  Pj  se  corres- 
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pond  à  lui-même  dans  l'homographie  plane,  il  ne  peut  être  sur  la 
droite  PjP,. 

Puisque  P|,  P,,  P,  forment  un  triangle,  on  peut,  par  une  trans- 
formation telle  que  (7),  le  prendre  comme  triangle  de  référence;  les 
équations  de  l'homographie  prendront  la  forme  (8).  Seulement, 
comme  X^^  doit  s'annuler  avec  X,  Y^,  avec  Y  et  Z^  avec  Z,  attendu 
que  les  côtés  du  triangle  de  référence  se  correspondent  à  eux-mêmes, 
on  voit  que  les  formules  (8)  se  réduisent  à  la  forme 

(A)  pX,  =LX,      pY4  =  M'Y,      pZ,  =  N'Z. 

Telle  est  la  forme  canonique  que  peut  recevoir  l^homographie  plane 
la  plus  générale. 
Cas  Passons  au  cas  où  l'équation  (6)  aurait  une  racine  multiple, 

d'une  racine        Dans  tous  les  cas,  à  cette  racine  multiple  il  correspond  au  moins 

un  point  P^  qui  coïncide  avec  son  homologue.  Les  droites  issues  de 
P^  ont  pour  homologues  des  droites  issues  de  P|,  et  la  correspondance 
entre  ces  droites  étant  homographique,  il  existe  au  moins  une  droite 
issue  de  P,  qui  coïncide  avec  son  homologue.  On  prendra  cette  droite 
pour  côté  Z  =  0  du  triangle  de  référence  et  pour  Y  =  0  une  autre 
droite  issue  de  P^,  le  troisième  côté  X  =  0  restant  arbitraire.  Alors 
les  formules  (8)  devront  être  telles  que  le  côté  Z  ==  0  se  corresponde 
à  lui-même  ainsi  que  le  point  Y  =  0,  Z  =  0.  Cela  nous  donne 
L'  =  L"  =  M'  =  0,  en  sorte  qu'il  reste 

/  pX,  =  LX  +  MY   4-NZ, 
(H)  pY,  =  M'Y  +  N'Z, 

(  pZj  =  N'Z. 

Le  système  (5)  devient  ici 

/  (t_S)X  +  MY-hNZ  =  0, 
(42)  j       (M'-S)Y4-N'Z  =  0, 

(  (N'  —  S)  Z  =  0, 

en  sorte  que  l'équation  (6)  s'écrit 

(13)  (L  -  S)  (M'  -  S)  (N'  -  S)  =  0. 

Supposons  maintenant  que  S  =  L  =  M'  soit  racine  double  el 
S  =  N'  racine  simple. 
Il  y  a,  outre  le  côté  Z  =  0  du  triangle  de  i^éférence,  une  droite 
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issue  de  P^  qui  coïncide  avec  son  homologue.  On  tire,  en  effet,  des 
formules  (12)  la  relation 

ce  qui  prouve  que  la  droite 

N' 

se  correspond  à  elle-même. 

On  peut  supposer  que  l'on  a  pris  pour  Y  =  0  cette  droite  même,  ce 
qui  revient  à  supposer  N'  =  0. 

Enfin,  on  peut  supposer  que  Taxe  X  =  0  passe  par  le  point  de 
coïncidence  P„  autre  que  P^  et  qui  correspond  à  la  racine  simple  N'. 
Pour  S  =  N'  les  équations  (12)  deviennent,  en  se  souvenant  que 
N'  =  0, 

(L  — N')X  +  MY  +  NZ  =  0, 
(M'  —  N")  Y  =  0. 

Pour  que  X  =  0  soit  une  solution,  il  faut  et  il  suffit  que  N  =  0. 
Ainsi  avec  ce  choix  du  triangle  de  coordonnées  les  équations  de 
l'homographie  deviennent 

(   pXj  =  LX  +  MY, 
(B)  pY,  =LY, 

(  pZj  =  N'Z. 

Cas  singolier        Tant  que  M  n'est  pas  nul,  les  équations  (11)  ne  sont  indéterminées 
delhomologie.  ^j  ^^^^  S  =  L,  ni  pour  S  =  N'.  Mais  si  M  =  0,  les  équations  sont 

indéterminées  pour  S  =  L,  en  sorte  que  dans  l'homographie 

ipXj  =  LX, 
pY,  =  LY, 
pZ,  =N'Z, 

tous  les  points  de  la  droite  Z  =  0  se  correspondent  à  eux-mêmes;  de 
plus,  toutes  les  droites  issues  du  point  X  =  0,  Y  =  0  se  correspon- 
dent à  elles-mêmes.  L'homographie  du  type  (G)  n'est  autre  que 
Vhomologie. 

Le  cas  où  Ton  aurait  L  =  N'  et  où  M'  serait  la  racine'  simple  con- 
duit aux  mêmes  conséquences  et  avec  des  notations  différentes. 


Cas  de  la 
racine  triple. 


Ilomologie 
singulière. 
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Reste  le  cas  où  la  racine  L  est  triple. 

Nos  formules  ont  le  type  (11),  seulement  on  a  L  =  M'  ==  N'. 

En  sorte  que  les  formules  s'écrivent 

/  pX,  =:LX4-MY4-NZ, 
{U)  }  pY,  =  LY4-N'Z, 

\  pZ,  =  LZ. 

Faisons  le  changement  de  variables 

/  X'  =  ax  +  py  4-  yZ, 

(15)  Y'  =  A  Y  +  |jlZ, 

(z'=z, 

pZJ  =  pZ,  ^LZ 

pY;  =  pXY,  +  ptxZ,  =  X  [LY  +  N'Z]  H-  txLZ 

=  LY'  H-XN'Z' 
pX;  =  paX,  +  ppYj  +  pyZ,  =  L  («X  +  3Y  +  y^) 

+  M«.Y  +  (Na4-N'g)Z 

=  LX'  +  ^  (Y'  —  ikZ')  +  (Na  +  N'  P)  Z' 
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on  aura 


=  LX'  + 


X 
Ma 


Y'  +rNa  +  N'3-^Mlz'. 


II  faut,  pour  que  la  transformation  de  coordonnées  (15)  soit  légi- 
time, que  le  déterminant  de  la  substitution,  Xa,  soit  différent  de  zéro. 
Mais  en  général,  on  pourra  choisir  a,  3»  X,  (<,  (Xa  étant  différent  de 
zéro),  de  sorte  que  l'on  ait 

(Na-+-N'3)X  — «(aM  =  0. 

Il  n'y  aurait  exception  que  si  M  et  N'  étaient  nuls  en  même  temps. 
Ce  cas  mis  à  part,  on  voit  qu'on  peut  toujours  supposer  que  N  =  0, 
et  alors  les  formules  deviennent 


(D) 


/  pX,  =  LX  +  MY, 
J  pY,  =LY-hN'Z, 
\  pZ,  =  LZ. 


Si  M  et  N'  s'étaient  trouvés  nuls,  on  aurait  la  forme 

pX,  =  LX  H-  NZ, 


(E) 


j   pY.  =  LY, 
\  pZ,  =  LZ. 


Translation. 
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Mais  ce  cas  rentre  dans  le  cas  (D)  où  l'un  des  coefficients  M  ou  N' 
serait  nul. 

Ce  cas  (E)  rentre  aussi  dans  le  cas  (B)  où  Ton  supposerait  N'  =  L. 

Le  cas  (E)  est  donc  un  cas  limite.de  Thomologie. 

On  voily  en  effet,  que  tous  les  points  de  la  droite  Z  =  0  se  corres- 
pondent à  eux-mêmes  et  que  deux  points  homologues  quelconques 
sont  constamment  alignés  sur  le  point  Y  =  0,  Z  =  0.  Nous  sommes 
donc  dans  ce  cas  d*homologie  où  le  centre  d^homologie  est  situé 
sur  Vaxe  dliomologie. 

Si  cet  axe  est  rejeté  à  l'infini,  toutes  les  droites  homologues  sont 
parallèles  et  toutes  les  droites  de  jonction  des  points  homologues  sont 
parallèles  entre  elles. 

Soient  dès  lors  (M,  M')(N,  N')  deux  couples  de  points  homologues; 
les  droites  MM'  et  NN'  sont  parallèles;  les  droites  MN  et  M'N',  qui 
sont  homologues,  sont  également  parallèles  et  par  suite  la  figure 
MM'N'N  est  un  parallélogramme.  Il  en  résulte  que  les  côtés  opposés 
MM'  et  NN'  sont  égaux.  On  voit  donc  que  l'on  construira  l'homo- 
logue N'  d'un  point  quelconque  N  en  construisant  le  segment  NN' 
équipollent  au  segment  fixe  MM'  ;  l'homographie  consiste  ainsi,  dans 
ce  cas,  en  une  simple  translation, 

La  réciproque  est  évidente,  toute  translation  est  une  homologie 
dont  l'axe  et  le  centre  sont  rejetés  à  l'infini. 


Cas  d'un 
déplacement 
quelconque. 


103.  Nous  allons  maintenant  montrer  que  tout  déplacement  qui  ne 
se  réduit  pas  à  une  translation  est  une  homographie  du  type  général. 

Prenons,  en  effet,  les  formules  (3)  qui  définissent  en  coordonnées 
homogènes  un  déplacement  quelconque. 

Si  l'on  cherche  les  points  de  coïncidence,  on  sera  conduit  aux 
équations 


(46) 


(cosô — S)a5— sin 6.1/4- az=0,   sin6.a;  +  (cos6 — S)î/4-bz=0 

(1  —  8)2  =  0, 


et  l'équation  caractéristique  s'écrit 

(1  —  S)  [(S  —  cose)«  4-  sin«e]  =  0. 

La  racine  S  =  1  est  simple  tant  que  0  est  différent  de  zéro,  mais 
si  ^  =  0,  on  est  dans  le  cas  d'une  simple  translation,  que  nous 
venons  d'étudier. 
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Si  donc  6  n*est  pas  nul,  les  formules  (16)  nous  donneront  pour 
S  =  i  un  point  à  distance  finie  qui  coïncide  avec  son  homologue. 
C'est  le  point  autour  duquel  il  suffit  de  faire  tourner  la  figure  pour 
l'amener  d'une  position  dans  l'autre.  On  sait,  du  reste,  que  6  est 
l'angle  de  rotation. 

Prenons  maintenant  les  deux  autres  racines 

S  =  cose  ±  t  sinO  =  e^*^y 

qui  ne  seront  égales,  le  cas  de  6  =  0  exclu,  que  si  6  =  t:. 

Les  équations  (16)  nous  donnent  alors  z  =  0,  ce  qui  prouve  que 
les  deux  autres  points  doubles  sont  à  l'infini. 

Supposons  que  0  ne  soit  pas  égal  à  t:  ;  alors  les  deux  autres  équations 
se  réduisent  à 

y       cosO  —  S        .    . 

-  = :— T —  =r  i:  t, 

X  smO  t 

les  deux  points  de  coïncidence  sont  donc  les  points  circulaires  à  l'in- 
fini. Ainsi  un  déplacement  plan  est  une  homographie  dans  laquelle 
les  points  circulaires  à  l'infini  sont  chacun  leur  propre  homologue. 

On  observera  que  dans  le  cas  actuel  S^  =  1,  S,  =  c*^.  S,  =  e"'^ 
sont  les  trois  racines  de  l'équation  caractéristique.  Or,  considérons 
d'une  façon  générale  une  homographie  rapportée  à  son  triangle  P| 
PjP,,  dont  les  sommets  sont  les  points  de  coïncidence. 

Si  S^y  S,,  S,  sont  les  trois  racines  de  l'équation  caractéristique,  les 
équations  canoniques  de  l'homographie  s'écrivent,  comme  on  le  cons- 
tate sans  peine  d'après  la  propriété  d'invariance, 

(  px^  =  s^.x, 

pY.  =S..Y, 

Considérons  la  droite  Y  =  XZ  issue  du  sommet  P,  (Y  =  0,  Z  =  0), 
on  a  identiquement 

p  (y,  - 1  xz.)  =  s.  (Y  -  XZ), 

S 
ce  qui  prouve  que  la  droite  Y  —  X  ^  Z  =  0  est  l'homologue  de  la 

première.  Elle  est  avec  elle  en  correspondance  homographique  et 
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P|P,,  P^P,  sont  les  rayons  doubles  de  cette  homographie,  le  rapport 
anharmonique  de  ces  deux  droites  homologues  et  des  deux  rayons 

S  S 

^doubles  doit  éire  constant;  il  est,  en  effet,  égal  à  ^'  Ainsi  ~  est  la 

valeur  du  rapport  anharmonique  Pj  (D',  D,  P,,  Pg)  de  deux  droites 

homologues  D,  D'  issues  de  P|  avec  les  droites  doubles  également 

issues  de  P^. 

Conception         Appliquons  ceci  au  cas  du  déplacement;  nous  considérerons  une 

projeclive  des    droite  D  issue  du  point  double  P,  situé  à  distance  Dnie  et  l'homologue 

angles.  q 

D'  de  D,  qui  est  aussi  issue  de  P^  et  fait  avec  D|  Tangle  ft;  ^  sera  le 

rapport  anharmonique  p  que  forment  D'  et  D  avec  les  droites  iso- 
tropes issues  de  Pj. 

g 

Or,  on  a  trouvé  S,  =  e*^,  S,  =  e— ^,  donc  ^  =  e**^,  d'où 


(17) 


e  =  2Î  '^gP- 


Symétrie 

par  rapport  à 

un  point. 


Remarque. 


On  retrouve  ainsi  la  définition  projective,  due  à  Laguerre,  de 
l'angle  de  deux  droites  :  c'est  le  quotient  par  2f  du  logarithme 
népérien  du  rapport  anhaimonique  que  foi*ment  ces  droites  avec 
les  droite^  isotropes  issues  de  leur  point  de  cœicours. 

Lorsque  l'angle  6  est  égal  à  r,  l'équation  caractéristique  admet  la 
racine  double  —  1.  Mais  alors  le  système  des  équations  (16)  se 
réduit  à  z  =  0.  Chaque  point  de  la  droite  de  l'infini  se  correspond  à 
lui-même;  nous  sommes  dans  un  cas  particulier  d'homologie^  celui 
où  cette  transformation  se  réduit  à  une  symétrie  par  rapport  à  un 
point  fixe.  Ici  encore,  du  reste,  les  points  circulaires  à  l'infini  sont 
leurs  propres  homologues  comme  tous  les  autres  points  de  la  droite 
de  l'infini. 

Nous  terminerons  par  une  dernière  remarque. 

Dans  tout  déplacement  qui  ne  se  réduit  pas  à  une  translation,  les 
cercles  qui  ont  leur  centre  au  point  de  coïncidence  sont  leurs  propres 
homologues. 

Or,  une  homographie,  en  général,  ne  possède  pas  la  propriété  de 
transformer  aucune  conique  en  elle-même. 

En  fait,  les  trois  racines  de  l'équation  caractéristique  sont  ici  1,  e'^ ^ 
e^*^;  cette  équation  est  donc  réciproque.  C'est  là  ifn  cas  particulier 
d'une  proposition  plus  générale  établie  par  M.  Camille  Jordan  dans 
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un  beau  mémoire  inséré  dans  le  Journal  de  mathématiques, 
tome  IV,  série  IV,  sous  ce  titre  :  Sur  les  transformations  d'une 
forme  quadratique  en  elle-même. 

Dans  le  cas  d'une  translation,  les  cercles  se  réduisent  à  des  droites 
parallèles  à  la  translation. 


Déplacement  d'une  figure  dans  l'espace. 

104.  Nous  venons  de  voir  que  tout  déplacement  d'une  figure  dans 
un  plan  est  une  homographie  du  type  général,  dont  Péquation  carac- 
téristique est  réciproque. 

Dans  le  cas  d'un  déplacement  dans  l'espace,  il  n'en  est  pas  tout  à 
fait  de  même. 

L'équation  caractéristique,  qui  est  alors  du  quatrième  degré,  pos- 
sède toujours,  s'il  s'agit  d'un  déplacement,  une  racine  multiple. 

D'abord,  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n^  101  nous  prou- 
vera l'identité  de  la  représentation  analytique  d'un  déplacement  avec 
les  formules  ordinaires  de  la  transformation  des  coordonnées. 

Soient,  en  effet,  T^  un  trièdre  fixe  et  x,  y,  z  les  coordonnées,  par 
rapport  à  T^,  d'un  point  M  d'une  figure  dans  une  première  position. 
Après  un  déplacement  de  la  figure,  le  point  M  occupe  une  posi- 
tion M^  dont  Xp  y^f  z^  seront  les  coordonnées. 

Imaginons  un  trièdre  lié  à  la  figure,  qui  coïncide  avec  T^  dans  la 
première  position  et  qui  soit  venu  dans  la  position  T  après  le  dépla- 
cement. Comme  le  point  M  est  lié  invariablement  à  ce  trièdre,  les 
coordonnées  de  M^  par  rapport  au  trièdre  T  seront  les  mêmes  que  les 
coordonnées  de  M  par  rapport  à  Tj,  c'est-à-dire  ce,  y,  z.  Ainsi  ac,  y  y  z 
et  Xj,  y^y  2j  sont  les  coordonnées  d'un  même  point  M^  par  rapport  aux 
trièdres  T  et  T|;  on  passera  donc  des  unes  aux  autres  par  les  for- 
mules ordinaires  de  transformation  des  coordonnées 

IXi  =  a  -^  OLX  -h  ol' y  -h  a'c, 
y,  =  h  -h^x  +  P'y+P'^, 

Observons  de  plus  que  puisque  T  coïncidait  originairement  avecTj, 
savoir  Ox  avec  0^x^,  Oy  avec  0^y^J  Oi  avec  0,z,,   le  déler- 


Remarques 
générales  sur 
l'homographie 
dans  l'espace. 
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a  a'  a' 

P3'3' 

vy'y' 

=  +  1 


est  égal  à  -h  1 . 

Par  rintroduction  de  variables  homogènes  on  peut  écrire  les  équa- 
tions (18)  sous  la  forme 

Ipx,  =  ax  -h  d'y  -h  ol'z  -{-  atj 
pZi  =  Y^c  -h  Y'y  -H  y'z  -f-  et,        ptj  =  t. 

105.  Ces  formules  rentrent  dans  le  cas  plus  général  d*une  trans- 
formation homographîque  de  l'espace. 


(20) 


/  pj^j  =  fx    ■+•  my    ■+- nz    -hpt, 

\  py^=Vx  -h  m' y  -h  7i' z  -h  p' t^ 

I  pzj  =  Vx  ■+■  m'y  4-  n'z  ■+■  p't, 

\  pt,  =  Tx  -f-  nry  -h  n'^z  -h  p'^t, 


Si  Ton  cherche,  comme  on  a  fait  pour  le  plan,  les  points  de  coïn- 
cidence,  on  se  trouve  amené  aux  équations 

(l  —  S)  X  4-  my  -h  nz  +  pt  =  0, 
\  Tx  4- (m' —  S)i/ 4-n'z  4-p'e  =0, 
j  l'x  4-  m'y  4-  (h'  —  S)  2  4-  p't  =  0, 

'  rx  4-  wi'" 


C21) 


y  ^  n'"z  4-  ry  —  S)  t  =  0> 

dont  la  compatibilité  exige  que  S  soit  racine  de  l'équation  du  qua- 
trième degré 

l  —  S      m  n       p 


(22) 


V  m'  —  S      n'  p' 


r 
r 


m' 
m 


w 


n'  — s 

n" 


p"  — S 


=  0, 


qui  reçoit  ici  encore  le  nom  d'équation  caractéristique. 

On  démontrerait  encore  que  les  quotients  des  racines  sont  des 
invariants  absolus,  indépendants  des  coordonnées,  indépendants 
aussi  d'un  facteur  par  lequel  on  multiplierait  les  coefficients 
{,  m,  n,  ...  dans  les  formules  (20). 

Il  y  a  généralement  quatre  points  de  coïncidence  ou  points  doubles 
et  la  discussion,  ain^i  que  la  réduction  aux  formes  canonique  s'ef- 
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fectuent  par  les  mêmes  procédés  que  nous  avons  employés  plus  haut 
pour  le  cas  de  trois  variables. 

L'équation  caractéristique  peut  avoir  ses  quatre  racines  inégales  : 
une  racine  double,  deux  racines  doubles,  une  racine  triple,  une 
racine  quadruple. 

Ces  divers  cas  donnent  lieu  aux  diverses  classes  d'homographies 
dans  l'espace  à  trois  dimensions. 
Cas  particnlier       Appliquons  ceci  aux  formules  (18)  où  il  faut  se  souvenir  que 

a,  a',  a',  ...  vérifient  les  relations  connues  qui  équivalent  à  l'identité 


d*un 
déplacemeDt. 


(23)    (%x  -h  a'y  +  a'zY  -4-  {^x  -h  ^'y  +  p'z)« 

-h  (yx  +  y'  y  +  ï'^)'  =  X*  4-  !/•  +  «", 
avec 


(24) 


3      &•      r 

I  V 

Y       ï        Y 


=  1. 


On  sait  que,  dans  ces  conditions,  tout  terme  du  déterminant  (24) 
est  égal  au  mineur  correspondant. 
L'équation  caractéristique  s'écrit  alors 


a-S 

a' 

a' 

P 

p'  — S 

y 

Y 

ï' 

Y' 

(l  -  S) 


Or,  le  déterminant  se  développe  ainsi 

.  —  S»  +  (a  +  p'  +  y')  s* 

-[(&'y'-y'&')  +  (y«'-«y') 

f  V 

a       a        et 

p    P'    p' 


=  0. 


(«p-  -  p«')i  s 


et  en  se  souvenant  que  a  =  P'y'  —  Y'  &'>  •••  ®^  ^"®  ^®  déterminant 
des  neuf  cosinus  est  égal  à  +  1,  on  voit  que  le  déterminant  s'écrit 

-  S»  -h  (a  4-  P'  -h  y')  S«  —  (x  +  &'  -h  y')  s  +  4, 
et,  par  conséquent,  l'équation  caractéristique  sera 
(25)  (S  —  !)•  [S*  —  (a  4-  &'  +  y')  S  +  1]  =  0. 

On  voit  qu'elle  a  toujours  detix  racines  égales  à  +  1. 
Cinématique,  21 
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Si  nous  formons  d'autre  part  les  équations  (21),  nous  trouvons 

(a  —  S)x  -H  a't/  "h  a'z  -f-  at  =  0, 

pac  -H  (&'  —  S)y  -^  P'z  -H  6t  =  0, 

YX  4-  y'  y  +  (y'  —  S)«  4-  et  =  0. 

(S  —  1)  t  =  0. 

Si  l'on  prend  S  =  1,  la  dernière  équation  devient  une  identité  et 
les  trois  premières  donnent  en  résolvant  : 


(26) 


X 


y 


(27) 


a' 

«' 

a 

a'               a'               a 

P'-4 

r 

& 

&'  - 1       r               6 

Y' 

Y'-l 

c 

y'           y'  —  1      ^ 

z 

t 

«' 

«' 

a 

a-1     a'             a' 

P'.-l 

P' 

h 

&            &'-!     P' 

Y' 

Y'-l 

c 

ï         y'         y'—'' 

il 

Cas  de 

rindélermina- 

tion. 


Le  déterminant,  qui  est  en  dénominateur  de  t  est  nul,  donc  si  les 
trois  autres  ne  le  sont  pas,  on  a  t  ==  0,  et  par  suite  le  point  de  coïn- 
cidence correspondant  à  la  racine  S  =  1  est  rejeté  à  l'infini. 

Si  l'on  prend  maintenant  les  deux  autres  racines  qui  sont  en  général 
simples  et  distinctes  de  1,  la  dernière  des  équations  (26)  est 

(1  —  S)  f  =  0 

et  donnera  t  =  0,  puisque  1  —  S  n'est  pas  nul.  Donc  les  points  de 
coïncidence  qui  correspondent  à  ces  racines  simples  sont  aussi  à  l'in- 
fini. Ainsi,  dans  V homographie  qui  coi*respond  à  un  déplacement 
d*un  corps  solide  il  n'y  a  pas  en  général  de  point  double  (ou  de 
coïncidence)  à  distance  finie. 

Ce  résultat  est  en  concordance  avec  cet  autre  que  nous  connaissons 
déjà,  que  dans  le  déplacement  infiniment  petit  d'un  solide,  il  n'y  a 
pas  en  général  de  point  à  distance  finie  dont  la  vitesse  soit  nulle. 

Pour  que  les  équations  (27)  pussent  fournir  un  point  à  distance 
finie,  il  faudrait  que  tous  les  déterminants  qui  sont  en  dénomina- 
teurs de  Xy  y  y  z  fussent  nuls,  auquel  cas  le  système  des  équations  (26) 
serait  indéterminé  et  se  réduirait  à  deux  équations  distinctes.  Il 
y  aurait  donc  alors  une  droite  dont  tous  les  points  coïncideraient  avec 
leurs  propres  homologues.  Le  déplacement  se  réduirait  à  une  rotation 
autour  de  cette  droite. 
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Forme 
canonique 

d^un 

déplacement 

fini. 


Dans  le  cas  d'un  déplacement  infiniment  petit,  nous  nous  trouve- 
rions avoir  ce  que  nous  avons  appelé  une  rotation  tangente. 

Dans  tous  les  cas,  il  y  a  un  point  à  Tinfini  correspondant  à  la  racine 
double  S  =  1,  qui  est  un  point  de  coïncidence.  On  peut  supposer  les 
axes  tellement  choisis  que  Oz  coupe  justement  en  ce  point  le  plan  de 
l'infini.  Alors  les  équations  (26)  sont  vérifiées  par  t  =  0,  x  =  Of 
y  =  0,  ce  qui  entraîne  a'  =  0,  P'  =  0,  y'  =  1  (P^  doit  se  souvenir 
que  S  =  1). 

Les  relations  aa'  -f-  p?'  -H  yï'  =  0,  a' a'  -f-  P'&'  -f-  y'ï'  =  0 
donnent  alors  y  =  y'  =  0  et  Ton  peut  poser 


a  —  cos6, 

a'       —  sinO, 

«'  =  0, 

P  =  sin6, 

P'  =  cos6, 

&'  =  o, 

Y  =  0, 

y'=o, 

Y*       1. 

Les  équations  (26)  se  réduisent  alors  aux  suivantes,  qui  ne  con- 
tiennent pas  z. 


(28) 


(cosO  —  1)  a;  —  sin6.t/  +  at  =  0, 

sinO.a;  -f-  (cos6— 4)  y  -h  ht  =  0, 

ct=0. 


Si  c  n'est  pas  nul,  ces  équations  sont  distinctes  et  ne  donnent  qu'un 
point  unique  à  l'infini,  sauf  le  cas  de  6  =  0  qui  correspond  à  une 
translation  et  dans  lequel  tous  les  points  du  plan  de  l'infini  corres- 
pondent chacun  à  lui-même  (homologie  spéciale  comme  dans  le  cas 
du  déplacement  plan).  Dans  le  cas  général  où  ni  c  ni  6  ne  sont  nuls, 
les  équations  (19)  revêtent  la  forme 


(29) 


ccj  =  a;cosO  —  î/sin6  4-  a, 
y^  =z  xsinO  ■+•  î/cos6  -f-  6, 


z.  =  z  +  c. 


Ces  formules  représentent  un  déplacement  du  plan  xOy  sur  lui- 
même,  comme  le  témoignent  les  deux  premières,  accompagné  d'un 
déplacement  du  même  plan  parallèlement  à  Oz  avec  une  amplitude  c. 

Le  déplacement  du  plan  sur  lui-même  équivaut  à  une  rotation 
d'amplitude  6  autour  d'un  axe  A  parallèle  à  Oz.  On  voit  donc  que 
tout  déplacement  fini  d'tcn  solide  peut  être  obtenu  par  une  rota- 
tion autour  dun  axe  A  accompagnée  d'une  translation  parallèle 
au  même  axe. 


Forme 
hélicoïdale 

de  tout 

déplacement 

fini. 
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Il  est  clair  que  le  mouvement  hélicoïdal  qui  s*effecluei*ait  autour 
de  A  avec  le  pas  /i  =  -  et  l'amplitude  angulaire  6,  aurait  pour  effet 

d'amener  la  figure  d'une  de  ses  positions  à  l'autre. 

Le  point  de  A,  qui  est  à  L'infini,  reste  invariable  dans  ce  mouvement; 
les  deux  autres  points  de  coïncidence,  qui  doivent  être  fournis  par  lesr 
racines  simples  de  l'équation  caractéristique,  sont  les  points  circu- 
laires à  l'infini  des  plans  normaux  à  l'axe  A. 

En  effet,  dans  le  déplacement  de  translation  les  points  du  plan  de 
l'infini  se  correspondent  chacun  à  lui-même  et  dans  le  mouvement  du 
plan  xOy  sur  lui-même  les  points  circulaires  de  ce  plan  se  conservent. 
C'est,  du  reste,  ce  que  le  lecteur  établira  aisément  sur  les  formules  (28). 

Dans  le  cas  particulier  où  c  =  0  les  équations  (28)  sont  indétermi- 
nées et  tous  les  points  d'une  droite  perpendiculaire  au  plan  Z  =  0 
sont  leurs  propres  homologues.  Le  déplacement  résulte  d'une  simple 
rotation  autour  de  cette  droite.  Ce  cas  se  présente  forcément  dans  le 
déplacement  d'une  figure  autour  d'un  point  fixe. 

Nous  avons  vu  que  les  déplacements  dans  le  plan  sont  .des  homo- 
graphies qui  conservent  chacun  des  points  circulaires  à  l'infini.  De 
même,  dans  l'espace,  tout  déplacement  est  une  homographie  qui 
conserve  le  cercle  de  l'infini. 

En  effet,  des  formules  (19)  nous  tirons 

P*  i^\  +  yî  -+-  ^î)  =  a;»  4-  1/*  +  «•  +  *.P, 

où  P  désigne  abréviativement  une  fonction  linéaire  x,  y^z^t;  comme 
on  a  pt|  =  f,  on  voit  que  les  équations  t  =  0,  ac*  -h  y*  +  «*  =  0 
entraînent  les  équations  t^  =  0,  oc}  -h  t/î  +  zj  =  0.  Ce  qui  suffit  à 
démontrer  la  proposition. 

Cette  propriété  du  cercle  de  l'infini  dans  un  déplacement  quel- 
conque dans  l'espace,  comme  celle  des  points  circulaires  pour  un 
déplacement  dans  le  plan,  ouvre  l'accès  aux  quantités  complexes  dans 
la  représentation  des  déplacements,  et  c'est  ce  point  que  nouls  allons 
traiter,  en  commençant  par  le  plan. 

Recherche  des 

homographies    Lbs  imaginaires  dans  la  cinématique  du  plan. 

planes 

^'^les^poinis  106.  Puisque  les  déplacements  dans  le  plan  jouissent  de  la  pro- 

circulaires,    priété  de  consei*ver  les  points  circulaires,  il  est  naturel  de  rechercher 


Le  cercle 
de  l'infini  et  les 
déplacements. 
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d'une  façon  générale  les  transformations  homographiques  qui  conser- 
vent les  points  circulaires  à  l'infini. 

Observons  que  cette  conservation  peut  avoir  lieu  de  deux  manières, 
soit  parce  que  chacun  de  ces  deux  points  se  correspond  à  lui-même, 
soit  parce  que  l'homographie  les  échange  l'un  dans  l'autre. 

Soit  un  système  de  coordonnées  homogènes  dans  lequel  x  =  0, 

y  =  0  représentent  deux  droites  rectangulaires  et  z  =  0  la  droite  de 

X  y 

l'infini.  Les  quotients  —  =  X,  -  =  Y  représentent  les  coordonnées 

z  z 

rectangulaires  ordinaires.  Posons  aussi  x  +  iy  =z  u^  x  —  iy  =zv 

où  i  =  y — 4. 

Enfin,  x^y  y^y  z^,  ti^,  v^  seront  les  valeurs  des  coordonnées  qui  cor- 
respondent au  point  homologue  d'un  point  donné  x,  y,  z,  u,  v. 

Puisque  les  points  circulaires  se  correspondent,  la  droite  de  l'infini 
est,  dans  les  deux  cas,  son  homologue.  On  aura  donc,  entre  autres 
formules  de  transformation, 

pz^  =  z» 

Si  le  point  circulaire  z  =  0,  u  =  0  se  correspond  à  lui-même,  il 
faut  que  ces  deux  équations  entraînent  celles-ci  z^  =  0,  u^  =  0,  ce 
qui  exige  qu^on  ait 

pu,  =  Xu  -h  [*«, 

et  de  même  pour  l'autre  point  circulaire.  Les  formules  de  transfor- 
mation peuvent  donc  s'écrire 

pUj   =   XU       -f-     [KZy 

pv^  =  Vv  -h  [a'z, 

pZj  =  z. 

X  t/ 

On  en  tire,  en  posant  —  =  X^,  —  =  Y,  les  formules 

X,  4-  iY„  =  X  (X  -h  iY)  -h  iJL, 

X4-tY„  =  X'(X  — tY)+  [*'. 
Posons 

XX'  =  r%    X=re^,    X'  =  rc-*^     |x  +  [x'  =  2a,    jji  — |x'  =  2f6, 

il  viendra 

r^n^  (  X,  +  iY^  =  rc^    (X  h-  iY)  +  a  +  ib, 

^"^J  I  X,  — iV,  =  rc-'«(X  — tY)  +  a  — ib, 
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d'où  résulte 

.^..  ^  Xj  =  r  (cose.X  —  sine. Y)  -h  a, 

^'    ^  (Y,  =  r  (sine.X  +  cosS.Y)  +  h. 

Si  Ton  se  borne  aux  transformations  réelles,  c'est-à-dire  qui  font 

correspondre  un  point  réel  à  tout  point  réel,  r,  6,  a,  h  sont  réels  et 

X',  (jl'  sont  imaginaires  conjuguées  de  X,  (a. 

Déplacement        L'interprétation  de  ces  formules  est  évidente.  Elles  représentent 

compliqué      ^j  déplacement,  accompagné  (suivi  ou  précédé,  comme  on  voudra) 

homothétie.     ^'^^^  homothétie  dont  le  pôle  est  le  point  Oj  et  dont  r  est  le  module 

de  transformation. 
Homographies       Supposons  maintenant  que  la  transformation  échange  l'un  dans 
qui  échangent  l'autre  les  points  circulaires, 
circulaires  Conservons  les  mêmes  notations.  On  aura  toujours  pz^  =  z,  car  la 

droite  de  l'infini  est  sa  propre  homologue. 

Seulement,  les  équations  z  =  0,  u  =  0  entraînent  z^  =  0,  v^  =  0 
et  les  équations  z  =  0,  v  =  0  entraînent  z^  =  0,  m^  =  0.  On  a 
donc  ici 

pv^=z  X'u4-  [jl'z, 

pZ|  =  z. 

Si  l'on  revient  maintenant  aux  coordonnées  ordinaires,  il  viendra 

X,  4-tY4=X  (X  — iY)  +  |x, 

X,  — iY.  =X'(X  +  iY)  H- p.'. 

Si  dans  ces  formules  on  remplace  Y  par  —  Y,  ce  qui  revient  à 

prendre  la  figure  symétrique  de  la  proposée  par  rapport  à  l'axe  O^x^ 

dans  sa  position  primitive,  on  retombe  sur  la  transformation  précédente. 

Renversement.       Appelons  renversement  l'opération  qui  consiste  à  faire  tourner  de 

iSOo  une  figure  autour  d'une  droite  ou,  ce  qui  revient  au  même,  qui 
consiste  à  prendre  la  figure  symétrique  d'une  figure  par  rapport  à 
une  droite.  On  voit  que  l'on  peut  énoncer  cette  proposition  : 

Toute  homographie  qui  échange  les  points  circulaires  à  Vinfini 
dans  le  plan  consiste  en  un  renversement  CLCCompagné  d*une 
homothétie  et  d*un  déplacement. 

Produit 

de  deux  1 07 .  En  appliquant  aune  figure  F  une  transformation  homographi- 

omojrap  ues .  qixeu,  nous  obtenons  une  transformée  que  nous  représenterons  par  HF. 
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Groupe  de 
transforma- 
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chacun  des 
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Appliquons  une  seconde  homographie  H'  à  la  figure  H  F,  nous  obtien- 
drons une  nouvelle  figure  H' H  F,  qui  se  déduit  directement  de  F  par 
une  homographie  H'  =  HH'  qui  est  dite  égale  an  produit  des  deux 
premières.  Ce  produit  symbolique  n'est  pas  commutatif  en  ce  sens  que 
H  H'  et  H'  H  représentent  en  général  des  homographies  différentes. 

Considérons  un  ensemble  de  transformations  homographiques 
définies  par  une  propriété  commune.  On  dit  que  ces  transformations 
forment  un  groupe  si  le  produit  de  deux  quelconques  d'entre  elles 
est  encore  une  transformaiion  de  l'ensemble. 

D'après  cela,  les  déplacements  d'une  figure  dans  un  plan  consti- 
tuent un  groupe  de  transformations  homographiques. 

Plus  généralement,  les  transformations  qui  conservent  chacun  des 
deux  points  circulaires  à  l'infini  forment  un  groupe,  et  ce  groupe 
comprend  celui  qui  est  formé  des  déplacements. 

Nous  allons  voir  que  le  groupe  des  transformations  homogra- 
phiques qui  conservent  chacun  des  points  circulaires  à  Vinfini  est 
identique  au  groupe  des  transformations  linéaires  de  la  forme 

Zj  =  mZ  +  n, 


où  Z  et  Z|  sont  deux  variables  imaginaires  et  m,  n  deux  constantes 

imaginaires. 

Son  identité         Revenons,  en  effet,  aux  formules  générales  (31)  qui  sont  équiva- 

avec  celui  des    Jentes  aux  formules  (30)  et  représentent  un  déplacement  plan  quel- 

^^  conque  accompagné  d'une  homothétie.  Ces  formules  (30),  où  nous 

supposons  r,  6,  a,  h  réels  afin  que  la  transformation  soit  réelle,  peu- 
vent être  comprises  dans  une  formule  unique,  à  savoir  la  première, 
car  la  seconde  s'en  déduira  par  le  changement  de  i  en  —  t. 

Nous  poserons  donc  m  =  re*'^,  n  z=z  a  -ht6,  Z  =  X-*-  tY, 
Z,  =  Xj  -f-  iYj  et  les  équations  (30)  se  trouveront  condensées  dans 
l'équation  unique 


linéaires 
entières. 


(32) 


Z^  =  mZ  4-  n. 


Si  le  module  r  de  m  est  égal  à  1,  l'homothétie  disparait  et  le  dépla- 
cement seul  reste. 

Si  m  lui-même  est  égal  à  1,  le  déplacement  se  réduit  à  une  trans- 
lation. 

Si  m  est  réel,  la  transformation  se  réduit  à  une  homothétie  accom- 
pagnée d'une  translation,  etc. 


Eipre  sion 

de  la  vitesse 

d*entraiue- 

ment. 
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L'introduction  des  variables  imaginaires  Z  et  Z^  et  leur  représenta- 
tion d'après  la  manière  de  CSauchy  ramène  ainsi  à  la  théorie  des 
transformations  linéaires  entières  à  une  variable  celle  des  transfor- 
mations homographiques  qui  conservent  chacun  des  points  circu- 
laires à  rinûni. 

L'emploi  de  la  représentation  de  Gauchy  offre,  au  langage  près,  la 
même  méthode  que  le  calcul  des  équipollences  de  Bellavitis.  Sous  la 
forme  analytique  que  nous  adopterons  ici,  elle  a  été  développée  par 
plusieurs  géomètres. 

Supposons  que  m,  n  soient  des  fonctions  d'un  paramètre  ty  qui 
sera  la  mesure  du  temps. 

Si  l'on  prend  le  point  de  la  figure  qui  est  caractérisé  par  rapport 
aux  axes  mobiles  xOy  par  son  affixe  Z,  l'affixe  Z^  de  ce  point  par 
rapport  aux  axes  mobiles  variera  avec  le  temps  et  par  une  extension 
de  mots,  malgré  qu'il  ne  s'agisse  pas  d'un  simple  déplacement,  mais 
d'un  déplacement  accompagné  peut-être  d'une  homothétie;  nous 
appellerons  vitesse  d'entraînement  la  vitesse  du  point  Z^  sur  la  courbe 
qu'il  décrit.  Si,  par  l'origine  0|  des  axes  fixes  on  mène  une  parallèle 
0|V|  à  cette  vitesse,  l'afGxe  du  point  V^,  extrémité  de  ce  segment, 
sera,  par  rapport  aux  axes  fixes, 


dZ.       dm„       dn 
dt  ~  dt  di' 


L'équation 

(33) 


dt  dt 


Centre 
instantané. 


fournira  un  point  dont  la  vitesse  d'entraînement  est  nulle  et  que 
nous  appellerons  encore  le  centre  instantané.  L'affixe  absolue  du 
point  en  question,  c'est-à-dire  son  affixe  par  rapport  aux  axes  fixes, 
sera  donnée  par  l'équation  Z^  =  mZ  -h  n  où  Z  sera  remplacé  par  sa 
valeur  tirée  de  (33),  nous  avons  ainsi 


—  m 


(34) 


Z.= 


dn 
di 


n 


dm 


dm 

'dt 


Accélération.        Pareillement,  la  vitesse  absolue  de  V^  sera  représentée  par  un 


d'accélération. 
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Centre        segment  0|V,  dont  rextrémité  V,  a  pour  affixe  absolue  --r— •  Cette 

vitesse  absolue  de  V|  est,  du  reste,  l'accélération  d'entraînement. 
On  a  donc  le  centre  d'accélération  en  écrivant 

d}n  dPtn 

—  m  -r-î  -f-  n  -7-- 

(36)  Z,  =  mZ-hn  = -^ 

dV 

Traitons  un  problème  où  cette  méthode  donnera  plus  directement 
la  solution  que  toute  auti*e. 

108.  Exemple. —  Cherchons  les  mouvements  plans  dans  les- 
quels le  centre  instantané  et  le  centre  des  accélérations  décrivent 
deux  courbes  semblables,  eii  occupant  au  même  instant  des  posi- 
tions homologues  sur  les  deux  courbes. 

On  passe  d'une  figure  à  une  figure  semblable  par  une  homothétie 
accompagnée  d'un  déplacement.  Si  donc  Z[,  Z[  sont  les  affixes,  par 
rapport  aux  axes  fixes  O^x^,  Oi^^  du  centre  instantané  et  du  centre 
des  accélérations,  on  devra  avoir 

(37)  z;  =  az;  +  6, 

où  a,  b  sont  deux  constantes  imaginaires.  Or,  2[  et  Z[  sont  donnés 
par  les  formules  (34)  et  (36). 

On  peut  donc  écrire  immédiatement  l'équation  différentielle  qui 
exprime  le  problème 


d^n          d*m                   dn          dm 
(38)  ITZ =  » ^ +  ^• 


d*m  dm 

'dF  It 

Si  a  =  1,  il  saute  aux  yeux  que  Ton  passe  de  la  courbe  G  lieu  du 
centre  instantané  à  la  courbe  G'  lieu  du  centre  des  accélérations  par 
une  simple  translation. 

Si  a  n'est  pas  égal  à  1,  effectuons  un  transport  d'axes  équivalent  à 


330  LEÇONS  DE  CINÉMATIQUE. 

Taddition  aux  affixes  Z^  d'une  constante  imaginaire  ky  on  aura 

z;  +  /c  =  a  (Z;  +  ^)  4-  h, 

et  si  Ton  choit  k  de  sorte  que  (1  —  a)  /?  =  6,  ce  qui  est  possible  si 
1  —  a  n'est  pas  nul, 

Z[  =  aZ|. 

Nous  pourrons  donc  supposer  &  =  0  si  a  n'est  pas  égal  à  1  et 
l'équation  (37)  devient 


(Pn  â}m  d*m 


dn  dm  dm 

dt  dt  dt 


en  intégrant  il  vient 


dn  dm  /dm\^ 

dt  dt  \dt) 


où  A  est  une  constante.  Or,  cela  s'écrit 


d 
"dt 


d'où 


\m}  _  .  J_  /dmy 

.       r/dm\'   dt       _ 
n  =  km  I  I  -;—  I  •  — :  +  Bm, 
J\dt)    m*  ' 


en  sorte  que  la  formule  symbolique  2^  =  mZ  +  n  devient 

(39)  Z.  =  «»(Z-HB)4-Am/(^)-^.. 

En  transportant  les  axes  mobiles  parallèlement  à  eux-mêmes,  on 
pourra  faire  disparaître  B;  il  restera  donc 

On  traiterait  de  même  le  cas  où  a  =  1. 

Dans  le  cas  particulier  où  m  est  de  la  forme  e*'^,  et  où  6  =  cot, 
déplacement  avec  rotation  uniforme,  la  quadrature  s'achève  et  le 
problème  peut  être  conduit  jusqu'au  bout. 
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Au  lieu  de  supposer  que  l'on  prend  le  Heu  du  centre  instantané  et 
celui  du  centre  des  accélérations  dans  le  plan  fixe,  on  pourrait  se 
poser  le  même  problème  dans  le  plan  mobile. 

Alors  les  racines  Z',  V  des  équations  (33)  et  (35)  devront  vérifier 
l'équation 

T  =  aZ'  +  6, 

c'est-à-Klire  que  Ton  doit  avoir 

âfn  dix 

"dF  ~dt 

ainfi  a  m 


ou 


dt*  dt 


d*m 


,...  d*n  dt*      dn      ,  d*m 

^    ^  dt*  ~      dm      dt  dt*  ' 

dt 

Cette  équation  s'intègre  encore  par  quadratures,  coçime  l'équa- 
tion (38). 
Si  a  est  différent  de  1,  on  trouvera,  h  pouvant  être  pris  nul, 

(42)  n  =  Aj(^)'dt4-B, 
et  si  a  =:  1,  il  vient  au  contraire 

(43)  n  =  —  6  r/log^\  dm  +  Bm  -4-  G, 

où  A,  B,  C  sont  des  constantes. 

Supposons,  en  particulier,  que  l'on  s'assujettisse  à  une  rotation 
uniforme,  on  aura  m  =  e*^,  0  =  a>(  et  o)  ==  constante.  Dans  le  cas 
de  la  formule  (42)  il  viendra 

(42)'  n  =  Ac*«^  +  B 

et  dans  le  cas  de  la  formule  (42) 
(43)'  n  =  —  6ie.e'^  -f-  Be"^  +  C. 

Mais  par  un  changement  de  coordonnées  fixes  ou  mobiles  on  peut 
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réduire  B  et  C  à  zéro  dans  les  deux  formules,  et  il  reste 

(42y  n  =  Ae'«^ 

(43/  n=:— diee-^ 

Si  l'on  suppose,  en  particulier,  que  a  soit  de  la  forme  a  ==  gt  où 
q  est  une  quantité  réelle,  on  trouve  que  le  mouvement  est  celui  d'une 
spirale  logarithmique  roulant  sans  glisser  sur  une  droite  avec  une 
vitesse  angulaire  constante.  Dans  ces  conditions,  le  centre  de  cour- 
bure de  la  spirale  est  précisément  le  centre  des  accélérations.  Il  en 
résulte  donc  que  la  spirale  logarithmique  possède  la  propriété  de  se 
réduire  à  sa  propre  développée  par  un  mouvement  (une  rotation 
de  90°  autour  du  pôle)  accompagné  d'une  homothétie. 

On  a  ainsi  une  solution  particulière  du  problème  posé  et  traité 
autrefois  par  Victor  Puiseux  dans  le  Journal  de  LiouMley  trouver 
les  courbes  semblables  à  leur  développée. 


Les  substitutions  linéaires  à  une  variable  et  les 
déplacements  autour  d'un  point  fixe. 

Recherche         1 09.  Nous  avons  VU  que  tout  déplacement  d'une  figure  dans  l'es- 

^^  pace  est  une  homographie  qui  conserve  le  cercle  de  l'infini, 

de  Tespace         Traitons  le  problème  inverse  et  cherchons  toutes  les  homographies 
qui  conservent  de  l'espace  qui  conservent  ce  cercle, 
le  cercle  de         Soient  x,  y,  z ,  t  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  ;  X|,  y^,  z^,  t^ 
celles  de  son  transformé. 

Nous  supposerons  que  x  =  0,  t/  =  0,  z  =  0  sont  trois  plans  rec- 
tangulaires et  t  =  0  le  plan  de  l'infini;  dans  ces  conditions,  comme 
le  plan  de  l'infini  est  son  propre  homologue,  une  des  équations  de 
transformation  sera 

en  sorte  que  les  équations  de  l'homographie  auront  la  forme  suivante  : 

^x^:=zlx    -{-l'y    +Vz    +  at, 

pt/j  =  rwx  -f-  m'j/  +  nCz  H-  htj 

^    ^  *  pz4=nx  4- n'y  -hn'z  -h  et. 
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Il  faut  exprimer  que  dans  cette  homographie  le  cercle  de  Finfini  se 
correspond  à  lui-même  ou  que  les  équations  t  =  0,  x*  +  y*  -t-  z'=0 
entraînent  t^=0  eix\  +  y]  +  zj  =  0.  Il  faut  pour  cela  et  il  suffit 
que  Ton  ait  une  identité  de  la  forme 

{Ix  -h  l'y  -h  Vzy  +  {mx  -h  m'y  -{-  m'zf  -{-  (nx  -^  n'y  -{-  n^zy 

=  /i»  (x«  H-  !/•  +  z«). 
Posons  alors 

/    l    =a.h,       V    =0L'.hy      V    =a'./i, 
(45)  m  =  p.h,      m'  =  P'.h,      m'  =  f^\h, 

il  viendra 

^  I  -h  i^x  -h  y'  y  -h  y'zy  =  x*  +  y*  4-  z*. 

On  aura  donc  les  identités  caractéristiques  des  transformations 
orthogonales 

/a«+^«+Y'=l,     a'»H-P'«-^Y'"  =  ^,     a" -f- &'«  +  y'*  =  1 , 
(47)  a'a'  +  P'P'-i-Y'T'=0,     a'a  H- &'&  +  Y'Y  =  Of 

(  aa' -hP3'4-YY'  =  0. 

II  convient  de  remarquer  que  l'on  peut^  sans  inconvénient,  dans 
les  formules  (45)  changer  les  signes  de  toutes  les  quantités  a,  a'  a', 
^9  ?' 9  y 9  Ï9  ïS  T%  ^  1a  condition  de  changer  aussi  le  signe  de  h. 
Nous  pourrons  donc  toujours  supposer  que  le  déterminant 


A  = 


qui  est  égal  à  ±  1  d'après  les  relations  (4),  est  égal  précisément  à  +  i. 
Dés  lors,  le  trièdre  trirectangle  T,  dans  lequel  a,  ^,  y>  ^'>  ^S  ïS 
cl\  y  y  y'  ^^^  1^^  cosinus  directeurs  des  arêtes  Ox,  Ot/,  Oz  est 
superposable  sur  le  trièdre  T^  (0|,  x^,  y^  z^)  et  peut  être  considéré 
comme  résultant  d'un  déplacement  de  celui-ci.  Les  formules  (44)  en 
y  prenant  maintenant  p  =  t  =  (^  =  i,  deviendront 

/   Xj  =  h  (ax  4-  a'  1/  +  a'z)  +  a, 
(48)  y,  =  /i  (Px  4-  a'y  +  g'z)  +  6, 

'   Zi=h  (yx  4-  y'!/  +  y'^)  +  ^- 


a 

a' 

a' 

? 

P' 

&• 

V 
1 

Y' 

y' 

j 


Déplacement 

et 
homothétie. 


Gootxlonnées 

rapportées 

au  cercle  de 

rinOni. 
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Ces  formules  représentent  évidemment  un  déplacement  accom- 
pagné d'une  transformation  homothétique  dont  h  est  le  rapport  d'ho- 
mothétie  et  0^  le  pôle.  L'homothétie  sera  directe  ou  inverse  selon  le 
signe  de  h. 

Nous  sommes  donc  à  même  d'énoncer  la  proposition  suivante  : 

Toute  transformation  homographique  qui  conserve  le  cercle  de 
rinfini  consiste  en  un  déplacement  accompagné,  s*il  y  a  lieu, 
d'une  homothétie  directe  ou  inverse. 

Comme  tout  déplacement  équivaut  à  une  translation  accompagnée 
d'une  rotation  autour  d'un  point  fixe,  comme,  d'autre  part,  la  trans- 
lation laisse  invariable  chaque  point  du  plan  de  l'infini,  nous  pour- 
rons, dans  l'étude  des  relations  entre  un  déplacement  et  l'homogra- 
phie qu'il  établit  sur  le  cercle  de  l'infini,  faire  abstraction  de  la 
translation  et  nous  en  tenir  au  cas  où  l'homographie  conserve  un 
point  0  à  distance  finie  (et  alors  une  infinité  répartis  sur  une  droite). 

Nous  prendrons  0  pour  origine  commune  des  deux  trièdres  et 
alors,  pour  rester  dans  le  cas  général  où  le  déplacement  serait  com- 
pliqué d'une  homothétie,  nous  aurons 


(49) 


Si  /i  =  —  1,  l'homothétie  se  réduit  à  une  symétrie  par  rapport  au 
point  0;  si  /i  =  1,  il  n'y  a  plus  d'homothétie. 

110.  Ceci  posé,  introduisons  l'homographie  qui  relie  les  points 
du  cercle  de  l'infini,  et,  en  premier  lieu,  cherchons  une  représenta- 
tion des  points  de  ce  cercle  en  fonction  d'un  paramètre  X. 

Si  nous  prenons  ac,  i/,  z  proportionnels  à  (1  -f-  X*)  t,  1  —  X*,  2X, 
en  sorte  que 

(50)      po;  =  (1  -h  X*)  t,      pi/  =  1  —  X%      pz  =  2X,      t  =  0, 

le  point  correspondant  à  ces  coordonnées  est  un  point  Q  du  cercle 
de  l'infini,  car  ses  coordonnées  vérifient  l'équation 

p«  (X«  +  y«  4-  2«)  =  -  (1  H-  X«)«  H-  (1  -  X»)*  4-  4X«  =  0. 

Pareillement  à  une  valeur  X'  du  paramètre  X  il  correspondra  un 


«1 

Z3 

h{ax  H- 

«'y 

+ 

a.'z), 

Vi 

= 

h(^x  -h 

^'y 

+ 

P'^), 

^1 

— 

h  {-^x  4- 

t'y 

+ 

y' 2). 
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autre  point  Q'  à  rinOni  pour  lequel  Xy  i/,  z  sont  proportionnels  à 
(1  +  V»)  »,  (1  —  V%  2X',  en  sorte  que 

(  p'x'=(l  +  X")i, 

(51)  p'i/'=(l-V«), 

Les  points  Q  et  Q'  sont  les  points  circulaires  du  plan  mené  par  la 
droite  QQ'  et  par  le  point  0.  Ce  plan  a  une  équation  de  la  forme 

ux  -I-  vy  4-  loz  =0. 

En  exprimant  que  Q,  Q'  sont  deux  points  de  ce  plan,  nous  voyons 
que  \j  V  doivent  être  racines  de  Téquation 

ui  (1  -1-  X«)  -M)  (1  —  V)  4-  2w\  =  0, 

ce  qui  donne,  en  calculant  XX'  et  X  +  X' , 

(52)  •: = rr —  =  -: • 

^  tu  +  V       —  2w       %u  —  V 

Le  plan  mené  par  0  et  dont  Q,  Q'  sont  les  points  circulaires,  a 
donc  l'équation  suivante  : 

t  (1  H-  XX').a;  4-  (1  —  XX')  y  4-  (X  4-  X')  z  =  0. 

La  perpendiculaire  OP  à  ce  plan  a  donc  pour  équations 

X  y  z 

^^^^  i(i  4-xxo""r=Tv  =  xTv""''' 

Cette  perpendiculaire  perce  au  point  P  le  plan  de  l'infini.  Le 
point  P  est  le  pôle  de  la  droite  QQ'  par  rapport  au  cercle  de  l'infini, 
en  sorte  que  PQ,  PQ'  sont  les  deux  tangentes  issues  de  P  à  ce  cercle 
et  les  plans  OPQ,  OPQ'  sont  les  deux  plans  isotropes  menés  par  OP, 
c'est-à-dire  les  plans  menés  par  OP  tangentiellement  au  cercle  de 
l'infini. 

Les  formules  (53)  reviennent  «^  représenter  toute  droite  OP  issue 
de  0  à  l'aide  des  paramètres  X,  X'  des  points  Q,  Q'  où  le  cercle  de 
l'infini  est  touché  par  les  plans  isotropes  menés  par  0P(*). 


(1)  Ces  coordonnées  ont  été  introduites  dans  Tétude  des  propriétés  des  fig-ures 
planes  autour  d'une  conique  par  M.  Darbouz,  sur  une  ClMse  remarquable  de  courbes 
et  de  sw/aces.  Je  m'en  suis  servi  dans  mon  Mémoire  sur  les  lignes  géodésiques  (Sat. 
étrangers). 


Application 
aux  figures 
sphériques; 
coordonnées 
symétriques. 
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Désignons  par  j  la  valeur  commune  des  rapports  (53);  quand 
9  varie,  Xj  t/,  z  représentent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  droite  OP. 

Cherchons  en  particulier  les  points  M,  M'  où  cette  droite  perce 
la  sphère  de  rayon  1  et  de  centre  0.  Il  faut  e:Kprimer  que  x*  -f-  y* 
-I-  z*  =  4,  ou  que 

9*  [-  (1  +  XV)*  +  (1  -«  aX')«  +  (X  -f-  X')']  =  1, 


c'est-à-dire 


a«  [X  -  XT  =  1, 


±1 


ou  5  =  r TT'  Gomme  rien  ne  distingue  X  de  X',  nous  pouvons 

A  ""—  A 


prendre  <j  = 


X  — X 


7  •  Seulement  il  faut  observer  que  si  l'on  échange 


X  et  X',  x,  y,  z  changent  de  signes  et  que  l'on  passe  dès  lors  du  point  M 
à  son  symétrique  M' .  Nous  aurons  ainsi  : 


(54)    (Co«rdoBoées  de  M)  x=zi 


.  4  -I-  XX' 


X  — X' 


y  = 


(54)'   (Co»TdoaBéesdeM')a;  =  t 


.  1  4-  XX' 


X'  —  X 


,  y  = 


i  —  XX' 
X-X' 

1~XX' 
X'  — X 


y  z 


X' 


A  —  A 


^  » 


>    Z  = 


X-^X 
X'— X 


Les  paramètres  X,  X'  ont  été  appelés  coordonnées  symétriques  à  là 
surface  de  la  sphère  à  cause  de  la  forme  symétrique  qu'elles  font 

prendre  au  ds*  de  la  sphère,  ds\=  i  — 7775     • 

(X  —  X  ) 

Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  que  X,  X'  sont,  sur  la  sphère,  les 
paramètres  des  génératrices  rectilignes  imaginaires.  En  effet,  si  X 
reste  fixe,  le  point  Q  reste  fixe  et  le  point  M  se  meut  dans  le  plan 
mené  par  le  point  0  tangent  en  Q  au  cercle  de  l'infini,  ou  plutôt  sur 
la  ligne  d'intersection  de  ce  plan  avec  la  sphère. 

Or,  ce  plan  est  tangent  suivant  la  génératrice  OQ  au  cône  asymp- 
tote (isotrope)  de  la  sphère,  c'est  donc  un  plan  asymptote  qui  coupe 
la  sphère  suivant  deux  génératrices  rectilignes  qui  concourent  au 
point  Q  à  l'infini.  Le  point  M  décrit  une  de  ces  droites  et  le  point  M' 
décrit  l'autre. 

Même  interprétation  pour  X'  ;  en  sorte  que  X,  X'  sont  les  paramè- 


(t)  Voir  Darboux,  Leçons  tur  la  théorie  des  surfaces,  t.  1. 
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très  des  deux  points  Q,  Q'  où  les  génératrices  rectilignes  de  la  sphère 
qui  passent  en  M  vont  couper  le  cercle  de  l'infîni. 

Du  reste,  la  forme  linéaire  des  équations  (53)  suffirait  à  prouver 
que  lorsque  X  ou  X'  varient  seuls,  le  point  M  décrit  une  droite  située 
sur  la  sphère. 

Ceci  posé,  imaginons  que  Ton  effectue  un  déplacement  autour  du 
centre  de  la  sphère.  Un  point  M  de  la  sphère  viendra  occuper  une 
position  M,  sur  la  même  sphère.  Les  génératrices  rectilignes  de  la 
sphère  issues  de  M|  seront  les  homologues  de  celles  qui  sont  issues 
de  M,  en  sorte  que  les  points  Q|,  Q[  où  les  premières  coupent  le  cercle 
de  rinfini  sont  les  homologues  des  points  Q,  Q'  où  les  secondes  cou- 
pent ce  même  cercle.  La  raison  en  est  que  ce  cercle  est  le  lieu  des 
homologues  de  ses  propres  points. 

Or,  quand  deux  points  Q,  Q|  d'une  conique  se  correspondent  homo- 
graphiquement,  et  que  X,  \  sont,  comme  dans  l'espèce,  deux  para- 
mètres correspondant  d'une  manière  hi-univoque  à  ces  deux  points, 
l'homographie  se  traduit  par  une  relation  linéaire  entre  les  deux 
paramètres. 


(55) 


X.= 


aA 


cX  -f-  e 


Considérons  alors  les  coordonnées  (X,  X')  du  point  M  sur  la  sphère 
et  soient  X^,  Xi  les  coordonnées  du  point  M^,  homologue  du  point  M; 
comme  Xp  X|  sont  les  paramètres  des  points  Q^,  Q[  homologues  des 
points  Q,  Q'  sur  le  cercle  de  l'infini,  on  passera  des  uns  aux  autres 
par  la  même  transformation  linéaire. 


(56) 


\  = 


aX 


cX 


x;  = 


aV 


cV 


Ainsi  s'explique  qu'à  tout  déplacement  autour  d'un  point  fixe  se 
trouve  attachée  une  certaine  transformation  linéaire  à  une  variable. 


112.  Un  calcul  facile  permet  tout  à  la  fois  d'obtenir  l'équation  (55) 
et  de  traiter  la  question  réciproque,  c'est-à-dire  de  remonter  de  la 
transformation  (55)  au  déplacement  lui-même. 

Soient  x,  t/,  z,  0  les  coordonnées  homogènes  du  point  Q  situé  sur  le 
cercle  de  l'infini  ;  x^^  y^ ,  Zj,  0  celles  du  point  Q|  situé  sur  le  même  cercle. 
Comme  Q^  est  l'homologue  de  Q  dans  le  déplacement,  on  doit  avoir 

ccj  =  ax  -^  a'  1/  -I-  a'z,       y,  =  ^o;  M-  ...>       z^  =±=  ysc  -I-  ... 


Cinématique, 
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Mais  les  coordonnées  x^  y,  z  sont  proportionnelles  à  (1  +  'k*)i, 
(1  —X*),  2X  et  x^,  î/|,^i  proportionnelles  à  (1  -f-XÎ)i,  (1 — XÎ),2X|; 
on  aura  donc,  p  désignant  un  ooeffident  de  proportionnalité» 

/   p  (1  +  Xî)t  =  a  (1  H-  y})i  +  a'  (1  -  X«)  4-  2a'X, 

(57)    j  p  (1  -  Xî)    =  ^1  -H  X*)i  H-  P'  (1  -  X«)  +  23'X, 

(  p.2X,  =  ï  (1  +  X«)i  +  y'  (1  -  X*)  +  S/X. 

On  tire  des  deux  premières  de  ces  équations 
2ip  =  (a  +  Pt)  (1  4-  X«)t  -f-  (a'  +  p'  t)  (1  -  X«)  +  2  (a'  +  P't)X, 
d'où  par  division  avec  la  dernière, 

\^_ Y(i  4-X')i  +  Y'(i  -X')4-2y^X 

t  ""  (a  +  Pi)  (1  +  X*)i  4-  (a'  H-  P't)  (1  —  X«)  4-  2(a'  +  P'i)X" 

Or,  la  fraction  du  second  membre  se  simplifie  par  suite  d'un  fac- 
teur commun  aux  deux  termes  et  se  réduit  à 

(^  +  ^i  +  ^'i^^>)x  +  (-('  +  i)t±li±^^2szï. 

Ce  qui  est  bien  une  équation  linéaire  de  la  forme  (55). 

Maintenant,  en  partant  de  l'équation  linéaire,  on  peut  se  proposer 
de  retrouver  le  déplacement. 

Regardons  dans  la  formule  (55)  a,  b,  c,  d  comme  donnés  et  cher- 
chons  les  expressions  correspondantes  des  9  cosinus  a,  a'ya'^,  p,  p', .... 

Nous  nous  donnerons  a,  b,  c,  d  sous  la  forme  suivante  : 

où  I,  m,  n,  r  seront  des  arbitraires  réelles  ou  imaginaires  comme 
a,  b,  c,  cl. 
L'équation  (55)  prend  la  forme 

(58)'  x,=<;-^*y,-"*"*-.^ 

^    ^  *      (mt  4-  î)  X  4-  r  -^  tu 

Identifions-la  avec  l'équation  (58)  < 
Nous  serons  amené  à  écrire 

iy  —  y'  =  P  (**  +  ^^)> 

y'  —  1   =  P  (mt  —  l)i 


I 


I 
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a   -f-  pi  +  a't  —  &'  =  P  (mi  4-  I), 
i^(^  +  P^  +  ^'^  -  &')  =  P  (r  -  in), 

où  P  est  un  coefficient  de  proportionnalité. 

tni  +  l 
En  combinant  ces  équations  et  posant  P  =  2  — =r —  >  en  sorte 

que  D  est  encore  un  coefficient  de  proportionnalité,  on  trouve 

i^-f'=     2  (»•  +  »»H»'*  +  0, 

(59)  '  y'  —i  =  —  2 


D 

I» 

+  m* 
D      ' 

n« 

+  r» 

Par  soustraction,  les  deux  dernières  équations  (59)  donnent 

p  4-  in*  4-  n*  +  r* 

(60)  p ^^  =  1, 

équation  qui  fait  connaître  D. 
On  trouvera,  au  contraire,  par  addition 

^       n*  -h  r*  —l*  —  m* 

ï  = 5 ' 

et,  par  multiplication, 

,..       ._       .  (?' 4- m»)  (n« -f  r«) 

d*où  Ton  tire,  en  se  souvenant  que  (ty  4-  y')  (•Y  —  ï')  =  Y**  —  ''> 

i,.       ,..  _  y"  -  i  _       g  (t^  +  ^*)  (»'  +  »-•) 
"^       '   ~  lY  —  y'  d  (r  +  in)  (mt  +  I) 

=  2 g 

De  cette  équation  combinée  avec  la  première  équation  (59)  on 
tirera  y»  y'  P^^  addition  et  soustraction  ;  comme  on  a  déjà  trouvé  y' 
on  aura,  en  somme,  les  valeurs  de  y^  yS  y" 

(61)  Y  =  2 ^—5       y'=2 g— > 

-      —  l*  ^  m*  -i-  n*  4-  r* 
^  D 
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Pour  avoir  maintenant  a,  a',  a"  p,  ^',  p'  nous  aurons  recours  aux 
formules  (57). 

SI,  d'abord,  dans  la  dernière  de  ces  formules  nous  remplaçons 
Yj  y'>  ï'  P**^  leurs  expressions  (61)  et  X,  par  son  expression  (58)', 
nous  aurons  la  valeur  de  p 

_  [(mi  +  0  X  +  (r  —  in]« 
(^2)  p  = j^ 

Les  deux  premières  équations  (57)  deviennent  alors,  en  y  rempla- 
çant X|  par  sa  valeur  (58)'  et  p  par  sa  valeur  (62), 

1  1 

zr  [(mi  -h  1)1 -h  (r^  i7i)y  -^  ^[(r  -{-  in)  X  -4-  (mi  —  l)f 

=  a  (1  -I-  X«)t  +  a'  (1  —  X«)  +  2a'X, 
I  i  [(mi  4-  0  X  H-  (r  -  tn)]«  -  1  [(r  ^  in)  X  H-  (m i  -  1)7 

!  =  P  (1  +  X*)  i  +  p'  (1  —  X')  +  2y\, 

Il  suffit  alors  d'identifier  dans  les  deux  membres  de  chacune  de 
ces  équations  les  coefficients  de  X',  X,  1  pour  avoir  les  expressions 
cherchées  de  a,  a',  aS  ^,  ^',  ^'. 

On  trouve  ainsi  les  valeurs  suivantes,  auxquelles  sont  jointes  les 
valeurs  déjà  trouvées  de  y?  yS  ï'  • 

l*— m* — n^  +  r'^      ,     Am-hnr  _      Ati'—mr 

1  «=  D '  "=^-D-'  *=2--D— ' 

i  ^     ^Zm — nr  .,       —î'H-m'— n'4-r"     ^.     _mrn-Zr 

Y=2— ô— '  ï=2— ^-,  Y=  5 ' 

D  =  [*  4-  m"  -f-  n*  -I-  )•'. 

Ce  sont  les  formules  d'Euler,  retrouvées  par  Olinde  Rodrigucs  et 
démontrées  à  la  page  197. 

On  peut  donner  des  paramètres  2,  m,  n,  r  l'interprétation  géomé- 
trique suivante  : 

Cherchons  les  paramétres  des  points  diamétralement  opposés  I,  V 
où  l'axe  de  rotation  perce  la  sphère.  Soient  X,  X'  les  paramètres  de 
ces  points  (on  sait  qu'on  passe  de  I  à  F  en  échangeant  simplement 
X  et  X').  I  coïncide  avec  son  homologue  Ip  en  sorte  que  les  paramé- 
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Ires  de  Ip  qui  se  déduisent  de  X,  V  par  la  formule  (58)'^  doivent  être 
encore  égaux  à  X  et  à  X'. 
On  voit  donc  que  X>  X'  doivent  être  racines  de  Téquation 

.  (r  -t-  in)  -{-mi  —  l 

(mi  -i-  l)\  -{-  r  —  in 
ou 

{l  +  mi)  X*  —  2tnX  -+-  t  —  m»  =  0. 

On  tire  de  cette  équation  les  suivantes  : 

l  -h  mi 2»n    l  —  mi 

ï        "  XTV  ""     XX' 
d'où 

{  m  n 


9 


(1  4-  XX')t       1  —  XX'       X  +  X' 

et  il  suffit  de  comparer  aux  formules  (53)  pour  constater  que  les 
cosinus  directeurs  de  Taxe  sont  proportionnels  précisément  à  /,  m,  n. 
On  verra  dans  la  note  I  de  M.  Darboux  que  si  6  est  l'amplitude 
de  la  rotation,  on  a  la  relation 

(63)  ^  =cotg^- 

Le  déplacement  n'est  réel  que  si  les  rapports  des  quantités  l^  m, 
n,  r  le  sont. 
Les  Nous  avons  vu  comment  les  déplacements  dans  le  plan  se  trou- 

substitutions    vaient  liés  aux  transformations  linéaires  entières  à  une  variable.  Il 
^..  résulte  de  ce  qui  précède  qu'à  toute  rotation  autour  d'un  point  se 

autour  d'un     trouve  attachée  une  transformation  linéaire  fractionnaire  portant 
point  fixe.      gQj.  une  variable  complexe. 

Nous  avons  déjà  dit  qu'un  ensemble  d'opérations  est  dit  former  un 
groupe  si  le  résultat  de  deux  opérations  successives  quelconques  de 
cet  ensemble  est  équivalent  à  une  seule  opération  du  même  ensemble. 
Par  exemple,  l'ensemble  de  toutes  les  transformations  linéaires  forme 
un  groupe.  Dans  ce  groupe  même  on  peut  distinguer  des  transforma- 
tions définies  par  un  certain  nombre  de  propriétés  de  manière  que 
cet  ensemble  de  transformations  particulières  forme  lui-même  un 
groupe  (on  dit  alors  un  sous-groupe  dans  le  groupe  général). 

De  même  pour  les  rotations  autour  d'un  point,  leur  ensemble  forme 
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un  groupe  dans  lequel  il  est  possible  de  détacher  des  groupes  plus 
particuliers  ou  sous-groupes. 

Considérons,  par  exemple,  l'ensemble  des  rotations  qui  ne  font 
qu'échanger  entre  eux  les  sommets  d'un  polyèdre  régulier.  L'en- 
semble limité  de  ces  rotations  constitue  un  groupe  au  sens  qui  vient 
d'être  défini. 

Prenons  alors  l'ensemble  des  substitutions  linéaires  attachées 
chacune  à  l'une  des  rotations  précédentes.  Ces  substitutions  vont 
former  un  groupe  qui  est  l'image  analytique  du  premier. 

Nous  aurons  de  la  sorte  un  groupe  de  substitutions  dérivé  du  groupe 
des  rotations  qui  superposent  à  lui-même  un  tétraèdre  régulier;  ce  sera 
le  groupe  du  tétraèdre.  On  aura  de  même  les  groupes  de  l'hexaèdrei 
de  l'octaèdre,  du  dodécaèdre,  de  l'icosaèdre.  Ces  groupes  de  substi 
tutions  linéaires  se  trouvent  liés  à  des  questions  d'analyse  impor 
tantes.  Nous  renverrons  pour  ce  sujet  au  livre  de  M.  Félix  Klein  : 
Sur  Vlcosaèdre. 


NOTES  DE  M.  G.  DARBOUX 


NOTE  I 

Nouvelle  démonstration  des  formules  d'Ëuler 
et  d'Olinde  Rodrigues. 


La  démonstration  suivante  est  directe  et  offre  une  interflrëtation 
immédiate  des  paramètres  qui  figurent  dans  ces  formules. 

Considérons  un  déplacement  d'une  figure  autour  d'un  point  fixe 
dans  l'espace. 

Un  point  de  la  figure,  qui  occupait  primitivement  la  position  M,  vient 
occuper,  après  le  déplacement,  une  position  M|.  Soit  A  l'axe  de  la  rota- 
tion équivalente  à  ce  déplacement,  et  6  l'amplitude  de  cette  rotation. 

Les  points  M,  M^  sont  sur  une  même  circonférence  de  cercle,  dont 
le  centre  est  en  P  sur  l'axe  A  et  dont  le  plan  est  normal  à  cet  axe. 

L'angle  MPM^  est  justement  égal  à  l'angle  6.  Menons  en  M,  M^  les 
tangentes  à  ce  cercle;  ces  tangentes  se  coupent  en  un  point  Q  et  la 
droite  PQ  bissecte  l'angle  MPM^. 

Concevons  que  la  figure  se  trouve  animée  autour  de  l'axe  A  d'une 

rotation  continue  avec  une  vitesse  angulaire  représentée  par  tang^;  le 

segment  MQ  représente  évidemment  la  vitesse  linéaire  du  point  M 
dans  ce  mouvement. 

Si  donc  a,  ^,  y  sont  les  cosinus  directeurs  de  l'axe  A;  ce,  y,  z  les 
coordonnées  du  point  M,  les  projections  du  segment  MQ  seront  four- 
nies par  les  formules  connues  qz  —  ry, ...,  où  les  composantes  de  la 

0  0  6 

rotation  p,  g,  r  sont  ici  a  tg  ->  p  tg  -  >  y  *g  S'  Ces  projections  seront 

donc 

0  0  0 
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En  leur  ajoutant  les  coordonnées  x,  i/,  z  du  point  M,  nous  aurons 
les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  point  Q, 

8 

(1)  {  Y  =  i/  +  (yx  — az)tg-, 

0 
Z=  z  4-(at/  — px)tg-- 

Mais  on  peut  aussi  regarder  le  point  Q  comme  l'extrémité  du  seg- 
ment M^Q  qui  représente  évidemment  la  vitesse  linéaire  du  point  H| 
dans  une  rotation  autour  de  A,  effectuée  dans  le  sens  inverse  du  pré- 
cédenty  avec  la  même  valeur  de  la  vitesse  angulaire. 

En  raisonnant  comme  plus  haut  et  désignant  par  x^,  y^,  z^  les 
coordonnées  du  point  M^  nous  aurons  donc  les  nouvelles  expressions 
des  coordonnées  du  point  Q, 

Ô 
X  =  X4  — (Pzj-Yî/O^rg' 

(2)  ^  Y  =  y,  —  (yx,  —  a«j)  tg  ^. 

Z  =z,  —  («y,_px^tg-• 
Dans  ces  formules  et  dans  les  précédentes  introduisons  les  notations 

0       1  0       m  On 

(3)  «tg-  =  -,       Ptg^  =  -,      Ytg2  =  - 

et  égalons  les  valeurs  trouvées  pour  X,  pour  Y,  pour  Z.  Nous  aurons, 
après  avoir  chassé  le  dénominateur  r, 

j  rx  -H  mz  —  ni/  =  rx^  —  mz^  -f  ni/^, 

(4)  I   ry  -h  nx  —Iz   =  ry^  —  nxj  h-  Iz,, 

(  rz  4-/2/    —  mz=  rz^  —  ly^    4-  mx^. 

Ces  formules  vont  nous  permettre  d'exprimer  Xp  t/^  z^  en  fonc- 
tions de  X,  y,  z. 

En  multipliant  d^abord  par  I,  m,  n  et  ajoutant,  nous  déduirons  des 
équations  (4)  la  suivante  : 

(5)  Ix  -{-  my  H-  nz  =  Ix^  -{-  mx^  ■+■  nz^. 
Considérons  maintenant  les  équations  (4)  et  (5).  Pour  obtenir  la 
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valeur  de  x^  nous  allons  les  ajouter  après  les  avoir  multipliées  respec- 
tivement par  le  coefficient  de  x^  dans  chacune  d'elles;  par  r,  —  n,  m 
et  l  par  conséquent.  Les  variables  i/^  z^  disparaissent,  et  il  reste 

(l*  4-  m*  4-  n*  4-  r*)  x^  =  [I'  —  m*  —  n*  4-  r*]  x 

4-  2  [Jm—  nr]  t/  4-  2  [in  4-  mr]  z; 
on  trouvera  de  môme 

(('  4-  m*  4-  n*  4-  r')  1/1  =  2  (im  4-  nr)  x 

4-  (t'  4-  m*  —  n'  4-  r')  t/  4-  2  (tnn  —  ir)  «, 
(Z*  4-  m*  4-  n*  +  r')  z^  =  2  (In  —  mr)  x 

4-  2  (mn  4-  Ir)  1/  4-  (—  Z'  —  m*  4-  n*  4-  r')  «. 

On  retrouve  les  formules  d'Olinde  Rodrigues. 
Les  formules  (3)  prouvent  que  l,  tn,  n  sont  proportionnels  aux 
cosinus  directeurs  de  l'axe  de  rotation,  tandis  que  l'on  a 

(6;  r  =  Kt«  4-  tn«  4-  n' .  cotg  -• 
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NOTE  II 


Sur  les  renversements  et  les  inversions  planes. 


Inversion 
plane. 


Renversement.       1 .  Nous  app43lons  renversement  une  rotation  de  180°  d'une  figure 

autour  d'une  droite  de  l'espace  et  inversion  plane  une  transformation 
par  symétrie  par  rapport  à  un  plan. 

Les  renversements  et  les  inversions  planes  permettent  d'étudier  et 
de  composer  très  simplement  les  divers  déplacements  de  l'espace. 

Soit  d'abord  à  effectuer  une  rotation  d'amplitude  6  dans  le  sens 
direct  autour  d'un  axe  A.  On  pourra  remplacer  cette  rotation  par 
deux  inversions  planes  successives  dans  les  conditions  suivantes.  On 
prendra  d'abord  un  plan  P^  quelconque  passant  par  A  et  on  l'amè- 
nera dans  la  position  P,  par  une  rotation  directe  autour  de  A,  d'am- 
plitude -  • 

Le  résultat  des  deux  invei^sions  planes  successives  prises  par  rap- 
port à  P|  (Taboi^d,  puis  par  rapport  à  P,,  équivaut  à  une  simple 
rotation  directe,  d'amplitude  6  autour  de  l'axe  A. 

Une  interversion  dans  l'ordre  des  inversions  équivaudrait  à  un 
changement  dans  le  sens  de  la  rotation  autour  de  A. 

II  est  permis  de  faire  tourner  arbitrairement  autour  de  son  arête  A 
le  dièdre  formé  par  les  plans  P|,  P,  sans  qu'ils  cessent  de  fournir  une 
représentation  de  la  rotation.  En  effet,  le  plan  P^  est  un  plan  quel- 
conque mené  par  l'axe  A. 

Si  l'angle  0  vaut  180°,  c'est-à-dire  s'il  s'agit  d'un  renversement 
autour  d'un  axe  A,  le  sens  de  la  rotation  est  indifférent,  ainsi  que 
l'ordre  des  inversions  planes  relatives  aux  plans  P^  et  P,;  ces  plans 
sont  alors  rectangulaires. 

Ainsi  un  renversement  équivaut  à  deux  inversions  planes  relatives 
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à  deux  plans  rectangulaires  quelconques  se  coupant  suivant  l'axe  du 
renversement. 

Représentation      2.  Considérons  les  deux  plans  P^,  P,  définis  précédemment,  qui 
des  rotations    serve;nt  à  représenter  par  deux  inversions  planes  successives  une 
par  des        rotation  d'amplitude  6  autour  d'un  axe  A. 

renversements.         _  * 

Elevons  dans  chacun  de  ces  plans,  et  en  un  même  point  Q  de  A 

une  perpendiculaire  à  cette  droite.  Soient  A|,  A,  ces  deux  perpendi- 
culaires contenues  respectivement  dans  les  plans  P^  et  P,  et  dési- 
gnons par  P  le  plan  de  ces  deux  droites. 

Je  dis  que  les  renversements  successifs  autour  des  droites  \  et 
A,  sont  équivalents  à  la  rotation  directe  d^amplitude  6  autour 
de  A. 

En  effet,  le  renversement  autour  de  A|  équivaut  à  une  inversion 
par  l'apport  à  P^  suivie  d'une  inversion  par  rapport  à  P;  tandis  que  le 
renversement  autour  de  A,  équivaut  à  une  inversion  par  rapport  à  P 
suivie  d'une  inversion  par  rapport  à  P,.  Les  deux  renversements 
successifs  autour  de  \  et  de  A,  équivalent  donc  aux  inversions  planes 
suivantes,  dans  l'ordre  même  où  elles  se  trouvent  énumérées  :  inver- 
sions par  rapport  à  Pp  par  rapport  à  P,  encore  par  rapport  à  P,  puis 
par  rapport  à  P,  ;  or,  les  deux  inversions  successives  par  rapport  à  P 
se  détruisent  et  il  reste  une  inversion  par  rapport  à  P^,  suivie  d'une 
inversion  par  rapport  à  P,,  c'est-à-dire  la  rotation  0. 

Il  est  clair  que  les  droites  A|,  A,,  comme  les  plans  P^  P„  n^ont 
pas  une  position  déterminée  et  qu'on  peut  leur  imprimer  le  mouve- 
ment du  verrou  autour  de  A,  c'est-à-dire  les  faire  glisser  et  tourner 
tout  d'une  pièce  d'une  manière  quelconque  autour  de  A,  sans  qu'elles 
cessent  de  représenter  la  rotation.  Ainsi  : 

Une  rotation  est  parfaitement  représentée  par  un  angle  dont  le 
sommet  est  sur  l'axe  de  rotation^  son  plan  étant  perpendiculaire 
à  cet  axe  et  sa  grandeur  égale  à  la  moitié  de  la  rotation, 

Beprésentation      3.  Les  inversions  planes  par  rapport  à  des  plans  parallèles  repré- 
des  sentent,  comme  on  sait,  les  translations.  Voici  la  proposition  précise 

ii-anslations.    relative  à  cette  représentation. 

Une  translation  finie  peut  être  représentée  par  deux  inversions 
relatives  à  des  plans  parallèles,  qui  sont  perpendiculaires  à  la 
translation  et  dont  la  distance  est  égale  à  la  moitié  de  la  trans- 
lation. 

Si  l'on  intercale  entre  ces  deux  inversions  deux  autres  inversions 
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prises  relativement  à  un  même  plan  perpendiculaire  aux  précédents, 
inversions  dont  l'ensemble  ne  produit  aucun  déplacement,  on  voit 
que  toute  translation  finie  équivaut  à  deux  renversements  autour 
de  deux  droites  parallèles  qui  sont  perpendiculaires  à  cette  trans- 
lation et  dont  la  distance  est  égale  à  la  nwUié  de  la  translation. 
Le  plan  de  ces  droites  est  parallèle  à  la  translation. 

Composition  4*  Ceci  posé,  appliquons  les  considérations  qui  précèdent  en  pre- 
des  routions,    mier  lieu  à  la  composition  de  deux  rotations  autour  d'axes  concourant 

en  un  point  0. 

Soient  ÂOA|  et  BOB^  les  angles  qui  représentent  ces  deux  rota- 
tions. Appelons  OC  la  droite  d'intersection  des  plans  de  ces  deux 
angles.  Nous  pourrons,  nous  le  savons,  faire  tourner  l'angle  AGA^ 
dans  son  plan,  de  manière  à  amener  OA^  sur  la  droite  OC,  l'angle 
AOAj  prend  ainsi  la  position  DOC,  sans  cesser  de  représenter  la 
même  rotation.  Faisons  de  même  tourner  BOB^  dans  son  plan  de 
façon  à  amener  OB  sur  OC;  cet  angle  BOB^  prend  ainsi  la  position 
COD|,  et  cela  sans  cesser  de  représenter  la  même  rotation.  Or, 
actuellement,  les  deux  rotations  successives  sont  représentées  par  les 
renversements  suivants  qui  doivent  être  effectués  dans  l'ordre  de 
rénumération  :  autour  de  OD,  autour  de  OC,  autour  de  OC,  autour 
de  OD^. 

Les  deux  renversements  consécutifs  autour  de  OC  se  détruisent,  et 
il  reste  seulement  le  renversement  autour  de  OD  suivi  d'un  renver- 
sement autour  de  OD^,  c'est-à-dire  la  rotation  représentée  par 
l'angle  DOD^. 

On  voit  la  marche  qu'il  faudrait  suivre  pour  composer  plusieurs 
rotations  se  succédant  dans  un  ordre  donné  et  qui  auraient  lieu 
autour  d'axes  concourants  (^). 

Il  y  a  lieu  d'observer  que  la  méthode  précédente  conduit  à  une 
démonstration  nouvelle  et  élémentaire  de  cette  proposition  que  tout 
déplacement  Rni  autour  d'un  point  équivaut  à  une  rotation.  En  effet, 
par  une  première  rotation  on  amènera  d'abord  un  point  M  du  corps 
dans  sa  position  définitive  M^  et  il  n'y  aura  plus  qu'à  effectuer  une 
seconde  rotation  autour  d'un  axe  joignant  M^  au  point  fixe  [.our 
amener  le  corps  dans  sa  position  finale.  Or,  il  résulte  de  ce  qui 
précède  que  ces  deux  rotations  pourront  être  remplacées  par  une 
seule  que  nous  savons  construire. 


(})  Cette  représentation  met  en  évidence  un  lien  entre  la  composition  des  rota- 
tions et  la  théorie  des  quatemions. 
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Représentation 

d'un 

xnonvement 

quelconque. 


Retour  au 

déplacement 

hélicoïdal. 


5.  Traitons  le  cas  du  mouvement  fini  le  plus  général.  On  peut 
toujours  le  réaliser  en  amenant,  par  une  translation,  un  point  M  de 
la  figure  invariable  dans  sa  nouvelle  position  M^  puis  en  effectuant 
une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  M^. 

La  translation  se  ramène  à  deux  inversions  relatives  à  deux  plans 
parallèles  P  et  P,  ;  la  rotation  équivaut,  de  même,  à  deux  inversions 
autour  de  deux  plans  qui  se  coupent  en  P,,  P,.  Donc,  tout  déplacement 
équivaut  à  quatre  inversions  autour  des  plans  P,  P^,  P,,  P,,  dont  les 
deux  premiers  sont  parallèles.  Mais,  comme  on  peut  faire  tourner 
le  dièdre  P|,  P,  d'un  angle  quelconque  autour  de  son  arête,  on  peut 
supposer  que  P  et  P^  ne  sont  plus  parallèles.  Alors  les  deux  pre- 
mières inversions  définiront  une  rotation,  ainsi  que  les  deux  sui- 
vantes. Donc  : 

Tout  déplacement  fini  d'une  figure  invariable  se  ramène  dune 
infinité  de  manières  à  deux  rotations  successives. 

Soient  A^  et  A,  les  axes  de  deux  de  ces  rotations  et  A  leur  plus 
courte  distance. 

La  rotation  autour  de  A^  pourra  se  représenter  par  deux  renverse- 
ments autour  de  deux  droites  normales  à  A|  au  même  point.  On  peut 
même  supposer  que  A  est  l'axe  de  l'un  de  ces  deux  renvei*sements, 
par  exemple  du  second. 

Nous  représenterons  alors  par  A[,  A  les  axes  de  ces  deux  renver- 
sements. De  même,  la  rotation  autour  de  A,  se  représentera  par 
deux  renversements,  dont  le  premier  pouiTa  être  supposé  avoir  A 
pour  axe,  tandis  que  Taxe  du  second  sera  une  certaine  droite  A^. 
Alors  les  rotations  successives  autour  des  axes  A|  et  A,  sont  équiva- 
lentes aux  quatre  renversements  autour  des  droites  A|,  A,  A,  A^,  dans 
l'ordre  même  de  l'énumération.  Les  deux  renversements  consécutifs 
autour  de  A  se  détruisent  et  il  ne  reste  que  les  renversements,  autour 
de  Aï  d'abord,  autour  de  A^  ensuite. 

Ainsi  :  Tout  déplacement  fini  d'un  corps  solide  se  ramène  à 
deux  renversements  successifs  autour  de  deux  drotfes  A|,  A,. 

La  notion  du  déplacement  hélicoïdal  découle  immédiatement  de  là. 

Menons,  en  effet,  par  \[  deux  plans  rectangulaires  P^,  P^  dont  le 
premier  est  parallèle  à  A^  et  par  A^  deux  plans  rectangulaires  P,,  P^ 
dont  le  premier  est  parallèle  à  A|  et,  par  suite,  au  plan  P^. 

Les  deux  renversements  se  ramènent  aux  quatre  inversions  planes 
suivantes  effectuées  dans  Tordre  de  l'énumération  :  par  rapport  au 
plan  P|,  au  plan  P^,  au  plan  P,,  au  plan  P^. 

Les  deux  inversions  intermédiaires  sont  relatives  à  deux  plans 
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parallèles;  elles  sont  donc  équivalentes  à  une  translation  normale 
à  ces  plans  et,  par  suite,  parallèle  à  la  plus  courte  distance  des 
axes  Ai»  A,.  Or,  une  translation  et  une  inversion  plane  dont  le  plan 
est  parallèle  à  la  translation  sont  deux  transformations  échangeables, 
en  ce  sens  que  l'ordre  dans  lequel  on  les  opère  est  indifférent.  On 
pourra  donc  échanger  cette  translation  avec  la  première  inversion 
plane,  qui,  en  se  combinant  alors  avec  la  dernière,  donnera  lieu  à 
une  rotation  qui  a  lieu  autour  de  la  plus  courte  distance  des  axes 

a;  et  a;. 

On  voit  que  tout  déplacement  fini  se  ramène  à  une  rotation  et 
à  une  translation  parallèle  à  Vaxe  de  la  rotation. 

De  même  qu'une  rotation  est  représentée  par  un  angle,  le  déplace- 
ment précédent  peut  être  représenté  comme  il  suit.  Prenons  sur  l'axe 
du  mouvement  hélicoïdal  un  point  Â  et  élevons  en  A  une  perpendicu- 
laire D|  à  l'axe;  soit  8  l'amplitude  de  la  rotation,  faisons  tourner  D^ 

dans  le  sens  direct  autour  de  l'axe  d'un  angle  ->  de  façon  à  l'amener 

dans  une  position  ÂD|,  puis  faisons  glisser  AD|  dans  le  sens  de  la 

translation  suivant  l'axe  d'une  quantité  égale  à  -y  moitié  de  la  trans- 

lation.  Soit  D,  la  position  ainsi  obtenue.  Le  déplacement  fini  équi- 
vaut à  deux  renversements  autour  des  axes  D|  et  D,  successivement. 
Comme  du  reste  la  position  de  D|  est  arbitraire,  en  ce  sens  que 
D|  est  une  normale  quelconque  à  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal,  on 
voit  que  l'on  pourra  ijipprimer  aux  droites  D|  et  D,  en  bloc  un  mou- 
vement de  verrou  autour  de  l'axe  sans  qu'elles  cessent  de  représenter 
le  mouvement  considéré. 

De  là  résulte  un  moyen  très  simple  de  composer  deux  mouvements 
finis  quelconques.  Car,  soient  D|,  D,  et  D|,  D^  les  droites  qui  les 
représentent,  et  D  la  plus  courte  distance  des  axes  de  ces  deux  mou- 
vements, lesquels  sont  les  perpendiculaires  communes  aux  axes 
D|,  D,  d'une  part,  et  D^,  D^  d'autre  part.  Grâce  au  mouvement  de 
verrou  dont  on  dispose,  on  pourra  amener  D,  et  D[  en  coïncidence 
avec  D,  et  alors  le  mouvement  résultant  des  deux  mouvements 
donnés  s'obtiendra  par  les  renversements  autour  des  droites  D|,  D, 
D,  D^  dans  l'ordre  même  de  l'énumération.  Les  deux  renversements 
intermédiaires  se  détruisent  et  il  reste  simplement  les  deux  renverse- 
.  ments  autour  de  D|  et  de  D^,  qui  représentent  le  mouvement  résultant. 

théorème  de       6.  A  la  considération  des  renversements  se  rattache  très  directe- 
lf«  stéphanos.  ment  un  théorème  élégant  déjà  énoncé  par  M.  Stéphanos  pour  le 
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cas  particulier  d'une  figure  plane  se  déplaçant  dans  le  plan  même 
où  elle  est  tracée  {Bulletin  de  la  Société  philomathiqiÂe  de  Paris, 
1881).  Ce  théorème  consiste  en  ce  que  :  Trois  figures  égales,  situées 
d^une  manière  arbitraire,  coïncident  avec  les  symétriques  d^une 
même  figure,  prises  respectivement  par  rapport  à  trois  droites. 

Soient,  en  effet,  F^,  F,,  F,  les  trois  figures  proposées. 

Conservons  toutes  les  notations  précédentes.  On  passera  de  F^  à  F, 
par  deux  renversements  autour  des  droites  D^  D  puis  de  F,  à  F,  par 
deux  renversements  dont  les  axes  seront  D,  D^.  De  là  il  résulte  qu'on 
aura  une  même  figure  en  prenant  les  symétriques  de  F^,  F,,  F, 
respectivement  par  rapport  aux  droites  D^,  D,  D,,  c.  q.  f.  d. 

Dans  mes  travaux  antérieurs  et  dans  mon  enseignement  j'ai  plus 
d'une  fois  introduit  les  inversions  planes  et  les  renversements  comme 
éléments  propres  à  simplifier  différentes  recherches;  mais,  en  repro- 
duisant ici  la  méthode  que  j'ai  employée  dans  la  note  V  de  mes 
Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  je  tiens  à  indiquer  que  cette 
méthode  était  suivie  depuis  cinq  à  six  ans,  comme  je  Tai  appris 
récemment,  par  M.  P.  Morin,  professeur  à  la  Faculté  des  sciences 
de  Rennes,  et  aussi  à  appeler  l'attention  sur  une  note  de  M.  W.  Burn- 
side  ayant  pour  titre  :  On  ihe  finite  displacémetit  of  a  rigid  body, 
parue  en  1893  dans  le  Messenger  of  Mathematics  et  où  se  trouve 
donnée  la  représentation  d'un  déplacement  hélicoïdal  par  deux  ren- 
versements, ainsi  que  l'application  à  la  composition  de  deux  mouve- 
ments hélicoïdaux  effectués  successivement. 
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NOTE  III 


Sur  les  mouvemeots  algébriques. 


Définition  des 

mouvements 

algébriques. 


Relations 

de  dualité 

entre 

un  mouvement 

et  son  inverse. 


1.  La  position  d'un  corps  dans  l'espace  se  trouve  définie  par 
les  coordonnées  a,  by  c  de  l'origine  et  les  9  cosinus  directeurs 
<x>  ^>  ï>  ^i>  •••  <l'un  triédre  trirectangle  mobile  lié  inTariablement  au 
corps.  En  prenant  pour  ces  9  cosinus,  ainsi  que  pour  a,  b,  c  des 
fonctions  algébriques  de  1,  2,  ...  paramètres,  on  arrive  à  définir  des 
mouvements  algébriques  possédant  1,  2,  ...  degrés  de  liberté. 

Les  mouvements  algébriques  et  leurs  inverses,  qui  sont  aussi  algé- 
briques, présentent  des  relations  de  dualité  dont  l'intérêt  a  été  signalé 
pour  la  première  fois  par  Cbasles  dans  une  curieuse  note,  la  34^, 
insérée  dans  V Aperçu  historique  et  qui  a  pour  titre  :  «c  Sur  la  dua- 
lité dans  les  sciences  mathématiques.  Exemples  pris  dans  l'art  du 
tourneur  et  dans  les  principes  de  la  dynamique  :», 

Nous  indiquerons  seulement  ici  quelques-unes  de  ces  relations, 
pour  en  faire  connaître  la  nature  et  pour  montrer  sur  un  exemple 
le  parti  que  l'on  en  peut  tirer. 

Examinons  d'abord  le  cas  des  mouvements  à  un  paramètre. 

Appelons  C  le  corps  mobile  et  E  l'espace  fixe  auquel  on  rapporte 
son  mouvement.  Le  mouvement  relatif  de  £  par  rapport  à  G  est, 
comme  on  sait,  ce  que  l'on  appelle  l'inverse  du  mouvement  de  C  par 
rapport  à  E. 

Soit  M  un  point  du  corps  C  et  i:  un  plan  de  l'espace  E,  pris  quel- 
conque dans  cet  espace,  de  même  que  le  point  M  a  été  pris  quelconque 
dans  le  corps  C.  Le  point  M  décrit  une  trajectoire,  qui  est  algébrique 
si  le  mouvement  est  algébrique,  et  dont  le  degré  est  égal  au 
nombre  de  fois  que  le  point  M  vient  traverser  le  plan  t\  soit  m  oe 
nombre. 
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Considérons  maioftenant  le  mouvement  inverse.  Dans  ce  mouve- 
ment le  plan  i:  de  l'espace  E  enveloppe  dans  le  corps  C  une  certaine 
surface  développable,  dont  la  classe  est  égale  au  nombre  de  fois  que 
le  plan  x  vient  se  faire  traverser  par  un  point  M  quelconque  du 
corps  C;  ce  nombre  est  précisément  égal  à  m.  On  a  donc  ce  premier 
théorème  : 

Le  degré  de  la  courbe  trajectoire  d*un  point  d*un  corps  solide 
en  mouvement  est  égal  à  la  classe  de  la  développable  enveloppée 
par  un  plan  dans  le  mouvement  inverse. 

Considérons  une  droite  A  du  corps  C  ;  le  degré  de  la  surface  réglée 
engendrée  par  cette  droite  est  égal  au  nombre  de  fois  m  que  la 
droite  A  vient  couper  une  droite  A'  de  l'espace  E. 

Dans  le  mouvemant  inverse,  A'  décrit  une  surface  réglée  dont  le 
degré  est  égal  au  nombre  de  fois  que  A  se  trouve  coupée  par  une 
droite  A  liée  au  corps  C  :  ce  nombre  est  encore  égal  à  tn.  De  là  cet 
autre  théorème  : 

Le  degré  de  la  surface  réglée  engendrée  par  une  droite  d'un 
corps  en  m.ouvement  est  égal  au  degré  de  la  surface  réglée  engen- 
drée par  une  droite  dans  le  mouvement  inverse. 

Prenons  maintenant  le  cas  des  mouvements  à  deux  paramètres. 

Soit  un  point  M  du  corps  C;  le  degré  de  la  surface  algébrique  qu'il 
décrit  est  le  nombre  de  fois  que  le  point  M  vient  se  placer  sur  une 
droite  A  de  l'espace  E.  Considérons  cette  droite  A  dans  le  mouvement 
inverse  ;  elle  engendre  une  congruence  dont  l'ordre  est  égal  au  nombre 
de  fois  que  A  va  passer  par  un  point  M  du  corps  C.  Donc  : 

Dans  un  mouvement  algébrique  à  deux  paramètres^  Vordre  de 
la  surface  trajectoire  d'un  point  est  égal  à  Vordre  de  la  con- 
g)*uence  engendrée  par  une  droite  dans  le  mouvement  inverse. 

On  verrait  de  môme  que  la  classe  de  la  surface  enveloppée  par 
un  plan  est  égale  à  la  classe  de  la  congruence  engendrée  par  une 
droite  dans  le  mouvement  inverse. 


Mouvement  dont  toutes  les  trajectoires 

sont  planes. 

2.  Il  serait  aisé  de  poursuivre  dans  ce  sens  et  de  multiplier  les 
exemples.  Nous  préférons  indiquer  tout  de  suite  comment  les  propo- 

Cinématitjue,  23 


inverse. 
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sitions  précédentes  permettent  de  traiter  certains  problèmes  particu- 
liers, entre  autres  celui-ci  ! 

Trouver  les  mout^emenis  à  un  paramètre  dariê  tes^ftials  touê  les 
pointé  du  corpê  déorivent  deê  courbée  planes  (^)< 

Distinction  Pour  résoudre  cette  question,  nous  établirons  d'abord  une  distinc- 

pi*éaiable.      ^jqq  reiatife  aux  plans  des  tnyectoires.  Il  peut  arriver,  ou  bien  que 

tout  plan  de  Tespace  contienne  la  tngedtoire  d'un  certain  point  du 

corps  mobile,  ou  bien,  au  contraire,  que  les  plans  des  trajectoires 

soient  exceptionnels  dans  l'espace. 

Examinons  d'abord  la  première  hypothèse. 
Emploi  Dans  le  mouvement  inverse,  tous  les  plans  n  liés  à  l'espace  E  iront 

dn  mouvement  passer  chacun  par  un  point  M  du  corps  C  et  envelopperont  chacun  un 

cône  autour  du  point  M  correspondant.  La  classe  de  ce  cône  sera 
égale  au  degré  de  la  trajectoire  plane  du  point  M  dans  le  mou- 
vement direct.  Or,  il  est  aisé  de  montrer  que  le  cône  est  de  révo- 
lution. 

Prenons,  en  effet,  deux  plans  parallèles  II,  tl';  soient  M,  M' les 
points  fixes  par  lesquels  ils  passent  respectivement. 

Les  plans  n  et  H'  conservent  entre  eui  la  même  distance  cons- 
tante a,  et  comme  le  plan  W  passe  par  le  point  fixe  M'^  le  plan  n 
demeure  tangent  à  la  sphère  2  qui  a  pour  centre  le  point  M'  et  le 
rayon  a. 

Puisque,  d'autre  part^  le  plan  II  passe  au  point  fixe  M,  il  est  clair 
qu'il  enveloppe  le  cône  de  révolution  circonscrit  à  la  sphère  2; 
MM'  est  l'axe  de  révolution  de  ce  oône. 

Ciomme  n'  est  l'un  quelconque  des  plans  parallèles  au  plan  n,  on 
voit  que  la  droite  MM',  que  nous  désignerons  aussi  par  A,  est  le  Ueu 
des  points  fixes  par  où  vont  passer  tous  les  plans  parsdlèles  au 
plan  n,  et  que  A  est  l'axe  commun  de  tous  les  cônes  de  révolution 
enveloppés  par  chacun  de  ces  plans. 

A  toute  direction  de  plan  II  correspond  une  droite  A.  Je  dis  que 
toutes  ces  droites  A  sont  parallèles. 

Menons,  en  effet,  par  un  point  fixe  0  un  plan  II^  parallèle  au 
plan  n. 

Ce  plan  enveloppera  un  cône  de  révolution  dont  Taxe  A^  sera  la 
parallèle  à  A  issue  du  point  0.  La  droite  X  issue  de  0  perpendiculai' 
rement  au  plan  II,  engendrera  aussi  un  cône  de  révolution  autour  de 
Taxe  Aq. 

■  ■  ■ ^ T 

(1)  Comptes  rendus  fk  V Académie  des  Sciences,  1881. 
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Ë&vié&g<MiU  ftlom  rensembld  des  plans  II  de  FespAce  E  et  Tea- 
semble  correspondmt  des  normales  X  iBSilee  de  0  à  oes  plans* 

Ces  normales  formanl  autour  de  0  une  figure  de  forme  invariable, 
car  les  angles  des  normàks  sont  invariables  Comme  les  angles  des 
plans  dans  l'espace  £. 

Comme  chacune  de  ceâ  normales  engendré  un  cône  de  révolution, 
en  coupant  par  une  sphère  leur  ensemble,  nous  aurons  une  figure 
sphérique  dç  forme  invariable  dont  tous  les  points  décriront  des 
cercles.  Un  tel  mouvement  ne  peut  consister  qu'en  une  rotation 
autour  d'un  diamètre  fixe  de  la  sphère. 

Il  suit  de  là  que  les  cônes  décrits  par  les  normales  X  et|  par  suite, 
les  tiônes  supplémentaires  enveloppés  par  les  plans  Dq  ont  le  même 
ate  A,  de  révolution.  En  conséquence,  tontes  les  droites  A  sont  bien 
parallèles  entre  elles. 

On  peut  ajouterque,  puisque  Aq  est  fixe  dans  l'espace  aussi  bien 
que  par  rapport  au  système  des  plans  IIq,  les  droites  A  ont  une  direc- 
tion invariable  dani  le  corps  G  et  aussi  dans  l'espace  E. 
Retour  Revenons  maintenant  au  mouvement  direct  du  corps  C  par  rapport 

au  moavement  à  l'espace  fii  Les  trsgectoires  planes  seront  des  courbes  du  second 
direct.  degré  puisque^  dans  le  mouvement  inverse,  les  cônes-enveloppes  sont 
de  révolution,  et  partant  de  la  seconde  classe.  En  outre,  il  y  a  une 
direetinn  de  droites  A  qui  reste  invariable  dans  le  corps  comme  dans 
Pespace,  et  deux  points  du  corps  situés  sur  une  même  droite  A  ont 
leurs  trajectoires  dans  des  plans  parallèles. 

Il  est,  dès  lorSf  naturel  de  prendre  un  système  d'aies  de  coordon- 
nées fixes  dans  lequel  l'axe  0^Z|  sera -parallèle  à  la  direction  inva- 
riable des  droites  A,  tandis  que  l'axe  OZ  du  trièdre  mobile  sera  lui 
aussi  parallèle  à  ces  mêmes  droites. 

Les  formules  qui  représentent  le  mouvement  s^écrivent  alors 

a?!  ss=  a  +  ce  cos  0  —  |/  sin  0, 
yi  3s  b  +  X  sin  0  +  1/  Cos  0« 


Z^  sszC  -h  Z 


» 


Nous  choisirons  9  comme  variable  indépendante  et  il  s'agit  de 
trouver  pour  a,  b,  c  des  expreesions  eonvenables  en  0^  de  sorte  que 
la  trajectoire  d'un  point  quelconque  soit  plane* 

Si  nous  prenons  trois  points  quelconques  {x'^  y' y  z')  {x%  y\  z') 
(x'^',  y"" y  z'")  dans  le  borpSi  ils  décrivent  dans  l'espace  trois  courbes 
planes  situées  dans  des  plans  H',  11%  Q^  qui  peuvent  être  pris  quel- 
conques, d'après  ^hypothèse  qui  nous  a  servi  de  point  de  départ. 
Nous  pouvons^  en  conséquence^  toujours  supposer  que  ces  plans 
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forment  un  trièdre  et  ne  sont  pas  parallèles  à  une  même  droite,  en 
sorte  que,  si  Ton  écrit  leurs  équations 

Vx^  ■+•  m^y^  -h  n*z^  4-  p'  =0, 
Txj  +  m'y^  4-  n'Zj  +  p"  =0, 
Txj  4-  m'^t/j  4-  n'^z^  +  p**  =  0, 

le  déterminant 


V 

m' 

n' 

V 

m' 

n' 

r 

m" 

n" 

ne  sera  pas  nul. 

Exprimons  alors  que  les  points  {x\y'y  z')  {x%  y",  z")  (x'^,  t/'%  z'") 
ont  leurs  trajectoires  dans  ces  trois  plans.  On  obtiendra  les  trois 
équations 

V  [a  -4-  x'  cos  8  —  y'  sin  6]  +  m'  [fe  +  x'  sin  h  -i-  y'  cos  6] 

•^n'  [c  -h  z']  -4-  p'  =  0, 

r  [a  -f-  x'  cos  6  —  y'  sin  0]  +  m'  [6  4-  x'  sin  6  4-  y'  cos  0] 

4-  n'  [c  4-  z']  4-  p'  =  0, 

r  [a  4-  X*  cos  0  —  y'"  sin  8]  4-  m"'  [b  4-  x'"  sin  8  4-  y'^  cos  8] 

4-  n'^  [c  4-  z'^]  4-  p*  =  0, 

que  Ton  pourra  résoudre  en  a,  b,  c  puisque  le  déterminant  de 
ces  équations  est  justement  le  déterminant  précédent,  qui  n*est 
pas  nul. 

On  reconnaît  par  là  que  a,  &,  c  sont  des  fonctions  linéaires  de 
sin  8,  cos  8,  en  sorte  qu'on  a 

x^  =  L  sin  8  4-  L'  cos  8  4-  L'  4-  x  cos  8  —  y  sin  8, 
y^  =  M  sin  8  4-  M'  cos  8  4-  M"  4-  X  sin  8  4-  y  cos  8, 
jTj  =  N  sin  8  4-  N'  cos  8  4-  N'  4-  z. 

En  effectuant  une  translation  du  trièdre  fixe  et  une  translation  du 

trièdre  mobile,  on  pourra  amener  L',  L',  M',  H'  à  être  nuls  et  N'  à 

être  égal  à  —  N'.  Si,  de  plus,  on  fait  tourner  d'un  même  angle  a, 

convenablement  choisi,  les  axes  mobiles  xOy  et  les  axes  fixes  X|0|y|, 

Ëquation       on  pourra  annuler  M.  Il  restera  alors 
du  mouvement 

cherché.  (  Xj  =  L  sin  8  4-  X  COS  8  —  y  sin  8, 

(1)  I  y^  =  ce  sin  8  -I-  y  cos  8, 

(  Zj  =  N  sin  8  4-  N'  cos  8  — N'  4-  z. 

Pour  8  =  0  on  a  Xj  =  x,  y^  =  y,  z^  =  z,  c'est-à-dire  que,  pour 
8  =  0,  les  deux  trièdres,  l'un  fixe  T,  et  l'autre  mobile  T,  coïncident. 


Équation 

du  plan  de  la 

trajectoire 

d'un  point. 


Discussion. 
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Si  Ton  cherche  l'équation 

du  plan  n  qui  contient  la  trajectoire  du  point  M  (x,  y,  z)y  on  est  con- 
duit à  écrire  que  ly  m,  n,  p  sont  des  fonctions  de  Xy  y,  z  rendant 
identique  l'équation 

ï  [L  sin  6  -4-  a;  cos  6  —  1/  sin  6]  -4-  tn  [x  sin  6  +  y  cos  6] 

-f-  n  [N  sin  6  -I-  N'  cos  6  —  N'  -4-  z]  4-  p  =  0. 
Ce  qui  donne 


(2) 


—  (i/  —  L)  Z  -4-  x.m  -h  N.n  =  0, 

x,l  +  y, m  ■+•  N'.n=0, 

n  (z  —  N')  -I-  p  =  0. 


Des  deux  premières  équations  on  tire  : 


(3) 


I 


m 


n 


N'x  — Ny      Hx  +  îi'iy  —  l)      _  y  (y  -  L)  —  x» 


tandis  que  -  est  fourni  par  la  dernière  des  équations  (2). 


n 


On  voit  donc  que  tous  les  points  de  la  figure  décrivent  des  courbes 
planes,  et  de  plus,  il  résulte  de  la  forme  même  des  équations  (1)  que 
ces  courbes  sont  des  ellipses;  car,  en  éliminant  sin  6,  cos  0  entre  les 
deux  premières  équations  (1)  et  l'équation  sin*  6  +  cos'  0  =  1,  on 
obtiendra  l'équation  d'une  ellipse,  projection  de  la  courbe  dans 
l'espace. 

On  observera  sur  les  équations  (1)  que  deux  points  situés  sur  une 
même  parallèle  à  Oz  décrivent  la  même  ellipse  qui  serait  transportée 
parallèlement  à  Oz. 

Si  les  dénominateurs  des  équations  (3)  sont  nuls,  les  équations  (2) 
sont  indéterminées,  et  une  infinité  de  plans  passent  par  la  trajec- 
toire du  point  (x,  y,  z),  laquelle,  dés  lors,  se  trouve  être  une  droite 
ou  plutôt  un  segment  de  droite.  Les  équations  * 

N'x  — Ny=0,      Nx-i-N'(y— L)=0,      -.y(y— L)-x«=0 

en  ù:^  y  sont  compatibles  et  admettent  un  système  de  solutions 
X  =  a,  y  =  b,  en  sorte  que  tous  les  points  de  la  droite  D  parallèle 
à  Oz,  qui  est  l'intersection  des  plans  x  =  Uyy  =  by  décrivent  des 
segments  de  droite. 

Si  l'on  veut  introduire  dans  les  formules  (1)  les  coordonnées  a,  h  de 
cette  droite,  on  trouvera  qu'on  peut  poser,  k  désignant  un  coefficient 
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constant/ 

a»  +  h* 


et  il  vient  alors 


w 


a«  +  b* 
Xj  =  — r —  sin  6  +  X  cos  6  —  y  ain  0, 

0 

y^  =  (T  aln  0  +  y  coa  0, 

Zj  =  ^  [a  isin  e  —  b  (1  —  008  6)]  +  z. 


Représentation       Pour  nous  faire  une  réprésentation  de  ce  mouvement,  nous  allons 

du  chercher  les   surfaces    lieui(  des  ai^es  du   mouvement   hélicoïdal 

mouvement,     tangent,  surfaces  qui,  nous  le  savons,  roulent  Tune  sur  l'autre  en 

glissant  suivant  la  génératrice  le  long  de  laquelle  elles  se  raccordent. 

Observons  que  le  plan  des  x^0^y^  ayant  une  direction  invariable 
dans  la  figure  mobile  comme  dans  l'espace,  la  projection  de  la  figure 
mobile  sur  ce  plan  est  une  figure  de  forme  invariable  dont  le  mouve- 
ment accompagne  le  mouvement  de  la  figure  de  l'espace. 

Les  deux  premières  équations  (4)  représentent  ce  mouvement,  et 
c'est  un  exercice  facile  de  démontrer  que  les  lieux  du  centre  instan- 
tané dans  la  figure  et  dans  le  plan  fixe  sont  deux  cercles  Û  et  Û^,  le 
second  de  rayon  double  de  celui  du  premier  et  qui  ae  touchent  Inté- 
rieurement. 

On  peut  encore  remarquer  que  le  point  x  =  0,  y  =  0  déorit  Taxe 
0,0;^,  tandis  que  le  point  a?  =  a,  y  =  b  décrit  la  droite 

?^_yt. 

a        b 

On  est  donc  bien  dans  le  cas  du  mouvement  de  l'ellipeographe 
décrit  à  la  page  164,  et  ce  mouvement  résulte  du  roulement  intérieur 
sans  glissement  d'un  cercle  Û  sur  un  cercle  de  rayon  double  0^. 

Maintenant,  pour  passer  du  mouvement  de  la  projection  de  la 
figure  sur  le  plan  x^0^y^  au  mouvement  de  la  figure  elle-même  dans 
l'espace,  il  suffira  de  lui  imprimer  un  glissement  suivant  l'axe  O^z^. 
Si  donc  on  considère  les  deux  cylindres  T,  T^  qui  ont  leurs  généra- 
trices parallèles  à  O^z^  et  qui  ont  respectivement  û  et  Q^  pour  bases, 
ces  deux  cylindres  constituent  précisément  les  deux  surfaces  qui, 
suivant  la  locution  de  Reuleaux,  virent  au  cours  du  mouvementt  Ces 
cylindres  sont  h  chaque  instant  tangents  suivant  une  génératrice  et 
roulent  l'un  sur  l'autre  en  glissant,  mais  avec  cette  cifoonstanoe 
expresse  que  le  glissement  a  lieu  suivant  la  génératrice  de  contact. 

La  loi  de  ce  glissement  est  donnée  par  la  condition  qu'un  point 
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dd  la  droite  appelée  D  (et,  en  conséquence,  tous  les  points  de  cette 
droite)  décrive  un  segment  de  droite,  nécessairement  situé  dans  le 
plan  que  décrit  la  droite  D. 

Le  mouvement  ainsi  défini  est  une  extension  naturelle  du  mouve- 
ment de  relllpsographOi  mouvement  que  l'on  retrouverait  d'ailleurs 
si|  dans  les  formules  (4),  on  prenait  k=iO. 

Signalons,  pour  terminer  oe  sujet,  ce  fait  qu'une  droite  quelconque 
de  la  flgure  mobile  engendre  dans  ce  mouvement  une  surface  du 
quatrième  degré.  Il  en  sera  de  même  évidemment  dans  le  mouve- 
ment inverse,  d'après  un  théorème  énonoé  au  début. 

Examen  3.  II  reste  à  examiner  le  cas  où  les  plans  des  trajectoires,  au  lieu 

des  cas  écartés  d'être  quelconques  dans  l'espace  E,  seraient  des  plans  exceptionnels 
au  début.       dépendant  seulement  de  deux  ou  même  d'un  seul  paramètre. 

Il  faudrait  alors  qu'un  même  plan  II  contînt  les  trajectoires  d'une 
infinité  de  points  de  la  figure  mobile.  S'il  en  était  ainsi,  et  si,  de 
plus,  trois  des  points  A,  B,  G  dont  les  trajectoires  sont  dans  le  plan  II 
formaient  un  triangle,  nous  nous  trouverions  dans  le  cas  où  un  plan 
de  la  figure  glisse  sur  lui-même.  Alors,  en  effet,  tous  les  points 
de  la  figure  mobile  décrivent  des  courbes  planes  ;  et  les  plans  de  ces 
courbes  sont  parallèles. 

Le  raisonnement  cesserait  de  s'appliquer  si  les  points  A,  B,  G,  ... 
de  la  figure  mobile  qui  décrivent  un  même  plan  n  étaient  en  ligne 
droite.  Alors  les  points  de  la  figure  mobile  se  trouveraient  distribués 
sur  des  droites  A  et  chacune  de  ces  droites  A  décrirait  un  plan.  En 
menant  par  un  point  fixe  0  des  parallèles  à  ces  droites  A,  on  aurait 
autour  de  ce  point  une  infinité  de  droites  formant  entre  elles  des 
angles  invariables  et  qui  devraient  décrire  chacune  un  plan  fixe 
passant  par  le  point  0.  Un  tel  mouvement  est  impossible. 

A  ce  raisonnement  échappe,  il  est  vrai,  le  cas  où  les  droites  A 
seraient  toutes  parallèles  entre  elles.  Mais  alors  les  plans  balayés  II 
doivent  être  tous  parallèles  à  une  même  droite  Aq  à  laquelle  reste- 
raient aussi  parallèles  toutes  les  droites  A  qui  décrivent  chacune  un 
plan  n.  Si  l'on  appelle  ^  un  plan  normal  h  Aq,  ce  plan  <b  aura  une 
direction  invariable  dans  l'espace  aussi  bien  que  dans  la  figure 
mobile;  et  si  l'on  considère  alors  la  projection  de  la  figure  sur  ce 
plan,  on  obtiendra  une  figure  plane  de  forme  invariable  dont  les 
divers  points  décriront  les  projections  des  tngectoires  des  points  de 
l'espace.  Or,  ces  trajectoires  sont  dans  des  plans  II  normaux  au 
plan  <I>;  leurs  projections  sont  donc  les  traces  mêmes  de  ces  plans; 
et  nous  avons  ainsi  un  mouvement  plan  dans  lequel  tous  les  points 
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Conclusion  de 
cet  examen. 


décrivent  des  droites.  Il  ne  peut  s'agir,  dès  lors,  que  d'un  mouve- 
ment de  translation  ;  tous  les  plans  II  sont  parallèles,  puisque  leurs 
traces  sur  le  plan  ^  doivcuit  l'être. 

Dans  le  mouvement  dans  l'espace  tous  ces  plans  n  vont  donc 
glisser,  chacun  sur  lui-même,  puisque,  pour  passer  du  mouvement 
en  projection  au  mouvement  dans  l'espace,  il  suffît  d'introduire  un 
glissement  normal  au  plan  4>  et  parallèle,  par  conséquent,  aux 
plans  n.  Nous  retombons  donc  dans  un  cas  de  figure  mobile  dans 
laquelle  une  famille  de  plans  parallèles  glissent  sur  eux-mêmes. 

En  résumé,  en  dehors  du  mouvement  étudié  dans  le  paragraphe  2 
et  du  mouvement  d'une  figure  de  forme  invariable  dont  un  plan 
glisse  sur  lui-même,  il  n'y  a  pas  d'autre  mouvement  dans  lequel  tous 
les  points  de  la  figure  décrivent  des  courbes  planes. 


Emploi  des  formules  d'Olinde  Rodrigues  dans 
rétude  des  mouvements  algébriques. 


Formules  du 
mouvement 

rapporté  à  des 
paramètres 
rationnels. 


Mouvements 
algébriques 
unicursaux. 


4.  Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  nous  a  offert  un  cas 
particulier  intéressant  de  mouvement  algébrique.  Les  variables 
d'Olinde  Rodrigues  se  prêtent  d'une  façon  particulière  à  l'étude  de 
ces  sortes  de  mouvements. 

Si  l'on  introduit  les  paramètres  homogènes  X,  pi,  v,  p  qui  per- 
mettent d'exprimer  rationnellement  les  9  cosinus  directeurs  d'un 
trièdre  trirectangle  mobile  par  rapport  à  un  trièdre  fixe,  les  formules 
générales  du  mouvement  continu  d'une  figure  dans  l'espace,  mises 
sous  la  forme  d'une  transformation  homogi-aphique  entre  coordon- 
nées homogènes,  peuvent  s'écrire 


i?: 


(5)       7_ 


IT= 


At  +  H[(p*  +  A«— IX*— v«)x-h2(XîA— vp)y  +  2(Xv4-|Ap)-], 
Bt -h  H[2(X[x  +  vp)ac-h (p«-X*  +  ix'-v')y ^ 2(|i.v— Xp)^], 

ce  -h  H [2 (Xv  —  iLp)x  +  2([xv-+- Xp) y  +  (p* — X» — jx*  +  v«) ?], 

H(X*  +  [x«  +  v«  +  p*)e; 


dans  ces  formules,  A,  B,  C,  H,  p,  X,  {x,  v  représentent  des  paramètres 
indépendants.  £n  prenant  pour  ces  paramètres  des  fonctions  algé- 
briques de  une  ou  plusieurs  variables,  on  définira  des  mouvements 
algébriques,  et  les  mouvements  algébriques  les  plus  généraux. 

Par  exemple,  en  prenant  pour  ces  paramètres  des  fonctions  ration- 
nelles d'une  même  variable,  on  obtiendra  les  mouvements  algébriques 
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Mouvement 
cubiques 
gauches. 


(6) 


unicursauxy  c'est-à-dire  ceux  dans  lesquels  tout  point  de  la  figure 
décrit  une  courbe  unicursale. 

En  prenant  des  fonctions  rationnelles  de  deux  variables,  on  obtien- 
dra les  mouvements  unicursaux  à  deux  variables,  dans  lequel  tout 
point  de  la  figure  décrit  une  surface  unicursale  ou,  comme  on  le  dit 
encore,  une  surface  représental)le  sur  un  plan  point  par  point,  de 
même  que  les  courbes  unicursales  sont  représentables  point  par  point 
sur  une  droite. 

Il  est,  par  exemple,  aisé  d'obtenir  des  mouvements  dans  lesquels 
tous  les  points  de  la  figure  décrivent  des  cubiques  gauches.  Il  sufQra 
de  prendre  pour  X,  {x,  y,  p,  H  des  fonctions  linéaires  entières  d'un 
paramètre  u,  et  pour  Â,  B,  C  des  polynômes  du  troisième  degré  en  ii. 

Lorsque  X,  [jl,  v,  p  sont  fonctions  linéaires  entières  d'un  même  para- 
mètre ti,  comme  dans  le  cas  actuel,  il  existe  entre  X,  [a,  v,  p  deux 
équations  linéaires  et  homogènes.  Grâce  à  une  transformation  de 
coordonnées,  qui  se  traduit  par  les  formules  (<) 

X' =  —  Ip    — rX — n\k  4- mv, 
ja'  =  —  mp  —  rjjL  —  iv     -♦-  7iX, 
v'  =  —  np  —  rv  —  mX  -h  Ifx, 
p'  =       rp   —  ÎX  —  m[L  —  nv, 

on  peut  toujours  supposer  que  Ton  ait  ramené  l'une  de  ces  deux 
équations  à  la  forme  p  =  0. 

Lorsque  p  =:  0,  les  formules  (5)  représentent  un  renversement 
(voir  la  formule  (6)  de  la  note  I)  suivi  d'une  translation  ;  la  droite 
autour  de  laquelle  s'effectue  le  renversement  passe  à  l'origine  du 
trièdre  fixe  et  a  des  cosinus  directeurs  proportionnels  à  X^  [jl,  y. 
Puisque,  dans  le  cas  actuel,  il  subsiste  une  relation  linéaire  entre 
X,  (A,  V,  c'est  que  cette  droite  décrit  un  plan  fixe,  et  on  peut  alors  sup- 
poser que  ce  soit  le  plan  des  x^0^y^y  en  sorte  que  v  se  trouvera  nul. 

En  un  mot,  nous  pouvons  supposer  que  l'on  ait  v  =  0,  p  =  0. 
Alors,  par  une  transformation  homographique  portant  sur  le  para- 
mètre ii,  on  pourra  supposer  que  l'on  a 

X  =  l,      [A  =  u,      v  =  0,      p  =  0; 

les  formules  (5)  se  simplifient  et  donnent 

X  =  f  (u)  t  -h  (a  -f-  hu)  [(1  —  w»)  x  +  2t4i/], 
Y  =  9  (m)  t  4-  (a  4-  bu)  [2u .  x  —  (1  —  w*)  y], 
Z  =  ^!;  (w)  t  4-  (a  -h  hu)  (1  4-  ti*)  5, 
T  =(a  4-  hu){i  4-  u«)t. 


(^)  Voir  la  note  sur  la  composition  des  rotations  et  les  quatsmions. 
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f^  fy  (]/  disifraent  dds  polynômes  du  troisième  degré  en  u.  £n  déy^ 
loppant  les  expressions  de  X,  Y,  Z,  T,  on  trouvera 


(7) 


où  les  Jb<9  âSo  6{9  2)|  sont  des  fonctions  linéaires  de  x,  y^  t^  U  On  se 
rendra  compta  aisément  que  tous  les  points  situés  sur  la  surface 
représentée  par  l'équation 


S  = 


Jvf 

5B, 

Ct 

a)i 

JV| 

a, 

c, 

®. 

Xt 

a. 

c. 

% 

A)^ 

38* 

e. 

% 

=  0 


unicursales. 


décrivent  des  courbes  du  troisième  ordre  planf9. 

Le  lecteur  effectuera  les  calculs  et  vérifiera  que  cette  surface  est  un 
cylindre  circulaire  droit. 

Mouvement  à       5.  Supposons  maintenant  que  Ton  ait  pris  pour  X,  [jl,  v,  p  des  poly- 
biquadratiques  nômes  du  second  degré  d'un  paramètre  u;  il  existera  encore  une  rela- 
tion linéaii'e  entre  X,  (a,  v,  p  et  l'on  pourra  supposer  que  cette  relation 
s'écrit  p  =  0. 

Si  Ton  prend  alors  pour  A»  B,  G  des  polynômes  du  quatrième  degré 
et  pour  H  un  polynôme  du  second,  on  obtient  un  mouvement  dans 
lequel  tous  les  points  du  corps  décrivent  des  courbes  du  quatrième 
ordre  unicursalesi  qui  sont  ici  des  quartiques  de  Steiner.  Cependant, 
on  observera  que  X,  Y,  Z,  T  se  développent  sous  la  forme 

et  les  points  pour  lesquels  les  déterminants  tels  que 


Il  A>i  9h  ti  % 

Il  Jb<  9ii  Ci  % 


=  0, 

=  0, 


seront  nuls  décriront  des  courbes  planes  unicursales  du  quatrième 
ordre.  Ces  points  seront  naturellement  répartis  sur  une  courbe. 

U  y  aurait  intérêt  &  approfondir  l'étude  de  ce  mouvement,  aussi 
bien  que  du  précédent,  et  &  rechercher,  par  exemple,  quelles  sont  les 
surfaces  dont  la  viration  peut  servir  à  les  représenter. 

Mais  nous  nous  en  tiendrons  à  ces  indications  pour  aborder  la 
question  des  mouvements  unicursaux  à  deux  paramètres. 
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Mouvement 
à  surfaces 
de  Steiner. 


6.  Reprenons  les  formules  (5)  du  numéro  4  et  regardons-y  les 
paramètres  X,  (x,  v,  p,  H,  A,  B,  C  comme  des  fonctions  de  deux 
variables.  Une  des  hypothèses  les  plus  simples  consiste  à  prendre 
pour  X,  (A,  Vy  p  des  fonctions  linteirw  des  deux  variables  en 
question. 

Il  en  résulte  alors  une  équation  linéaire  homq[ène  entre  X^  (ji.,  v,  p; 
ety  grâce  h  un  changement  de  coordonnées^  on  pourra  supposer  que 
cette  équation  a  pris  la  forme  p  :^  0.  Nous  avons  d4(jà  appliqué  cette 
remarque. 

Dans  ces  conditions^  on  pourra  prendre  comme  variables  indépen- 

X       UL 

dantes  les  quotients  -  j  ^j  ou,  si  l'on  veut|  faire  usage  d'un  système 

de  trois  variables  homogènes  X,  |a,  v.  Alors  A,  Bt  C  seront  des  fonc- 
tions entières  homogènes  de  degré  m  de  X»  (j^,  v  et  H  une  fonction 
entière  homogène  de  degré  tn  <-«  S. 

Faisons»  en  particuliari  Thypothèse  mpsS;  alors  H  se  réduit  à 
une  constante  et  A»  B|  C  sont  des  formes  quadratiques  ternaires 
en  Xy  \ky  V. 

Les  coordonnées  X»  Y^  Z|  T  d'un  point  M  quelconque  de  la  figure 
mobile  sont  alors  proportionnelles  à  des  polynômes  homogènes  et  du 
second  degré  des  paramètres  \,  pi,  v.  La  surface  décrite  par  le 
point  M  est  ce  que  l'on  appelle  une  surface  de  Steiner.  Cette  surface 
est  du  quatrième  degré,  admet  trois  droites  doubles  ;  il  y  a  quatre 
plans  qui  lui  sont  tangents,  chacun  en  tous  les  points  d'une  conique. 
Enfin,  tout  plan  tangent  à  la  surface  la  coupe  suivant  un  système  de 
deux  coniques.  Il  nous  suffit  de  rappeler  ces  faits  dont  la  démons- 
tration ne  saurait  trouver  place  ici. 
Points  II  est  intéressant  de  constater  qu'il  y  a  en  général  des  points  qui 

qui  décrivent   décrivent  dos  plans, 
des  plans.         £q  ^f/^^^  ëôlvons  eiplidtament  les  équations  du  mouvement  en 
prenant  H  ==  1|  ainsi  que  cela  est  manifestement  permis.  Nous 
aurons 


(8) 


X  BB  /•,  (X,  I*,  »)  t  +  (X«  —  i**  —  v*)  »  +  aX|ty  +  2Xvz, 

Y  =  /;(X,  v-,  v)«  +  aX|xx  +  (— X»  +  n*  —  v*)y  +  2|Ayz, 
Z  s=f,(X,|*,v)t-».2vX»-hav|Ay  +  (— X*  — n*  +  v«)z, 
T  =  (X*  +  (*•  +  V»)  «, 


où  fi,  ft,  U  ^°^  t">is  polynâmea  homogène*  en  X»  v.,  v.  tels  que 
fi  (>••  »».  v)  =  aA*  +  «în»  +  a,'v»  +  ab,|iv  -+-  ai><'vX  -h  awxi*. 
ËcrïTons  que  iv,  y,  «,  t  sont  tellement  choisis  qu'entre  X,  Y,  Z,  T 
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il  existe  une  relation  de  la  forme 

IX  4- m  Y  4- nZ  4- j)T  =  0, 
on  aura,  en  faisant,  pour  simplifier,  t  =  i: 

l{a^  -h  x)  -h  m  (a,  —  y)  -+-  n  (a,  —  2)  +  p  =  0, 
f  (a;  —  x)  -h  m  (a;  -h  y)  4-  n  (aj  —  2)  4-  p  =  0, 
l{a[—x)-^m  {a\  — •  t/)  4-  n  (aj  4-  z)  4-  p  =  0, 

Ihi  4-  m  (6,  4-  r)  4-  n  (6,  4-  y)  =  0, 
l  (6;  4-  r)  4-  m6;    4-  n  (6;  4-  x)  =0, 

^  W  +  y)  +  ^'^  (p[  +  x)  4-  nfc;  =  0; 

formules  que  Ton  peut  écrire 

/  P  4-  ix  —  my  —  nz  4-  p  =  0, 
(9)  V  Q  —  /x  4-  my  —  nz  4-  p  =  0, 

(  R  —  Ix  —  my  4-  nz  4-  p  =  0, 

iP'  4-  mz  4-  ny  =0, 
Q'  4-  iz  4-  nx  =  0, 
R'  4-  iy    4-  mx=  0, 

P,  Q,  R,  P'y  Q'y  R'  désignant  des  fonctions  linéaires  homogènes  de 
{,  m,  n. 
Des  équations  (10)  on  tire 

(11)  ÎP'  4-  mQ'  —  nR'  =  —  2Imz, 
et  des  équations  (9) 

(12)  P  4-  Q  —  2nz  4-  2p  =  0 

l'élimination  de  z  entre  les  équations  (11)  et  (12),  nous  donnera 

(P  4-  Q)  Im  4-  n  (ZP'  4-  mQ'  —  nR')  -h  2lmp  =  0, 

d'où  résultera,  en  procédant  par  voie  de  permutation  circulaire, 

(—  IF  —  wQ'  4-  nR')  n  —  (P  4-  Q)  Im 
2P  = î^ ' 


(13) 


_  (IP'  ->  mQ'  —  nR')  t  ■-  (Q  +  R)  tnn 

mn 
_  (_  IP*  +  rnQ'  —  nR')  m  ■>-  (R  4-  P)  ni 
""  ni 


En  égalant  les  diverses  valeurs  de  p  on  trouve 

((m«4-n«)(nR'  — mQ')4-i(m«-^n«)P'4-(R  — Q)lmn=:0, 

(14)      (n»  4- I«)(iP'— nil')4-m(n«  — i*)Q'4-(P  — R)«mn=0, 

((l»4-m«)(mQ'— ZP')4-n(I«  — m«)R'4-(Q— P)imn=0. 
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La  somme  de  ces  trois  équations  est  nulle,  en  sorte  qu'elles  ne 
constituent,  au  fond,  qu'un  système  de  deux  équations  homogènes 
entre  h  m,  n. 

Il  faudra  prendre  pour  I,  m,  n  un  système  de  solutions  qui  four- 
nisse pourp,  par  les  formules  (13),  et  pour  x,  i/,  z  par  la  formule  (12) 
et  les  formules  obtenues  par  permutation  circulaire,  des  valeurs  accep- 
tables. 

Chacune  des  solutions  qui  rempliront  ces  conditions  donnera  un 
point  de  la  figure  décrivant  un  plan. 

Or,  les  équations  (14)  en  Ijm^n  représentent  trois  courbes  du 
quatrième  degré  passant  par  les  mêmes  16  points,  si  l'on  y  regarde 
2,  m,  n  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  dans  un  plan. 

Sur  ces  16  points,  il  y  en  a  six  qui  ne  fournissent  pas  de  valeur 
satisfaisante  pour  p.  Ce  sont  les  points  définis  par 

l  =0,  wQ'  —  nR'  =0, 
ou  bien 

m  =  0,  nR'  —  ÎP  =0, 
ou  bien  enfin 

n  =0,      iP    —  mQ'=0. 

Il  reste  seulement  dix  solutions  acceptables,  en  sorte  qu'en  général 
il  existe^  datis  le  mouvement  qui  n<m$  occupe^  dix  points  de  la 
figure  qui  décrivent  des  platis. 

Exemple  7.  Ainsi,  prenons  le  cas  où  Ton  aurait 

Il  est  clair  que  P,  Q,  R  sont  nuls  et  que  l'on  a 

F  =  1,      Q'  =  m,      R'  =  n. 

Les  équations  (11)  et  (12)  et  celles  qu'on  en  déduit  par  permutation 
s'écrivent 

/  ix  —  p  =  0,       my  —  p  =  0,       nz  —  p  =  0, 
\  P  +  m»  —  n«  =  —  2lmz, 

\  —  Z«  -♦-  m*  4-  n*  =  —  2mnx, 

Il  faut  trouver  les  solutions  commuqes  k  ces  équations. 

Excluons  d'abord  l'hypothèse  où  l'un  des  paramètres  I,  m,  n  serait 
nul.  Des  trois  premières  équations  (15)  on  peut  tirer  a;,  y,  z;  et,  en 
portant  leurs  valeurs  dans  les  trois  autres,  il  vient 

P  — m«  — n^  =  2mn.y 
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OU 

et  de  môme 

m*  (—  P  4-  m*  —  n«)  =*  SImnpi 

On  A  dotic 

p(j«  — m*  — n«)  =  m"(— l«-f-w*  — n*)  =  n*(— P  — m«-*-n») 
ou  encore 

(      ï«  — m«  +  n*)(n«  —    l»)  =  0, 

Si  deux  des  iltîta  quantités  i*  4-  m'  •-  n%  !•  —  m*  4-  n^, 
—  {'  +  m*  +  n*  sont  nullâsy  11  en  est  de  même  de  Tune  des  quan- 
tités {^  m,  n;  ce  cas  étant  réservé,  il  faudra  alors  que  deux  des 
seconds  facteurs  l*  —  m',  n*  —  t*,  m*  —  n*  soient  nuls,  et  alors  ils 
le  seront  tous  les  tfoiii 

On  aura  donc 

!■  ï=  m*  =  n*  j 

et  de  là  on  déduira 

m  =  al,       n  =  pl, 

où  a,  P  désignent  1  ou  —  1. 
Les  équations  (15)  donnent  ensuite  x^y^  téi  p^ 

A^l  dp  B  a 

Gomme  on  a  pour  «^  0  quatre  combinaisons  de  signes  +  et  —  pos- 
sibles, nous  obtenons  de  la  sorte  quatre  points,  à  savoir  les  points  : 

111 

10  X  ^^  —  — ï       1i  = 1       z  = 

i 
décrivant  le  plan  X  +  Y  +  Z  —  5  =  0; 


1 

décrivant  le  plan  —  X-f-Y-f-Z-4-5=0; 


i 


3°ac  =  ->      ysBB  — -f      «sa- 


1 
décrivant  le  plan  X  —  Y-f-Z  +  -  =  0; 


décrivant  Id  plan  X  +  V  —  Z-f.-  =  0. 

Ces  quatre  premières  solutions  sont  fournies  par  un  point  xz=zy 
1 
=  z  =  —  -  et  ses  symétriques  par  rapport  aux  axes  du  trièdre  Oxyz. 

^  1 

Les  quatre  plans  décrits  sont  le  plafi  X  +  Y  +  Zss-etses  symé* 

triques  par  rapport  aux  axes  du  trièdre  âxe  OXYZi 

Voyons  maintenant  si  l'hypothèse  que  I  ou  m  ou  n  soit  nul  donnera 
une  solution. 

Si  Ton  suppose  i  =3  0,  a;  restant  fini,  oti  doit  ttvoir^  d'après  les 
équations  (IB),  p  =  0;  et  si  m^  n  ne  sont  pas  nuls  en  même 
tempsy  on  a  1/  =  Oy  z  =  0.  Les  équations  (15)  donnent  alors 

m'  =  n*> 

et  puis 

in 

n 
On  a  donc  les  solutions 

l  =  Oy      m  =  l,      n  =  a,  a;:i^  —  a,      t/c=2  —  0, 

OÙ  (X  £=â  ±  i,  On  a  ainsi  deux  solutions  correspondant  à  Thypo- 
thèse  {  =  0;  les  hypothèses  m  =  0,  n  =  0  en  donneront  chacune 
deux  autresi  ce  qui  fera  en  tout  six  nouvelles  solutions^  dont  voici  le 
tableau  : 

lo  Le  point  a5  =  l,t/3aO,  z  =  Ô  décrit  le  plan  Y  +  Z  =  0; 
20  Le  point  a;  =  —  i,y  =  0,  »t=0  décrit  le  plan  Y  —  Z  =  0; 
30  Le  point  xt^O^y^i,  zssO  décrit  le  plan  X  -}-  Z  =  0* 
40  Le  point  aî  =  0,  t/==:  —  1,  «  =  0  décrit  le  plan  X  —  Z  œ  0; 
50  Le  point  {»  =  Ofy=BO^z^i  décrit  le  plan  X  +  Y  =  0; 
&»  Le  point  x  =  0,  y  =  0,  «==:  —  1  décrit  le  plan  X  —  Y  =  0. 

Donc,  en  tout  dix  points  décrivent  des  plans* 

Exemple         8.  Dans  certains  cas^  ce  nombre  dix  se  trouve  abaissé» 
d'abaissement      Prenons,  par  exemptei 

du  nombre 

des  points.      fj  =  — X*4- |A* -f  V*,      f,  =3  X" -H  V*  —  |a'i     /;  î=  ),• -H  {A*  —  v** 

On  trouve 

P  =  — -i  +  tn  +  n,  Q  =  i  — m-^n,  R  =  — l  +  tH  +  w^ 
P'î=0,  Q'=0,  R'=sO. 
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Les  équations  (9)  deviennent 

—  i  (x  —  1)  -f-  m  (2/  —  1)  +  n  (z  —  1)  =  p, 
l  (x  —  1)  —  m  {y  —  1)  -h  n  (2  —  1)  =  p, 
l(x  —  1)  H-  m  (1/  —  1)  —  n  (z  —  i)  =  p; 

d'où  Ton  déduit,  par  addition  des  équations  deux  à  deux 

l  (oc  —  1)  -4-  m  (1/  —  1)  4-  n  (z  —  1)  =  3p, 

(16)  l{x  —  i)  =  py      m{y'-i)  =  py      n(z  — l)  =  p; 

les  équations  (10)  s'écrivent,  du  reste, 

(17)  mz  -♦-  nt/  =  0,       Iz  -4-  tix  =:  0,      ly  +  nix  =  0. 

Si  I,  m,  H  ne  sont  pas  nuls,  les  équations  (17)  prouvent  que  x,  y,  z 
doivent  Tétre;  on  a  ainsi  la  solution  ^ 

ac  =  0,      î/  =  0,  z  =  0,  l=:m=:n  =  —  p. 

Si,  au  contraire,  I,  par  exemple,  est  nul,  on  a  p  =  0,  et  si  ni  m  ni 
H  ne  sont  nuls,  on  doit  avoir  ?/  =:  1,  z  =  1. 

Les  équations  (17)  donnent  alors  a;  =  0,  m  =  —  n.  On  a  donc  la 
solution 

x  =  0,      2/  =  lj      z  =  l,      l  =  p=:0,      wi  =  —  n. 

L'hypothèse  m  =  0  et  l'hypothèse  n  =  0  donneront  de  même  les 
solutions 

a;  =  l,      y  =  Oj      z  =  l,      m  =  p=:0,       1  =  —  n 
et 

x==l,      y  =  1,      z  =  0,      n=p,       1  =  —  m. 

Mais  deux  des  quantités  I,  m,  n  peuventétre  nulles.  Soit  m=n=0; 
on  a  p  =  0  et,  comme  l  ne  peut  être  nul,  il  vient  x  =:  1.  Les  équa- 
tions (17)  donnent  alors  y  =  z  =  0.  D'où  la  solution 

x=:l,      i/  =  z  =  0,      m  =  n  =  p=:0. 

On  aurait  de  même  les  solutions 

x=0,      3/=l,      z  =  0,       î  =  n=p  =  0, 
a;  =  0,      2/  =  0,       z  =  l,       l  =  m  =  p  =  0. 

On  trouve  de  la  sorte  sept  points  qui  décrivent  des  plans  et  sept 
seulement.  Ces  sept  points  sont  sept  sommets  d'un  cube. 

Le  huitième  sommet  est  le  point  x  =  ?/  =  z  =  1  ;  et  décrit, 
comme  tous  les  autres  points  du  corps  mobile,  une  surface  de  Stei- 
ner;  pour  ce  point,  en  effet,  les  formules  (8)  donnent 

X=2X(|i.4-v),   Y=2ix(X  +  v),    Z=:2v(X+ix),    T=X«-^ix*  +  v«, 
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et  ]a  surface  ainsi  représentée  est  bien  une  surface  du  quatrième 
degré  de  Steiner  sans  àbaissemeni. 

Du  degré  de  la       9,  Ici,  se  présente,  sous  une  forme  particulière,  une  question 
surface        générale  dont  nous  allons  dire  quelques  mots, 
d'un^  point.         Reprenons  les  formules  (5).  Si  Ton  regarde  H  comme  une  cons- 
tante qu'on  pourra  prendre  égale  à  1,  si  X,  [jl,  v,  p  sont  des  polynômes 
de  deux  paramètres  u,  v  du  degré  p  et  Â,  B,  C  des  polynômes  du 
degré  2 p  de  ces  mêmes  paramètres,  tout  point  du  corps  décrit  une 
surface  du  degré  4p',  du  moins  en  général. 
Posons,  en  effet, 

^^(u,  v)  =  At  +  (p*4- X*  — [JL*  — v*)a;  +  2(X|A-- vp)i/ -♦- 2(Xv  +  [jLp)2, 
4>,(u,v)=B*  +  2(Xpi+  vp)a:-f-..., 
^,(ii,v)=Ct-l-2(Xv  — |xp)x-h ..., 
4>4(u,  v)  =  (X*  +  IÀ*4-  v«  -^  p*)t. 

Représentation       Les  équations  (5)  deviennent 
sur  le  plan. 

ces  formules  constituent  une  représentation  sur  le  plan  de  la  surface 
trajectoire  du  point  (x,  y,  z,  t).  À  tout  point  (ti,  v)  du  plan  (u,  v  dési- 
gnant dans  le  plan  des  coordonnées  rectilignes)  correspond  un  point 
de  la  surface;  à  toute  courbe  tracée  sur  la  surface  correspond  une 
courbe  tracée  sur  le  plan  et  réciproquement.  En  particulier  Tinter- 
section  de  la' surface  par  le  plan 

iX  4-  mY  +  nZ  4-^1  =  0 

se  trouve  représentée  par  la  courbe  plane  dont  l'équation  est 

(18)  I^j  4-  m4>,  4-  n*,  4-  p*4  =  0, 

et  cette  courbe  plane  est  du  degré  2p. 

Considérons  une  droite  quelconque  A  dans  l'espace;  menons  par 
cette  droite  deux  plans  U,  II'  représentés  par  les  équations  IX  4- . . .  ==  0, 
rx  +  ...  =  0;  les  sections  de  la  surface  par  ces  plans  sont  respec- 
tivement représentées  par  les  deux  courbes 

(   l^i   -H  wi*.  4-  n4>,  4-  p^,  =  0, 
^^^^  I   V^^  4- m'*, 4-  ...  =0. 

Les  points  où  la  droite  \  perce  la  surface  correspondent  à  des 
points  de  rencontre  de  ces  deux  courbes  planes  de  degré  2p.  Consi- 
dérons, réciproquement,  un  point  commun  à  ces  deux  courbes 
planes.  Si  les  coordonnées  ii,  i*  de  ce  point  n'annulent  pas  les  quatre 
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fonctions  ^  à  la  fois»  il  lui  correspond  un  point  (XyY^Z,T)  déterminé, 
qui  est  évidemment  un  des  points  de  rencontre  de  la  droite  A  et  de  la 
surface. 

Mais  si  Uy  v  annulent  à  la  fois  tous  les  ^,  la  conclusion  ne  subsiste 
plus;  les  formules  qui  donnent  X,  Y^  Z,  T  sont  indéterminées  et  les 
valeurs  Uy  v  ne  correspondent  plus  à  un  point  de  rencontre  de  A  avec 
la  surface. 

Pour  avoir  le  nombre  des  points  de  rencontre  de  la  droite  arbi- 
traire A  avec  la  surface,  il  faut  donc  compter  en  combien  de  points 
variables  avec  Z,  m,  n,  p,  T,  m',  n\  p'  se  coupent  les  courbes  (19) 
et  faire  abstraction  des  points  fixes  par  lesquels  il  se  peut  que  vien- 
nent passer  toutes  les  courbes  planes  contenues  dans  l'équation  (18)  ; 
ces  points  fixes  ont  reçu  le  nom  générique  de  points  de  b<ue  de  la 
représentation. 

S'il  n'y  a  pas  de  points  de  base,  les  courbes  (19)  se  coupent  en  4p' 
points  variables;  et  4p*  est,  dès  lors,  le  degré  de  la  surface  décrite. 

L'abaissement  de  ce  nombre  est  subordonné  à  la  question  de  Texis- 

tence  des  points  de  base. 

Examen  II  pourra  arriver^  par  exemple,  que  les  courbes  X  =  0^  (^  =  0, 

des  conditions  v  =  0,  p  =  0,  A  =  0,  B  =  0,  C=0  aient  des  points  communs.  Le 

d  abaissement    ^^j^  ^j^g  surfaces  trajectoires  s'en  trouvera  abaissé.  Mais  ce  n'est 

du  degré.  ** ,  , 

pas  le  seul  cas. 

Observons  d'abord  que  les  points  de  base  doivent  vérifier  l'équa- 
tion *4  =  0,  c'est-à-dire 

X*  +  IX*  -h  v«  -4-  p«  =  0, 
On  a  ensuite  les  identités 

Ap  -h  Bv  —  Cii.  =  p*4  4-  V*,  —  iJi.*8— V**' 

Bp  -h  ex  —  Av  =  p*,  -4-  X«>,—  v*4  — ^ «>4, 

Cp  4-  AiA— BX  =  p*,  +  pi*i— X*,  —  Y*4> 

^        ^         .^           ^          ^        X»-Hutiv;&^ 
Ap  4-  B|A— Cv  =  X4>i  4-  pi<l>,— v<I>a f^ — ^il 

et,  par  suite,  les  points  de  base,  puisqu'ils  annulent  4>i,  ^,,  4>„  véri- 
fieront les  équations 

Ap  -h  Bv  —  C|A  =  0, 

Bp-hCX-.Av  =  0, 
^-'^^  1  Cp  + Aix^BX=0, 

AX  -f-  B[A  —  Cv  =  0, 


(20) 
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qu'il  faut  joindre  à  l'équation  supposée 

(22)  X»  4.  ij,«  4-  v«  -h  p«  ==  0. 

Si  les  quatre  courbes  (21)  et  la  courbe  (22)  ont  des  points  en  com- 
mun, alors  seulement  l'abaissement  dont  nous  nous  occupons  pourra 
se  produire  (*). 

Supposons  que  Ton  ait  un  système  de  valeurs  de  u,  v  vérifiant  à  la 
fois  les  équations  (21)  et  (22).  Les  identités  (20)  donneront,  outre 

%  =  0, 
les  relations  suivantes 

p^4  4-  V*,  —  ix*3  =1=  0, 

^   ^  ^    p4>,   4-  [L(P,  —  X<ï>,  =  0, 

X4>4  +  |X<l>j  4-   v*8    =  0. 

La  dernière  équation  est  une  conséquence  des  trois  premiéres^dans 
tous  les  cas.  Or,  ces  trois  premières,  en  vertu  de  <^^  =  0,  se  rédui- 
sent à  deux  relations  distinctes.  On  verra  facilement  que  les  fonc- 
tions <î>p  <I>,,4>,  ne  peuvent  être  nulles  toutes  les  trois  pour  toutes 
les  valeurs  de  Xy  y  y  z  et  qu'il  suffit  d'égaler  à  zéro  l'une  de  celles 
qui  ne  sont  pas  identiquement  nulles  pour  que  les  autres  le  soient 
et  pour  que  l'abaissement  ait  lieu.  Il  suffira  d'avoir,  par  exemple, 
^j  ==  0  ou 

At4-  (p*  -4-  X'  — |a'  — v*)aî4-2(XiA— vp)i/-h2(Xv  +  |Jtp)  z  =  0, 

ou,  en  tenant  compte  de  l'équation  (22), 

Ae  +  2(p«  +  X«)x  4. 2(X[i.  — vp)y -h  2  (Xv -h  |i.p)z  =  0. 

L'abaissement  se  produira  dônC  pour  tous  les  points  du  corps 
contenus  dans  ce  plan.  £n  général  cet  abaissement  sera  de  1. 
L'identité 

(p«  +  X«)*  4-  (X[JL  —  vp)«  4-  (Xv  4-  ixp)> 

=  (p«  4-  X*)  (X*  4-  !*•  4-  v«  4-  p»)  =  0 

prouve  que  ce  plan  est  un  plan  tangent  au  cercle  de  l'infini. 
À  un  second  système  de  valeurs  de  u,  v  qui  vérifie  les  équations  (21) 


i})  Un  autre  cas  d'abaissement  serait  celui  où  des  sj^stèmes  de  valeurs  différents 
de  u,  V  donneraient  le  même  point  de  la  surface» 


de  Steiner. 
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et  (22),  il  correspondra  un  second  plan  isofrope  pour  les  points 
duquel  le  degré  s'abaissera  aussi  d*une  unité. 

Considérons  deux  plans  isotropes  correspondant  à  deux  systèmes 
différents  de  solutions  (ti,  v)  des  équations  (21)  et  (22).  Pour  ieur 
droite  d'intersection  l'abaissement  sera  de  deux  unités. 

Pour  les  points  d'intersection  de  trois  de  ces  plans  isotropes^ 
l'abaissement  serait  de  trois  unités. 

Application         10.  Sans  insister  sur  ces  généralités,  appliquons  les  remarques 

«a  mouvement  précédentes  au  cas  des  mouvements  à  surfaces  de  Steiner,  c'est-à-dire 

à  surfaces  a 

aucasou|}  =  l. 

Ainsi  que  nous  l'avons  vu,  p  peut  être  supposé  nul. 

Les  équations  (21)  et  (22)  se  réduisent  ici  au  système 

i   Cjx  — Bv  =  0,      ex  — Av  =  0,      Api  — BX  =  0, 
^^^        (  X«-+-pi*H-v«  =  0. 

Si  un  système  de  valeurs  des  paramètres  indépendants,  qui  seront 

ici  -»  -9  vérifie  ces  équations,  nous  obtiendrons  un  plan  isotrope  II 

dont  tous  les  points  décrivent  des  surfaces  du  troisième  ordre. 

Si  deux  systèmes  de  valeurs  vérifient  ces  équations,  on  obtient 
une  droite  dont  tous  les  points  décrivent  des  quadriques. 

Les  équations  (24)  pourront  ainsi  avoir  en  commun  un  certain 
nombre  de  solutions;  nous  allons  montrer  qu'elles  pourront,  dans 
certains  cas,  en  avoir  quatre  et  jamais  davantage. 

Supposons,  en  effet,  que  ces  équations  aient  précisément  quatre 
solutions  en  commun.  Nous  pourrons,  par  un  changement  de  coor- 
données, faire  en  sorte  que  les  valeurs  de  X,  {jl,  v  correspondantes 
annulent  deux  formes  quadratiques,  dont  l'une  sera 

X«  +  IX*  -^  v% 
et  Tautre 

aX"  4-  b[A*  -f-  cv". 

Comme  A,  B,  C  sont  des  fonctions  du  second  degré,  on  pourra 
trouver  six  fonctions  linéaires  P,  Q,  R,  P',  Q',  R',  ou  X,  jx,  v  telles 
que  l'on  ait  identiquement 

Bv  —  Cix  =  P  (X*  -MX*  +  V»)  +  P  (aV  4-  b[x«  -4-  cv«), 
ex  —  Av  =  Q  (X*  -MX*  +  V*)  +  Q'  (aX*  -h  b[x*  -^  cv*), 
A|x  —  BX  =  R  (X*  -^  IX*  +  V*)  +  R'  (aX*  +  b|x*  +  cv*). 

On  voit  qu'on  aura  l'identité 

(PX  -4-  Q|x  -^  Rv)  (X*  4-  |x*  -h  V*) 

4-(P'X  4-Q'ix  +  R'v)(aX*  -f-  bfx*  -^cv*)  =  0, 
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laquelle  entraîne  les  deux  suivantes  : 

PX   +  QiA  4-  Uv  =  aV  4-  b|i.«  +  cv», 
P'X  4-  QV  +  R' V  =  -  (X*  •+.  [f}  +  v'). 

Comme  P,  Q,  R,  P',  Q',  R'  sont  des  fonctions  linéaires,  on  peut 
en  conclure  que  l'on  aura 

P  =  aX  4-  gv  —  r\ky 
Q=  6pL  4-  rX  — pv, 
R=  cv  4-  p\f'—  gX, 

P'=-X4-g'v  —  r>, 
Q'  =  — {x  +  r'X— p'v, 
R'  =  — V  4-ii'ix  — g'X, 

où  p,  q,  r,  p',  g',  r'  désignent  des  constantes. 
Il  viendra  ainsi 

Bv  —  Cjji.  =  (aX  4-  gv  —  rfx)  (X*  4-  jx*  4-  v*) 

4-  (—  X  4-  g'  V  —  r'  [x)  (aX*  4-  6;i.'  4-  cv'), 
on  encore 

[B  —  (a—  c)Xv  — g  (X*  4-  ja*  4-  v«)  — g'  (aX«  4-  b[x«  4-  cv*)]  v 

=[G  — (b  — a)Xix  — r(X'4-iA'4-v«)  — r'(aX«4-V4-cv«)]ix. 

On  voit  ainsi  que  la  fonction  du  second  degré 

C  —  (b  —  a)  XiA  -^  r  (X«  4-  [X»  4-  vV  —  r'  (aX*  4-  ^jx»  4-  cv*) 

est  divisible  par  v  et  on  peut  poser 

C  —  (b  —  a)X{x  —  r  (X«  4-  [X*  4-  v»)  —  r'  (aX«  4-  bpi*  4-  cv*) 

=  V  (aX  4-  P|x  4-  yv). 
De  là  on  déduira 

B  —  (a  —  c)  Xv  —  g  (X*  4-  ji.*  4-  v*)  —  g'  (aX*  4-  6jx*  4-  cv») 

=  Sx(aX  4-  pjx  4- Yv), 
et  de  même 

A  —  (c  —  6)  |xv  — p  (X»  4-  [X»  4-  V»)  — p'  (aX*  4-  b|x»  4-  cv*) 

=  X  (aX  4-  pjx  4-  yv). 
On  a  ainsi  les  expressions  de  Â,  B,  G. 
En  se  reportant  aux  formules  (8),  on  verra  qu'il  suffit  de  changer 

x^yyZ  en  x  —  ->  y  —  ->  z  —  ^  pour  faire  disparaître  aX  4-  P|x 

+  Y'^  ^^^  expressions  ci-dessus,  et  on  aura  simplement 

A  =  (c  —  6)  |xv  4-  p  (X»  4-  |x*  4-  V»)  4-  p'  (aX*  4-  b|x*  4-  cv*), 
B  =  (a  —  c)  vX  4-  g  (X*  4-  |x*  4-  v*)  4-  g'  (aX*  4-  b|x*  4-  cv*), 
G  =  (6  —  a)  X[x  4-  r  (X*  4-  [x*  4-  v*)  4-  r'  (aX*  4-  b|x*  4-  cv*). 
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On  peut  simplifier  encore  davantage  en  observant  que  si  l'on 
effectue  un  transport  des  axes  fixes,  ce  qui  revient  à  changer 
X  —  pT,  Y  —  gT,  Z  —  rT  en  X,  Y,  Z,  on  fait  disparaître  les 
seconds  termes. 

On  a  donc  finalement 

A  =  (c  —  b)  piv  -4-  p'  (aX*  -h  6|jt*  +  cv*), 
B  =  (a—  c)  vX  4-  g'  (aX*  -f-  6[jl»  4-  cv«), 
G  =  (b—  a)  XjA  +  !••  (aX*  +  6[jl«  +  cv«). 

Les  équations  (21)  (22)  deviennent  alors, 

Bv  —  C|i.  =  F  (aX*  +  6|x«  +  cv«)  =  0, 

ex  —  Av  =  Q'  (aX«  4-  6iiL«  +  cv«)  =  0, 

A[A—  BX  =  R'  (aX*  4-  6[i.«  4-  cv«)  =  0, 

X»  4-  {JL»  +  V»  =  0. 

En  dehors  des  quatre  solutions  qui  correspondent  à  aX*  •+■  b\L* 
4-  cv'  =  0  il  n'y  en  a  pas  d'autres  ;  car  les  équations 

F  =  Q'  =  R'  =  0 

ne  sont  pas  compatibles,  leur  déterminant  l4-p''4-g"4-r'" 
étant  différent  de  zéro,  quand  il  s'agit  d*un  mouvement  réel. 

Les  quatre  solutions  qui  sont  les  seules  existantes  sont  données  par 
les  formules 

y    _Ji!l.—     ^" 
h  —  c       c  —  a'     a  —  h 

et  si  (X',  [i.',  v')  est  l'une  d'elles,  les  trois  autres  seront 

(-  V,  4-  l.',  4-  v')        (4-  XS  -  ix',  4-  v')        (4-  V,  4-  [x',  -  v'). 

Les  quatre  plans  isotropes  correspondants  dont  les  points  décrivent 
des  surfaces  du  troisième  degré  seront  définis  par  les  équations 

/  XV' v'  4-2X'a;4-  2|x'i/ 4- 2v'z  =  0, 

'  —  X'ix'v'— 2X'cc4-2ix't/4-2v'z  =  0, 

{2^}               <  _x'ix'v'  4-2X'x-2[x'y  4-2v'z  =  0, 

\  —  XV'v'  4-  2X'a;  4- 2|x'i/ —  2v'z  =  0. 

Ils  forment  un  tétraèdre  dont  les  sommets  décrivent  des  plans.  Les 
points  des  arêtes  décrivent  des  quadriques.  Il  convient  d'observer  que 
deux  seulement  de  ces  arêtes  sont  réelles. 

Il  y  a  sur  chaque  arête  un  point  qui  décrit  un  plan.  Gela  nous  fait 
six  points  de  plus  qui  décrivent  des  plans  et,  par  suite,  en  tout  dix 
points,  comme  dans  le  cas  général  des  mouvements  à  surfaces  de 
Steiner. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  ce  point  de  détail. 
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Remarque  sur  11.  Pour  terminer  ce  qui  a  trait  aux  mouvements  généraux  dans 
le  mouvement  lesquels  les  surfaces  trajectoires  sont  des  surfaces  de  Steiner,  nous 
a  surfaces  ferons  remarquer  que,  si  Ton  asscyettit  un  des  points  du  corps  à 
décrire  sur  sa  surface  de  Steiner  une  courbe  unicursale  du  quatrième 
ordre,  cela  revient  à  prendre  pour  X,  pi,  v  des  polynômes  du  second 
degré  d'un  paramétre  arbitraire  14,  ou  encore  à  assujettir  X,  [a,  v  à 
une  équation  du  second  degré  de  la  forme 

Û(X,  jjL,  v)  =  aA*-f-  a'|i.'  +  a'v'  +  S^iav  +  2PVv  +  2p''XiJL  =  0. 

Il  est  très  aisé  de  se  rendre  compte  que,  dans  ce  cas^  il  existe  une 
infinité  de  points  qui  décrivent  une  courbe  plane  sur  leur  surface  de 
Steiner, 

On  a,  en  effet,  dans  ce  cas  général,  et  conformément  aux  équa- 
tions (8),  où  Ton  fait  t  =  1, 

X  =  (a^  -4-  x)  X*  -h  (a|  —  x)  |JL*  -h  (aj  —  x)  v* 

-h  2>4|j.v  -h  2  (6;  -h  z)  vX  +  2  (h[  +  y)  Xjji, 
Y  =  (o,  —  y)  X*  +  (a;  4-  y)  jjl*  +  {a[  —  y)  v* 

-h  2  (6;  4-  z)  |JLV  -H  2b;vX  -f-  2  (6;  +  x)  Xji., 

Z  =  (a,  —  z)  X»  -H  (a;  —  z)  jx*  -+-  (aj  +  z)  v* 

-H  2  (bj  -+-  y)  jjLv  -H  2  (bj  4-  x)  vX  -+-  26;X|jt., 
T  =  X»  -+-  IX»  +  V». 

Si  donc  la  forme  quadratique  ^X  +  mY  +  nZ  +  pTse  trouve 
identique  à  û,  le  point  {x,  y,  r,  t)  décrira  une  courbe  contenue  dans 
le  plan  ÏX  4-  mY  h-  ...  =  0.  Or,  pour  que  cela  ait  lieu,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  déterminants  à  5  colonnes  compris  dans  la  matrice 


Oj  +  a; 

a[  —  X 

cj  —  ac 

K 

b[+  z 

h\  +  y 

a»  — î/ 

<  +  y 

a\  —  y 

ht  +  z 

K 

K  +  x 

a,  —  z 
a, 
1 

«;  — s 

a' 
1 

al  +  z 
a' 
1 

h  +  y 
0 

P' 
0 

P' 

0 

soient  nuls.  Gela  a  lieu  pour  tous  les  points  (x,  1/,  z)  situés  sur  une 
certaine  courbe  du  sixième  ordre.  Cette  courbe  passe  par  les  dix 
points  qui  décrivent  des  plans 

Sur  les  mouvements  dans  lesquels  certains 
points  du  corps  décrivent  des  plans  ou  des 
courbes  planes. 

12.  Les  développements  qui  précèdent  ont  manifesté  l'intérêt  qui 
s'attache  à  la  recherche  des  conditions  dans  lesquelles  un  nombre 
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fini  ou  infini  de  points  du  corps  décrivent  des  plans  ou  des  courbes 
planes. 

Je  terminerai  cette  étude  en  reproduisant  les  indications  que  j'ai 

données  autrefois  sur  ce  problème,  dans  mon  enseignement  à  la 

Faculté  des  sciences,  en  1881. 

Examen  da  cas       Supposons,  par  exemple,  que  Ton  assujettisse  un  certain  nombre 

où  deux  points  de  points  à  décrire  des  plans;  il  pourra  se  faire  que,  par  le  fait  même, 

décrivent      d'autres  points  décrivent  également  des  plans. 

Examinons,  par  exemple,  le  cas  de  deux  points  A,  A'  qui  décri- 
vent deux  plans  II»  II'.  On  peut  supposer  que  A  est  l'origine  du 
trièdre  mobile  et  A'  un  point  de  l'axe  Ox.  On  peut  prendre  le  plan  II 
pour  le  plan  Z  =  0,  tandis  que  H',  s'il  n'est  pas  parallèle  au 
plan  n,  sera  pris  passant  par  l'axe  OX,  de  sorte  que  Y  +  ^Z  =  0 
sera  son  équation. 

Soient  alors 

/   X  =  a  +  ax  -h  cL^y  4-  a'z, 

(26)  I  Y  =  b  +  .Bx  +  P'i/  -h  ^'Zj 

les  équations  qui  représentent  le  mouvement. 

Dire  que  le  point  A  décrit  le  plan  II,  c'est  dire  que  l'on  a 

c  =  0; 

et  comme  les  coordonnées  absolues  du  point  A'  sont 

Y=b  +  p/i,      Z  =  c  +  y/i, 

où  II  est  Tx  du  point  A',  l'équation 

b  +  /ig  +  fe  (c  4-  hy)  =  0 

exprime  que  le  point  A'  décrit  le  plan  II'.  Ces  équations  s'écrivent 
encore 

(27)  6  =  —  h  0  +  ky),      c  =  0. 

Si,  en  vertu  de  ces  conditions,  un  troisième  point  x,  t/,  z  doit 
décrire  le  plan  iX4-inY  +  nZ-hp=:0,  il  faut  que  l'équation  de 
condition 

(28)  i  (a  -f-  ax  +  a'  y  -f-  a'z)  -h  m  (6  +  gx  4-  p'  y  -f-  ^'z) 

H-  n  (c  4-  Y^  +  T'y  -+-  ï'-)  4-  p  =  0 

résulte  des  équations (27)  ou  qu'elle  devienne  une  identité  lorsque  l'on 
y  remplace  b,  c  par  leurs  valeurs  (27).  Or,  on  trouve  ainsi  l'équation 

la  +  «  (ax  4-  a'y  +  a'z)  4-  m  [(x  -  h)  p  +  a'y  +  ^z] 

—  mhky  4-  n  (yx  4-  y'  yï"")  4-  p  =  0. 
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Pour  que  celte  équation  n'établisse  aucune  relation  nouvelle  entre 
a  et  les  cosinus  (Xj  y,  z  ne  pouvant  être  nuls,  sans  quoi  le  nouveau 
point  coïnciderait  avec  A,  ni  être  égaux  à  h,  0,  0,  sans  quoi  il  coïn- 
ciderait avec  A'),  il  faudrait  avoir  l  =  m  =  n  =  p=:0,  solution 
inacceptable. 

Le  problème  ne  comporte  donc  pas  de  solution  si  les  plans  n,  II' 
ne  sont  pas  parallèles. 

Par  contre,  si  II  et  II'  sont  parallèles,  il  est  clair  que  tout  autre 
point  de  la  droite  AA'  décrit  un  plan  parallèle  aux  précédents. 

Examen da cas       13.  Examinons  de  même  le  cas  où  trois  points  A,  A',  A"  décri- 

oiï  trois  points  y^Qj  |j.ois  plans  II,  II',  II'.  On  pourra  supposer  que  ces  trois  points 

cernent   es  ^^^  ^^^^  j^     1^^^  z  =  0,  en  sorte  que  leurs  coordonnées  seront 

plans  formant  ,  />x  ^  r%v  /  /^v   o.  .     *  »  v  ^r  rw  ^ 

un  trièdre.  (^i'  2/i.  0)  (x„  i/„  0)  (x„  i/„  0).  Soient  i^X  +  m,  Y  +  n, Z  -f-  p  =  0, 

l^X  4-  w,Y  -h  n,Z  +  p,  =  0,  JjX  +  mjY  h-  n^Z  +  p,  =  0,  les 
équations  des  trois  plans  II,  II',  0%  que  nous  supposerons  d'abord 
former  un  trièdre.  Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  que,  dans  cette 
hypothèse,  il  n'arrivera  jamais  qu'un  quatrième  point  décrira  un 
plan,  comme  conséquence  de  ce  que  A,  A'  A'  décrivent  les  plans 

n,  n',  n'. 

En  effet,  les  équations  qui  expriment  ces  dernières  conditions 
s'écrivent 

4-  n,  (c  4-  yx,  +  -r'y,)  4-  p,  =  0, 

^    ^   ^  -H'^.Cc  +  ïaî, -f-ï'2/,)  +  ft  =  0, 

P,  =  ^3  (a  4-  ax,  4-  a'i/j)  4-  m,  (b  4-  gic,  4-  &'  t/j) 
\  4-  tia  (c  4-  Y^Cj  -f-  T'y,  4-  p,  =  0. 

Supposons  que,  comme  conséquence  de  ces  équations,  l'équation 

(  p=:i(a4-ax4-a'i/4-a''z)4-m(6  4-fix4-P'y  4-3"^) 
^    M  4- n(b4-YX4-Y'2/-Hï'-)+l>=0, 

qui  exprime  que  le  point  (ac,  t/,  z)  décrit  le  plan  ÎX4-inY4-nZ 
4-  p  =  0,  se  trouve  vérifiée. 

Comme  le  déterminant  Z  ±  l^m^n^  n'est  pas  nul,  puisque  les 
plans  n,  nS  n''  forment  un  vrai  trièdre,  on  pourra  tirer  a,  b,  c  des 
équations  (29)  et,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (30),  il 
restera  une  relation  linéaire  entre  a,  a',  a',  p,  p',  ^\  y,  y',  y',  qui 
devra  être  une  identité. 

Gela  exigera  que  les  coefficients  de  a,  a' , ...  dans  cette  relation  ilen- 
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tique  soient  tous  nuls.  On  a  donc  entre  P^,  P,,  P,  une  relation  iden- 
tique de  la  forme 

(31)  P=o,p, +  e.p. +  e,p„ 

où  Op  0,,  0,  sont  des  constantes  dont  aucune  n'est  nulle;  sans  quoi, 
si  O3,  par  exemple,  était  nul,  l'équation  P  =  0  résulterait  des  équa- 
tions  Pi  =  0,  P,  =  0,  ce  qui  ne  se  peut  puisque,  les  plans  II,  D',  II' 
formant  un  trièdre,  les  plans  H,  Q'  ne  peuvent  être  parallèles.. 

Nous  sommes  donc  amenés  à  discuter  l'identité  (31). 

Cette  identité  se  décompose  dans  les  équations  suivantes  : 

(32)  I        e^mj  -h  e,m,  -h  ôatH,  =  ni  y 

[        ^^n^   -f  0,n,    -h  6,n,  =  n, 

[   6|X| .  /,     +  6,x, .  i,    -h  ôjac,^,    =  IXy 
(32)'  \  O^a;, .  m^  +  6,x, .  m,  -*-  6,a;,m,  =  mx, 

(32)"  {  Oit/jtw,  -4-  6,i/,m,  -{-  Oat/stn,  =  myy 

^i!/iWi   -+-6,y,»,   +05^311,  =nt/, 

(32)'"  J  0  =  mzy 

(32)»v  e,p,  -t-  e,p,  +  ô,p,  =  p. 

Les  équations  (32)'^  entraînent  la  relation  z  =  0,  car  Thypothèse 
î  =  m  =  ?i  =  0  est  inacceptable. 

Les  équations  (32)  (32)'  (32)'  prouvent  que  les  équations  homo- 
gènes en  u^y  u„  U3,  u 

mjtii  H-  m,u,  +  wijMj  =  mil, 

admettent  les  trois  systèmes  de  solutions 

(^i,  %y  %y  i)  (^i^Ci,  e,X„  OjX,,  ac)  (0,2/4  e.î/,,  631/3,  î/). 

Deux  au  moins  de  ces  systèmes  de  solutions  sont  distincts,  car  il  fau- 
drait sans  cela  que  l'on  eût  à  la  fois 

x,  =  x^  =  x^  =  Xy  y,  =  y,  =  î/,  =  t/; 

tous  les  points  coïncideraient. 
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Le  système  linéaire  (33)  est  donc  indéterminé  et  les  déterminants 
à  9  termes  compris  dans  la  matrice 


h 

I. 

h 

l 

m, 

m. 

nij 

m 

n, 

n. 

^8 

n 

une  même 
droite. 


sont  nuls,  ce  qui  est  impossible,  puisque  les  plans  II,  n\  0'  forment 
un  vrai  triëdre. 

Ainsi  :  jamais  la  condition  que  trois  points  A,  A',  A'  décrivent 
les  faces  d'un  trièdre  n'entraînera  le  fait  d'un  quatrième  point 
décrivant  lui  aussi  un  plan. 

Cxamen  dn  cas       14.  Supposons  donc  que  les  plans  n,  II',  II'  soient  parallèles  à 
»ù  trois  points  j^a^  même  droite;  on  peut  supposer  que  ce  soit  la  droite  OZ  et  alors 

décrivent        ,     =n,  =  n,=0. 
trois  plans  i  i  » 

parallèles  à        ^^  équations  (29)  deviennent 

I  l^a  +  m^h  +  l^  (aaîj  +  a'i/J  +  m^i^x^-h  &'!/i) -+- l>i  =  0, 

(34)    l^a  -H  m,6  -{-  l^  (ax,  -h  a'i/,)  +  m,  (px,  +  p't/,)  -f- 1>,  =0, 

(  l^a  +  ni^h  -\-  i,  (aa?5  -+-  a't/,)  -{-  m,  (P^,  4-  p'  i/,)  +  ^î,  =  0, 

L'équation  qui  exprime  que  le  point  (x,  t/,  z)  décrit  le  plan 
(l,  m,  n,p). 

(  îaH-m&-|-nc-|-i(ax-Ha'i/-*-a''z)H-m(Px  +  P't/  +  P''2) 
^    ^(  :-*-n(Ta?^yt/-+-Y''2)+l)=0, 

doit  être  une  conséquence  des  équations  (34).  Comme  on  écarte  le 
cas  déjà  traité  où  les  trois  plans  seraient  parallèles,  l'un  au  moinsides 
déterminants 7,77? 3  —  w,?,,  Z,Wj  —  ^s^,  ^i^j  —  m^l^  est  différent 
de  zéro,  et  deux  au  moins  des  équations  (34)  forment  un  système 
résoluble  par  rapport  à  a,  h. 
En  portant  ces  valeurs  dans  la  troisième  équation  on  trouvera 

(       (^w,  —  i,m,)  [\  («x,  +  a't/i)  -+-  m^  {^^  4-  P'y^)  +  pj, 
(36)     +  {l^m^  —  l^m^)  [\  (ax,  -t-  a'i/,)  +  m,  (^x,  +  3"!/,)  +  pj, 

tandis  que  l'équation  (35)  se  réduira  à  une  relation  enlre  c  et  les 
cosinus.  Or,  cette  relation  devant  être  une  conséquence  de  (36),  la 
quantité  c  ne  saurait  y  figurer;  elle  ne  doit  pas  figurer  non  plus 
dans  l'équation  (35)  et,  par  suite,  l'on  a  n  =^  0. 

Le  plan  décrit  par  le  point  (x,  i/,  z)  est  donc  parallèle  à  OZ,  comme 
les  trois  plans  n»  0',  JI'. 
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Par  la  substitution  des  expressions  de  a,  h  dans  l'équation  (35), 
celle-ci  devient  donc  une  relation  linéaire  entre  les  cosinus  directeurs 
qui  doit  être  une  conséquence  de  Téquation  (36).  Il  ne  faudrait  pas  se 
hâter  d*en  conclure  que  ces  deux  relations  linéaires  entre  les  cosinus 
directeurs  doivent  être  proportionnelles  terme  à  terme.  Si,  en  effet,  on 
exprime  dans  (36)  les  cosinus  directeurs  en  fonction  des  paramètres 
X,  (x,  V,  p  d'Olinde  Rodrigues,  le  premier  membre  de  cette  équation 
prend  la  forme  d'une  fraction  dont  X*  -h  ix*  -f-  v*  +  p*  est  le  déno- 
minateur et  dont  le  numérateur  est  une  forme  quadratique  en 
X,  ix,  V,  p. 

Si  cette  forme  quadratique  est  décomposable  en  un  produit  de  deux 
facteurs  linéaires,  l'équation  (36)  se  trouvera  décomposée,  et  il  sufGt 
que  l'un  de  ces  facteurs  divise  l'équation  linéaire  entre  les  cosinus 
qui  résulte  de  (35)  (les  cosinus  étant  encore  exprimés  en  X,  }jl,  v,  p) 
pour  que  l'équation  (35)  soit  une  conséquence  de  (36). 

Si  l'on  fait  abstraction  de  ce  cas  de  décomposition,  alors  les  deux 
équations  linéaires  sont  bien  proportionnelles  terme  à  terme,  et  en 
conservant  les  notations  du  numéro  précédent  en  aura  encore  une 
identité  de  la  forme 

P  =  0,P,  4-6,P,  4-0,P„ 

seulement  on  a  maintenant  n^=:  n^=:n^=zn  =z  0,  en  sorte  que 
les  équations  (32)  et  suivantes  se  réduisent  à 


(37) 


(37)'  j 


(37)' 


ô^mj  +  0,m,  -h  0,»n,  =  m, 

(37)-^  ÔiPi  +  O.P.  +  e,p,  =  p„ 

équationâ*qui  expriment  que  le  système  linéaire  en  u^,  t4„  u,,  ti, 

l^u^    4-  /,tl,     +  l^u^    =  u, 

admet  les  trois  systèmes  de  solution 

(ôi,  o„  o„  i)    (e,xj,  0,x„  e,x„  x)    (641/4,  e,î/„  e^y,,  y). 

Ces  trois  systèmes  ne  sauraient  être  linéairement  indépendants, 
car  les  déterminants  /j?nj.  —  /{.m;  ne  sont  pas  tous  nuls;  on  a  donc 


NOTES  DE  M.  DARBOUX.  381 

quatre  relations  de  la  forme 

e,  {\x^  -H  |j.t/,  +  v)  =  0, 

6,  (Xx,  -f-  jAi/,  -f-  v)  =  0, 

6,  (XaCj  -+-  |Jt.î/a  -H  v)  =  0, 

Xac   +  jJii/   -+-  V  =0. 

Aucun  des  6^  n'est  nul^  car  si  l'on  avait  0,  =  0,  les  équations 
Pi  =  P,  =0  entraîneraient  F  =  0  et  l'on  serait  dans  le  cas  que 
nous  avons  étudié  au  numéro  13.  Aucun  des  6{  n'étant  nul,  on  voit 
que  les  équations  ci-dessus  expriment  que  les  points  A,  A',  A'  et  le 
point  (x,  y  y  z)  sont  sur  une  même  droite  du  plan  z  =  0. 

Il  est  totgours  permis  de  supposer  que  cette  droite  est  l'axe  Oxy  ce 
qui  réduit  à  zéro  i/j,  t/„  y„  y. 

Le  système  des  équations  (37)  et  suivantes  se  réduit  alors  au 
suivant  : 

(38)  \  ôjm,  -\-  ô,m,  -*-  0,m,  =  m, 

f38y  f  ^i^^i    -f-O.^a;,  4-0,Z,ar,    =  lac, 

^    ^  \   ôjmiX,  -H  0|  J,x,  +  ôjWjXj  =  mx. 

La  première  des  équations  (38),  jointe  à  la  première  des  équations 
(38)'  permet  d'éliminer  {;  on  élimine  de  même  m  entre  la  seconde 
équation  (38)  et  la  deuxième  équation  (38)'.  On  trouve  ainsi  les  deux 
équations  suivantes  : 

64  m^  (x  —  Xj)  4-  8,m,  (x  —  x,)  +  6jm,  (x  —  Xj)  =  0, 

d'où  l'on  tire  pour  6|,  0,,  0,  les  valeurs  proportionnelles  à 

(IjW,  —  î,m,)  (x  —  X,)  (x  —  X,), 
{l^m^  —  l^m^)  (x  —  x,)  (x  —  xj, 
(i^m,  —  ^tW-i)  (x  —  Xj)  (x  —  X,). 

En  transportant  ces  valeurs  de  Op  0,,  0,  dans  les  équations  (38)  on 

obtiendra  les  expressions  de  I,  m,  p  en  fonction  de  x, 

Z  =  l^  (I,m,  —  I,m  J  (x  —  X,)  (x  —  x,) 
-f-  \  (I,mj  —  Ijm,)  (x  —  X,)  (x  —  Xj) 
-*-  '3    (^>H,.—  I,mj)  (x  —  X4)  (x  —  X,) 

m  =  Wi  (ijW,  —  îs^»)  (^  —  ^«)  (^  —  ^3) 

(39)  ^        -*-  m,  (Ijnij  —  ^i^^^s)  (x  —  x,)  (x  —  x^) 

+  m,  (i^rw,  —  îfWij)  (x  —  Xj)  (x  —  x,) 

P    =  Î>1    (^3^8  —  ^^l)  (^  —  ^«)  (^  —  ^3) 

-+-  ;>,  (Ijm^  —  ï^m,)  (x  —  X,)  (x  —  Xj) 
+  p,  (/jWÎ,  —  l,»M<,)  (x  —  X,)  (x  —  X,) 


Les  points 

d'nne  droite 

décrivent  les 

plans  tangents 

d'un  cylindre 

parabolique. 


Cas  général  où 
quatre  points 

décrivent 
quatre  plans 

formant 
un  tétraèdre. 
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Ces  formules  montrent  que  lorsque  le  point  x  varie  sur  Taxe  Ox, 
le  plan  qu'il  décrit  change,  mais  reste  tangent  à  un  cylindre  parabo- 
lique dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  Taxe  OZ. 

Nous  avons  donc  le  théorén^  suivant  : 

Si  trois  points  A,  A',  A'  d'une  même  droite  décrivent  trois 
plans  formant  un  prisme,  tout  point  M  de  la  m^ème  droite  décrit 
un  plan  parallèle  aux  arêtes  de  ce  prisme.  Lorsque  le  point  M 
change  sur  la  droite,  le  plan  qu'U  décrit  change  en  enveloppant 
un  cylindre  parabolique  qui  est  fiaturellement  tangent  aux  trois 
faces  du  prisme. 

Il  pourrait  arriver  que  les  trois  plans  II,  II',  II'  non  seulement 
fussent  parallèles  à  une  môme  droite,  mais  fissent  partie  d'un  même 
faisceau.  Alors  les  principes  les  plus  élémentaires  de  la  théorie  du 
rapport  anharmonique  rendent  évident  ce  fait  que  tout  point  de  la 
droite  A  A' A'  décrit  un  plan  de  ce.  même  faisceau. 

15.  Examinons  maintenant  le  cas  où  quatre  points  décrivent 
quatre  plans  formant  un  tétraèdre.  Si  l'on  désigne  génériquement 
par  x„  t/j,  Zj  les  coordonnées  de  l'un  des  points  et  par  {„  m,-,  n^,  p.- 
les  coefficients  de  l'équation  du  plan  qu'il  décrit,  on  devra  avoir 
quatre  identités  de  la  forme 

IP.  =:  Ij  (a  -*-  ax<  +  a'i/<  +  a'z.)  +  m,-  {h  +  ^x,  -t-  ^'y^  +  (^'Zi) 
-+-  Hi  (c  4-  yXi  -h  Y'y<  +  y'^0  +  Pi  =  0 

En  éliminant  a,  b,  c  entre  ces  quatre  équations,  il  restera  une 
équation  linéaire  entre  les  neuf  cosinus,  c'est-à-dire  une  relation 
quadratique  entre  les  paramètres  X,  |a,  v,  p  d'Olinde  Rodrigues. 

Soit 

(41)  e(X,  |iL,v,  p)  =  p 

cette  relation  quadratique. 

Les  équations  (40)  fourniront  en  même  temps  pour  a,  b,  c  des 
expressions  linéaires  en  a,  a\  a',  P,  P',  P',  y,  y',  y',  c'est-à-dire  des 
fonctions  homogènes  et  du  second  degré  en  X,  |ji,  v,  p 

Dès  lorsy  les  formules  qui  représentent  le  mouvement  s'écriront 

y = *,. 

T  =  *,  =  X*  +  iJ.*  +  V»  +  pS 
où  4>„  4>,«  <&,^  $«  sunt  des  fonctions  homogènes  et  du  second  degré 


(42) 


NOTES  DE  M.  DÀROOUX.  383 

de  X,  {ji,  Vy  p.  Seulement  ces  paramètres  X,  [jl,  v^  p  se  trouvent  liés 
par  l'équation 

Q  {\  V-y  V,  p)  =  0. 

On  doit  observer  que  ce  mouvement  est  unicursal.  En  effet,  l'équa- 
tion 6=0  représente  en  coordonnées  homogènes  X,  [jl,  v,  p  une  quadri- 
que  pour  laquelle  les  coordonnées  d'un  point  courant  sont  exprimables 
sous  forme  de  fonctions  homogènes  et  du  second  degré  de  trois  para- 
mètres u,  D,  u).  On  reconnaîtra  aisément  que  les  courbes  qui  repré- 
sentent sur  le  plan  les  sections  planes  de  la  surface,  quand  on  emploie 
les  paramètres  u,  v^  Wy  sont  des  courbes  du  quatrième  ordre  ayant 
deux  points  doubles  en  commun  et  ne  se  coupent  dès  lors  qu'en  huit 
points  variables. 

Les  surfaces,  décrites  sont  donc  du  huitième  degré.  Si  l'on  fait 
varier  X,  {x,  v,  p  de  manière  à  se  déplacer  sur  une  droite  de  la  qua- 
drique  6  =  0,  X,  (i.,  v,  p  solit  des  fonctions  linéaires  d'un  paramètre; 
les  coordonnées  absolue»  X,  Y,  Z,  T  du  point  décrivant  sont  des  fonc- 
tions du  second  degré  d'un  paramètre  et  l'on  voit  ainsi  qu'aux  géné- 
ratrices rectilignes  de  la  quadrique  6  =  0  il  correspond  deux  familles 
de  coniques  tracées  sur  la  surface  du  huitième  ordre  (^). 
Cas  de  Tout  ceci  est  dit  dans  le  cas  où  la  relation  6  =  0  entre  les  cosinus 

décomposition,  ne  se  décompose  pas.  Si  cela  avait  lieu,  si  6  était  égal  au  produit  de 

deux  fonctioi]is  linéaires  en  X,  [jl,  v,  p 


e  =  e'.e; 


i> 


il  y  aurait  évidemment  deux  mouvements  à  surfaces  de  Steiner 
(n^  6)  qui  satisferaient  aux  conditions  imposées.  Dans  chacun  d'eux 
il  y  a  six  autres  points  (du  moins  en  général)  qui  décrivent  des  plans. 
Retour  H  est  intéressant  de  se  rendre  compte  si  quelque  chose  d'analogue 

au  cas  général,  peut  se  produire,  même  dans  le  cas  où  l'équation  6  =  0  ne  se  décom- 
pose pas»  et  si,  dans  ce  cas  encore»  le  fait  que  quatre  points  décrivent 
des  plans  entraine  la  même  chose  pour  un  cinquième. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  de  ce  cinquième  point  et  i,  m,  n,  p 
les  coefficients  de  l'équation  du  plan  qu'il  décrit. 

L'équation  de  condition 

(  P=  i  (a  +  otx  +  a' tf  +  a'ic)  +  m (b  +  p»  4-  p' y  +  3'«) 
^^    (  -hn(c-*- YX-^  y'y -^  y''25)+i>=0 

doit  être  une  conséquence  des  quatre  équations  (40).  Comme  nous  nous 

(i)  Voir  ma  note  aux  Comptes  rendus  en  1881.  Plus  récenunent,  M.  Kdbnigs  a 
étudié  ces  inrfaces  dans  les  Annales  scientifiqties  de  PÉtoU  normale  supérieure. 
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plaçons  hors  du  cas  de  décomposition,  on  verra,  comme  au  n^  14,  qu'il 
doit  exister  entre  les  Pj  et  P  une  identité  de  la  forme 

(44)  P  =  0,P,  +  8,P,  4-  e,p,  +  e,p,. 

Celte  identité  se  décompose  dans  les  relations 


xl  =  lO.Xiï,.,  xm  =  26,a;<mi,  xn  =  SOiX^n,, 
yl  =  SÔiî/.l,,  y  m  =  2Ô<t/<w,.,  yn  =  2e<t/..n,., 
2  Z  =  2  ô<  2,'  /,-,        z  m  =  2  0,-2,mi,        z  h  =  2  Oi^,-  w^. 


;>  =  2e,Pi, 


Ces  treize  équations  expriment  que  le   système  d'équations  en 


Wi,  w„  ti„  ti, 


u, 


u. 


te, 


(45) 


ti,  =  U 


xu, 
zu. 


admet  trois  systèmes  de  solutions 


(46) 


(8,mp 

(O.Hj, 


6,m„ 
6,n„ 


Os  m,, 
83  w„ 


0, 
m), 

n). 


Ces  trois  systèmes  de  solutions  sont  linéairement  indépendants, 
sans  quoi  les  cinq  plans  considérés  sont  parallèles  à  une  même  droite, 
cas  que  nous  écartons  tout  d'abord.  Il  faudra  donc  que  le  système  des 
équations  (45)  se  réduise  seulement  à  deux  et  que  tous  les  détermi- 
nants à  trois  lignes  et  à  trois  colonnes  tirés  de  la  matrice 


1 

X, 

Vi 


1 

x, 

z. 


z. 


1 

X, 

z. 


1, 

X, 

z 


soient  nuls.  Cela  équivaut  à  dire  que  les  quatre  points  (x,-,  t/^,  z^  et 
le  point  (x,  t/,  z)  sont  sur  une  même  droite. 

Nous  pourrons  supposer  que  Taxe  Ox  est  cette  droite.  Les  1/0  Zj 
sont  nuls  ainsi  que  t/  et  z,  ce  qui  réduit  aux  deux  premières  le  sys- 
tème des  équations  (45). 

Alors,  par  un  calcul  entièrement  analogue  à  celui  du  numéro  pré- 
cédent, et  en  désignant  par  A^  le  déterminant  2  ±  l^m^n^  et  par  A„ 
A3,  A4  les  quatre  déterminants  analogues,  on  trouve  que  le  point  M 
d'abcisse  égale  à  x  sur  l'axe  Ox  décrit  un  plan  qui  a  pour  équa- 
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Cas  où  les 
quatre  plans 

II,  ii;  n;  n'^ 

forment 
un  prisme. 


tion 

(47) 


A, 


y  (I,  X  +  m,Y  +  n,Z  +  p;)  -"4:  =  0. 


Quand  le  point  M  varie  sur  Taxe  Ox^  le  plan  qu'il  décrit  change 
en  restant  tangent  à  une  développable  parabolique  de  la  troisième 
classe,  ainsi  que  le  prouve  Féquation  (47)  qui  donne  la  représentation 
de  ce  plan  en  fonction  du  paramètre  variable  x. 

Ainsi,  si  quatre  points  A,  A',  A%  A*  en  ligne  droUCy  décrivent 
quatre  plans  H,  II',  II",  II**  formant  un  tétraèdre,  tout  autre  point 
M  de  cette  droite  décrit  un  cinquième  plan.  Si  le  point  M  vient 
à  changer  sur  la  droite,  le  plan  quHl  décrit  change,  mais  êh 
restant  tangent  à  une  surface  développable  de  la  troisième  classe, 
parabolique. 

Mais  il  faut  bien  se  rendre  compte  que,  dans  ce  mouvement,  les 
points  A,  A',  A%  A'^,  ...,  M  ne  décrivent  plus  la  totalité  des 
plans  II,  n',  ...,  ils  décrivent  des  coniques  dam  ces  plans. 

La  chose  est  bien  différente,  comme  on  voit,  de  celle  qui  se  pré- 
sente dans  le  mouvement  à  surface  de  Steiner  où  la  totalité  du  plan 
(aux  imaginaires  près)  se  trouve  décrite. 

La  démonstration  directe  de  cette  proposition  peut  être  simplifiée  par 
la  remarque  suivante.  On  a  vu  au  n^  08,  page  297,  que  si  trois  points 
en  ligne  droite  A,  A',  A'  décrivent  les  faces  d*un  trièdre,  tout  autre 
point  M  de  la  droite,  décrit  un  ellipsoïde.  Si  donc  le  point  M  se 
trouve,  par  surcroît,  devoir  rester  dans  un  plan,  il  décrit  forcément 
Tellipse  d'intersection  de  Tellipsolde  et  du  plan. 

On  observera  que  tous  nos  raisonnements  supposent  simplement 
que  l'élimination  de  a,  b,  c  entre  les  équations  (40)  n'a  donné  qu'une 
seule  équation  6  =  0  entre  les  cosinus.  Or,  cette  supposition  subsis- 
tera tant  que  l'un  des  déterminants  à  9  termes  tirés  du  tableau 

h    i.    i.    j. 


m, 
n. 


m, 


n. 


m, 
n. 


sera  différent  de  zéro,  c'est-à-dire  tant  que  trois  au  moins  des  quatre 
plans  0,  II',  n',  n'"  formeront  un  vrai  trièdre. 

16.  Il  nous  reste  donc  à  examiner  le  cas  où  les  quatre  plans 

n,  n',  ir,  n*^  forment  un  prisme. 

On  pourra  alors  supposer  que  ces  plan»  sont  tous  parallèles  à  OZ, 

ce  qui  donnera 

?Tj  =  n^  =  Hj  =  n^  =  0. 

Cinématique,  25 
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Les  équations  (40)  s'écrivent 

IP.  z=  l.  (a  4-  otXi  +  (x'yi  +  aZi)  +  m,  (6  -i-  ^x^  +  P'i/.  4-  p'z.) 
(f  =  l, 2,3,4) 

réqualion  (43)  qui  exprime  que  le  point  x,  y,  z  décrit  le  plan 
(l,  m,  n,  2?)  devant  être  une  conséquence  des  équations  (48),  on  voit 
que  la  variable  c  ne  doit  pas  y  figurer;  n  est  donc  nul  et  le  plan  décrit 
par  le  point  (x,  y,  z)  est  lui  aussi  paral]è!e  à  OZ.  L'équation  (43) 
s'écrit  alors 

(49)  P=  l{a  +  aLX+  oi'y  +  %'z)  -h  m  (fc  +  gx  +  g'y  -h  ^'z)  4-  p=0. 

En  éliminant  a,  b  entre  les  équations  (48),  on  obtiendra  deux  équa- 
tions linéaires  entre  les  cosinus 

(50)  e  =  0,      H  =  0; 

en  portant  alors  les  valeurs  de  a,  b,  tirées  de  deux  des  équations  (48)  » 
dans  l'équation  (49)  on  obtiendra  une  relation  linéaire  entre  les  cosi- 
nus, que  je  représente  par 

(49)'  W  =  0. 

Si  Ton  fait  encore  abstraction  du  cas  où  il  y  aurait  décomposition, 
cas  qui  donnerait  encore  une  relation  linéaire  entre  X,  [a,  v,  p  et  con- 
duirait à  un  mouvement  à  surfaces  de  Steiner,  il  faudra  que  V  soit 
une  combinaison  linéaire  de  6  et  de  H,  en  sorte  qu'en  définitive  il 
existera  encore  une  relation  identique  de  la  forme 

(51)  P  =  e^Pj  +  0,P,  +  e.P,  +  Ô,P 


4) 


comme  précédemment,  équation  (44). 
L*équation  (51)  se  décompose  encore  dans  les  suivantes  : 

l  =  l^ili,  m  =  l^im^y       p  =  l^iPi, 

xl  =  l^iXiliy  xm  =  SO.XiWJf, 

yl  =  se.î/iî.,  ym  =  Se.î/.m., 

tl  =  l^iZflfy  zm  =  SO.z.m,.. 

Ces  relations  expriment  que  le  système  d'équations  déjà  formé  (45) 
admet  les  deux  systèmes  de  solutions  indépendantes 

gov  (   (Oi^,        0,«.  e,!,,        6,l„        00, 

^       ^  {     i^^^hy  ^%^^Ùy  ^8»^8>  ^4^4»  ^^)' 

Il  faudra  donc  que  tous  les  déterminants  à  quatre  lignes  et  à 
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X, 

Vt 

z. 


X, 

y* 

z. 


X 

y 


soient  nuls. 

Cela  revient  à  dire  que  les  points  A,  A',  A',  A"*  sont  dans  un 
même  plan. 

On  peut  alors  supposer  que  ce  plan  soit  justement  le  plan  xO\f\  on 
aura  alors  z^  =  z,  =i  z,  =  z^  =  z  =:r  0,  et  les  relations  précédentes 
86  réduisent  A 


(53) 


Îxl  =  ZOjXf /{)      xtn  =  20<X{t7i{| 
yl  =  Zb(yil(y      y  m  =  Se^y^mi. 


(54) 
(55) 


On  peut  remplacer  ces  équations  par  les  suivantes  : 

2;8<  (x  —  Xi)  li  =  0,      26<  (x  —  X,)  m,  =  0, 
26,  (y  -  y,)  l,  =  0,      l^i  {y  -  t/,)  m,  =  0, 

I  =  26,^,      m  =:  26,m|,      p  =  20,p,. 


Les  quatre  premières  équations  sont  surabondantes  pour  déter- 
miner les  valeurs  des  0^;  en  exprimant  leur  compatibilité^  on  trouve 
qu'il  faut  avoir 


(56) 


I,  (x  —  Xj) 

h  (y — Vi) 
♦»»  (.y — Vt) 


i*  («  —  x.) 

»i,  (x  —  X,) 

'i  (y — Vt) 
»«t  (y  —  Vt) 


h  (« — «i) 

m,  (x  — .  X,) 

hiy  —  y*) 
"*i  (y — Vt) 


h  (« — «0 

irt4  (x  —  X4) 

^4(y  — î/é) 


=  0. 


Cette  équation  est  du  second  degré  en  x,  y,  elle  représente  une 
conique  G  sur  laquelle  doit  se  trouver  le  point  M.  Les  équations  (54) 
donnent  alors  les  valeurs  des  6^  en  fonction  des  coordonnées  x,  y  du 
point  M  et  en  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (55)  on  aura  les 
expressions  ly  m,  p  des  coefficients  du  plan  décrit  par  M. 

On  peut  se  rendre  compte  que  ce  plan  enveloppe  lui-même  un 
cylindre  parabolique  de  la  troisième  classe. 

Si,  en  effet,  on  élimine  x,  y  entre  les  équations  (53)  on  trouve  les 
cinq  équations  suivantes  : 

I  =  20,Zi,      m  =  2e,m,,      p  =  26|p., 
0  =  26<x,  (iMji  —  i.m), 
0=20,//,  (/M,l—  /,iw), 
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d'où,  en  éliminant  les  0, 

(57)         x^{ïnj^  ï,m) 
x^  {mj  —  i^w) 
0 


y,  (m,!  —  /., m) 
0 


l 


m, 

m, 

m 


Pi 
Pt 

Pi 
P 


=  0, 


Cas  où 
un  même  plan 

est  décrit 

par  plnsieurs 

points. 


Cas  où  une 

droite  balaie 

un  plan  et  où 

tous  les  points 

d'une  autre 

décrivent  des 

plans. 

Cas 

où  deux  droites 

balaient  des 

plans. 


équation  du  troisième  ordre  en  l,  ni,  p  qui  est  vérifiée  par  ^  =  0, 
m  =  0. 

Ainsi,  lonque  quatre  points  A,  A',  A%  A'^  pris  dans  un  même 
plan  décrivent  quatre  plans  IT,  ïl',  U',  iV^  parallèles  à  une  même 
droite  et  formant  un  prisme,  tous  les  points  d'une  certaine 
conique  C  passant  par  les  points  A,  A',  A",  M^ possèdent  la  tnéme 
propriété.  Tous  les  plans  décrits  par  les  divers  points  de  cette 
conique  enveloppent  un  cylindre  parabolique  de  la  troisième 
classe. 

A  rencontre  de  ce  qui  a  lieu  au  n^  16,  chaque  point  de  la  conique  C 
décrit  la  totalité  du  plan. 

17.  Les  raisonnements  qui  précèdent  supposent  essentiellement 
qu'un  même  plan  ne  se  trouve  pas  décrit  par  plusieurs  points  de  la 
figure. 

Si  cela  a  lieu  pour  trois  points  non  en  ligne  droite,  on  est  dans  le 
cas  où  un  plan  de  la  figure  glisse  sur  lui-même. 

Si  cela  a  lieu  pour  deux  points  d'une  droite,  il  en  est  de  même  pour 
tous  les  points  de  la  droite. 

Supposons  qu'une  droite  D  de  la  figure  balaie  un  plan  II  et  qu'en 
outre  un  point  A^  décrive  un  plan  II,  non  parallèle  au  premier.  Il 
n'arrivera  jamais  qu'un  second  point  M,  pris  en  dehors  de  la  droite  D, 
décrive  aussi  un  plan  comme  conséquence  des  conditions  précé- 
dentes. 

Si  le  plan  11^  est  parallèle  au  plan  n,  un  plan  de  la  figure  glisse 
sur  le  plan  II. 

,  Supposons  maintenant  qu'une  droite  D  balaie  encore  un  plan  n  et 
que  deux  autres  points  Ap  A,  décrivent  des  plans  II|,  II,  formant  un 
prisme  avec  le  plan  II.  Si  la  droite  A,  A,  coupe  la  droite  D,  tout  point 
de  la  droite  A^A,  décrit  un  plan,  el  l'ensemble  de  ces  plans  enve- 
loppe un  cylindre  parabolique  du  second  degré. 

Il  y  a  enfin  iin  cas  où  deux  droites  D,  D'  du  corps  balaient  deux 
plans  n,  n',  non  parallèles.  (Si  D,  D'  étaient  parallèles,  un  plan  de 
la  figure  mobile  glisserait  sur  chacun  d'eux). 
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Prenons  pour  axe  Oz  la  perpendiculaire  commune  aux  droites  D,D' 
et  en  choisissant  convenablement  les  deux  autres  axes  Ox,  Oy,  ame- 
nons D,  D'  à  être  représentées  par  des  équations  de  la  forme 

(58)  \'=^^  z=-K 
^    ^                            \   y  =  —  qxy      y=zqx. 

'Prenons  pour  ZOX,  ZOY  les  plans  bissecteurs  des  plans  n,  n'. 
Ces  plans  auront  pour  équation  respecti\'ement 

(59)  X  4-  JtY  =  0,       X  —  fcY  =  0. 

Si  on  exprime  que  la  droite  D  décrit  le  plan  n  et  la  droite  D'  le 
plan  n'yon  est  conduit  très  aisément  aux  équations  qui  défînissent  ce 
mouvement, 

a  -h  hk'^'  =  0,       kh  +  ha'  =  0, 
a  —  kq^'  =  0,       ga'  —  fc^  =0. 

£n  dehors  des  cas  où  les  relations  entre  les  cosinus  se  décompo- 
sent, il  n'y  a  pas  de  points  autres  que  ceux  des  droites  D,  D'  qui  décri- 
vent des  plans. 

Nous  nous  arrêterons  à  ces  indications  qui  montrent  combien  il 
y  aurait  intérêt  à  étudier  à  fond  les  mouvements  algébriques  et 
quelles  ressources  offrent  pour  cette  étude  les  paramètres  d'Euler 
et  d'Olinde  Rodrigues. 


NOTE 


SUR  LA 


CINÉMATIQUE  D'UN  MILIEU  CONTINU 


PAR 


MM.  Eugène  et  François  COSSERAT 


I.  ~  Quelques  généralités  sur  les  coordonnées 

curvilignes. 


t ,  —  Rappel  des  formules  fondamentales  relatives  au  triêdre  mobile. 

Considérons  un  système  de  coordonnées  curvilignes  quelconque 
pour  lequel  nous  consei^erons  les  notations  adoptées  pages  59  et  sui- 
vantes, sauf  en  ce  qui  concerne  les  paramètres  q^y  g,,  g,,  que  nous 
désignerons  respecliver\ent  par  p,,  p,,  p,.  Nous  pouvons  lier  l'étude 
de  ce  système  à  celle  du  mouvement  d'un  trièdre  mobile  en  opérant 
de  la  manière  suivante.  M  désignant  un  point  de  l'espace  dont  les 
coordonnées,  par  rapport  à  des  axes  fixes  rectangulaires,  sont  X^, 
Yq,  Zq,  et  dont  les  coordonnées  curvilignes  sont  p^,  p,,  p„  nous  cons- 
truirons un  trièdre  trirectangle  (T)  dont  le  sommet  soit  en  M  et  dont 
les  axes  Mx',  Mi/',  Mz'  soient  définis  par  le  tableau  de  Lamé  : 


x' 
a 
a' 
a' 

y' 

b 
b' 

z' 

X 

c 
e' 
e' 

y 

z 

b' 

OÙ  les  cosinus  a,  b,  c,  ...  sont  des  fonctions  connues  de  p^,  p„  p,. 

Désignons  par  Ç,.,  t;,-,  !^{  les  composantes  de  la  vitessse  de  l'origine 
des  axes  mobiles  relativement  à  ces  axes,  quand  p^  varie  seul  et  joue 
le  rôle  du  temps;  soient  également  j},.,  g^,  r,-  les  quantités  qui  définis- 
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sent,  par  rapport  aux  mômes  axes,  la  rotation  du  trièdre  relative  au 
paramètre  p^.  Rappelons  les  formules  des  pages  225  et  suivantes  ;  on 
a  d'abord  : 


0) 


àpi  àpi 

ôpi 

v^,  da  ^^     dh 

-^    âp,  ^é     dp, 

Les  projections  sur  les  axes  mobiles  de  l'élément  d'arc  de  la 
courbe  décrite  par  un  point  de  coordonnées  x,  y  y  z,  relativement  au 
trièdre  (T),  sont  : 

Rappelons  également  les  formules  de  la  page  230  : 

^P>       <^pi 
ÉF  p^.       cr  Pi 

i- dp<       âpj 

(5)  ,   _L?  —  _  4-  r,p,.  —  VfPi  =  0, 

i  c?p,       dpj 
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2.  —  Détermination  d'un  système  de  coordonnées  curvilignes 

au  moyen  de  son  ds*. 

Soit,  comme  à  la  page  60, 

^  ^        (  +2B,dp,dp,  +2B,dp,dp, 

^expression  du  carré  de  l'élément  linéaire  de  l'espace  rapporté  au 
système  de  coordonnées  curvilignes  (p|,  p,,  p,);  les  formules  (3), 
appliquées  à  l'origine  du  Irièdre  mobile,  nous  donnent 

(7)  A,  =  y  +  r,?  +  Ç?,       B,  =  Ç,?, -H  Yî,r,,  +  Ç,?,, 

1,  j,  k  désignant  une  permutation  des  nombres  i,  2,  3. 

Pour  rendre  plus  explicites  les  considérations  que  nous  allons 
développer,  faisons,  à  l'égard  du  trièdre  (T),  l'hypothèse  suivante, 
que  l'on  pourrait  remplacer  par  une  autre  présentant  plus  de  symé- 
trie, mais  qui  office  des  avantages  évidents.  L'axe  des  z'  de  (T)  sera 
normal  à  la  surface  (p,),  que  Ton  obtient  en  laissant  p,  invariable; 
son  axe  des  x'  sera  tangent  à  la  courbe  C^  de  la  page  59;  nous  suppo- 
serons de  plus  qu'on  précise  les  directions  des  trois  axes  de  (T)  en  les 
rapportant  aux  trois  droites  Ap  A,,  A,  de  la  page  59. 

L'hypothèse  que  nous  venons  de  faire  entraîne,  eu  égard  aux 
formules  (3),  les  relations  suivantes  : 

qui,  jointes  aux  formules  (7),  conduisent  au  système  : 

_B,  a,a,-b;  _ 

(8)    { ^'-V   ^•"""â;  ^'"  ' 

B.  _A,B,-B,B3  P 

^'""5/      ^'"^         A.^.  ^«-A.A.-Bf 

où  J*.  désigne  le  discriminant  de  la  forme  quadratique  (6);  ce  système 
détermine  sans  ambiguïté  les  translations  Ç^,  r^i,  1^,-,  si  l'on  a  égard 
a  l'hypothèse  par  laquelle  nous  avons  fixé  les  directions  des  axes 
de  (T). 

Les  neuf  formules  (4)  définissent  ensuite  les  rotations  p,-,  g^,  i^;  si 
l'on  porte  les  valeurs  de  ces  rotations  dans  les  formules  (5),  on 
obtient  entre  les  A{,  Bj  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 


394  LEÇONS  DE  CINÉMATIQUE. 

second  ordre  qui,  dans  ]e  cas  des  systèmes  triples  orthogonaux, 
deviennent  les  équations  bien  connues  de  Lamé. 

Les  équations  que  nous  venons  d'obtenir  sont,  par  ce  qui  précède, 
des  conditions  nécessaires  pour  que  la  forme  quadratique 


puisse  représenter  un  ds*  de  l'espace. 

Démontrons  qu'elles  sont  suffisantes  et  que,  si  les  fonctions  Af,  B,- 
les  vérifient,  H  existe  des  systèmes  triples  correspondants  qui  se 
déduisent  de  Vun  d'eux  par  un  déplacement  d'ensemble  combiné 
ou  non  avec  une  transformation  par  symétrie. 

Remarquons,  en  effet,  tout  d'abord,  que  si  l'on  répète  le  calcul 
indiqué  plus  haut  pour  la  formation  de  ces  équations  de  condition, 
non  plus  avec  les  valeurs  particulières  adoptées  pour  les  Ç„  r^i,  ^«-9 
mais  avec  l'un  quelconque  des  systèmes  de  valeurs  que  l'on  peut 
déduire  de  (8),  les  équations  résultant,  sans  aucune  transformation 
ultérieure,  de  la  substitution  des  p^,  9^  r^  dans  (5),  sont  identiques 
à  celles  obtenues  dans  le  premier  cas. 

Cette  remarque  faite,  considérons  un  quelconque  des  systèmes 
triples  dont  nous  supposons  l'existence  et  associons-lui  le  trièdre  (T) 
défini  comme  plus  haut;  les  équations  (8)  détermineront  les  trans- 
lations Çj,  T]j,  ^j  sans  ambiguïté;  les  formules  (4)  donneront  les 
rotations  et  les  formules  (5)  seront  alors  vérifiées  par  hypothèse. 

Donc,  conformément  au  résultat  que  l'on  doit  surtout  attribuer  à 
Bonnet  et  à  M.  Darbou.K,  et  qui  est  rappelé  à  la  fm  de  la  page  S^, 
nous  aurons,  pour  chaque  disposition  du  trièdve  (T),  un  mouvement 
de  ce  Irièdre  et  un  seul,  c'est-à-dire  un  système  de  coordonnées  curvi- 
lignes et  un  seul.  Aux  deux  dispositions  du  trièdre  (T)  correspondent 
deux  systèmes  triples  qui,  à  un  déplacement  d'ensemble  près,  se 
déduisent  Tun  de  l'autre,  d'après  les  formules  (1),  au  moyen  d'une 
transformation  par  symétrie. 


n.  —  De  la  déformation  d'un  milieu  contlr>u  en  général. 

3.  —  Introduction  des  six  fonctions  habituellement  associées 

à  une  déformation. 

Définissons  une  déformation  d'un    milieu    continu    quelconque 
occupant  une  portion  de  l'espace  de  la  manière  suivante  :  nous 
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concevons  que  chaque  point  de  ce  milieu  éprouve  un  déplacement 
variant  d'une  façon  continue  avec  la  position  du  point  et  nous  sup- 
posons que  le  milieu  déformé  ne  puisse  pas  s'obtenir  en  imprimant 
au  milieu  primitif  un  déplacement  d'ensemble  combiné  ou  non  avec 
une  transformation  par  symétrie;  si  cette  dernière  circonstance  se 
présente,  nous  dirons,  pour  comprendre  tous  les  cas  dans  la  ïnème 
défînitipn,  que  la  déformation. est  tiulle. 

Rapportons  le  milieu  avant  et  après  déformation  à  un  système 
d'axes  de  coordonnées  rectangulaires.  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées 
primitives  d'un  point  et  a*  4-  u,  t/  +  v,  z  4-  w  ce  qu'elles  devien- 
nent après  le  déplacement  de  ce  point.  Supposons  que  les  fonc- 
tions u,  V,  w  de  Xy  y  y  z  soient  définies  et  admettent  des  dérivées 
premières  continues  pour  toutes  les  valeurs  des  variables  correspon- 
dant à  des  points  du  milieu.  Un  système  quelconque  de  telles  fonc- 
tions u,  V,  w  détermine  une  seule  déformation;  mais  inversement, 
à  une  déformation  ne  correspond  pas  un  seul  système  de  fonc- 
tions u,  V,  w,  si  l'on  a  égard  au  déplacement  d'ensemble,  combiné 
ou  non  avec  une  transformation  par  symétrie,  que  l'on  peut  toujours 
imposer  à  un  milieu  sans  lé  déformer. 

Proposons-nous  de  définir  l'état  de  déformation  du  milieu  au 
moyen  d'autres  fonctions,  qui  seront  déterminées  d'une  façon  unique 
par  la  déformation  et  qui  la  définiront  sans  ambiguïté. 

Les  formules 

(iO)  x^  =  x-^  Uy      y,  =  1/  4-  V,      Zj  =  3  -*-  w 

peuvent  être  considérées  comme  définissant  une  correspondance 
entre  deux  espaces,  l'un  lieu  du  point  {x,  y,  z),  l'autre  lieu  du  point 
(x^y  1/p  Z|).  Mais  on  peut  aussi  les  envisager  comme  des  formules 
rapportant  l'espace,  lieu  du  point  (ajp  t/^,  z,),  à  un  système  de 
coordonnées  curvilignes  (x,  y,  z). 

D'après  le  numéro  2,  nous  avons  des  fonctions  satisfaisant  à  la 
question,  soit  en  prenant  les  six  coefficients  de  la  forme  différentielle 
quadratique  qui  représente  le  carré  de  l'élément  linéaire  du  second 
espace  rapporté  au  système  de  coordonnées  (x,  y,  z),  soit  en  prenant 
des  fonctions  convenables  de  ces  six  coefficients.  Or,  si 

.. ..      (   dx]  +  dy]  -h  dz\  =  Ajdas*  4-  A^dy*  4-  A,dz* 

^    ^      ^  '  2B,dydz  +  2B^dzdx +2B,dxdy 


est  le  carré  de  l'élément  linéaire  du  second  espace,  cette  expression 
devient  identique  au  carré  de  l'élément  linéaire  du  premier  espace, 
lorsque  les  fonctions  A;  ^^  réduisent  à  Tunité  et  que  les  fonctions  B; 
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s'annuleat.  Nous  sommes  donc  amenés  à  adopter,  pour  définir  la 
déformation,  les  six  fonctions  e^,  y^  obtenues  en  posant  : 

et  dont  les  expressions,  au  moyen  de  a;,  y,  z,  se  calculent,  lorsque 
u,  V,  w  sont  données,  par  des  formules  telles  que  les  suivantes  : 

du      ir/c?u\*     /dvV     /^w\n 

'y-  ôx  -^  2  l\ox)  -^  [j-xj  -^  w)  i 

ày        dz       ôy  dz       dyôz       ày  dz^ 
que  l'on  déduit  immédiatement  des  relations 

dXj  =  Il  H-  3-1  dx  4-  ^-  dt/  +-Y-  ai^, 
\        da?/  ày  dz 

(13)  I  dy.  =  f^dx  +  (l+^)dy  +  gdz, 

.  dw  ,         dw  ,  /.       dw\  , 

d^i  =  3—  dx  ^  -r—  dy  +  1 1  +  -T--  )  dz , 

{?X  (71/  \  (^Z/ 

résultant  de  la  difiërentiation  des  équations  (10). 


4.  —  Propositions  relatives  aux  fonctions  associées 

à  une  déformation, 

La  façon  dont  nous  venons  de  rattacher  les  six  fonctions  Sj,  y«  ^  Isi 
théorie  des  coordonnées  curvilignes  nous  conduit  immédiatement, 
d'après  le  n^  2,  à  la  proposition  suivante  : 

A  toute  déformation  correspondent  six  fonctions  s,.,  y*  définies 
par  les  formules  (12)  et  leurs  analogues;  inversement,  au  système 
de  six  fonctions  ainsi  construites  correspond  une  déformation  et 
une  seule  (^),  celle  qui  leur  a  donné  naissance. 

Les  six  fonctions  déterminées  par  les  formules  (12)  et  leurs 
analogues  ne  peuvent  pas  être  prises  arbitrairement;  elles  véri- 
fient, en  effet,  un  système  d* équations  aux  dérivées  partielles 


(})  En  considérant  comme  équivalentes  deux  déformations  qui  ne  diffèrent  que 
par  un  déplacement  d'ensemble,  combiné  ou  non  avec  une  transformation  par 
symétrie. 
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du  second  ordre;  à  toute  solution  de  ce  système  correspond  une 
déformation  et  une  seule. 

Le  cas  où  la  déformation  est  nulle  présente  un  intérêt  particulier; 
nous  avons  à  son  égard  la  proposition  suivante  : 

Les  co7iditions.  nécessaires  et  suffisantes  pour  qiCune  déforma- 
tion soit. nulle,  c'est-à-dire  pour  que  la  seconde  position  du  milieu 
se  déduise  de  la  première  au  moyen  d'un  déplacement  d'ensem- 
ble, combiné  ou  non  avec  une  transformatioii  par  symétrie, 
s'obtiennent  en  annulant  les  six  fonctioïis  Sj,  Yj* 

5.  —  Déformation  homogène;  ses  six  composantes. 

Une  déformation  quelconque  étant  définie  par  les  six  fonctions  tu  Yo 
la  déformation  la  plus  simple  est  celle  pour  laquelle  ces  six  fonctions 
sont  des  constantes  non  toutes  nulles;  on  l'appelle  déformation 
homogène;  les  valeurs  constantes  des  six  fondions  e^  y<  se  nomment 
ses  composantes. 

Les  six  fonctions  Âj,  B{  qui  figurent  dans  la  formule  (il)  étant  des 
constantes,  il  en  résulte  que  x^,  t/^  Z|  sont  des  fonctions  entières  et 
linéaires  de  x,  y,  z,  La  déformation  homogène  est  donc  définie  par 
les  formules 

(   X,  z=za^^  +  (1  +  a,i)  X  +  a„2/  -H  Oit^h 
(^^)  I  Vi  =  «to  +  ^li^  -♦-  (1  +  a„)  y  +  a^^Zy 

où  les  coefficients  a^  désignent  des  constantes  telles  que  les  valeurs 
constantes  des  fonctions  s,-,  y*  ^^  soient  pas  toutes  nulles,  et  dont  les 
seconds  membres  sont  des  fonctions  linéaires  indépendantes. 
Posons 

et  définissons  trois  angles  aj,  a,,  a^y  compris  entre  0  et  i;,  par  la 
formule 

(io)  cos  ai  =  —=z — =r  =  — z=== —  > 

où  iy  jy  k  désigne  une  permutation  des  nombres  1,  2,  3. 

ll^dx  =  \'^  i  ■+■  2£j  dx  est  l'arc  élémentaire  de  la  courbe  d'in- 
tersection des  surfaces  y  =  const.,  z  =  const.;   de  même,  H^dy 

=  Kl  +  2e,  dy  est  l'arc  élémentaire  de  la  courbe  d'intersection 
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des  surfaces  z  =z const.,  y  =  const.;  H^dz  =  |/ 1  +  2e,  dz  est  Tare 
élémentaire  de  la  courbe  d'interseclion  des  surfaces  xt=  const., 
1/  =  const.  De  plus,  a^  est  Tangle  sous  lequel  se  coupent  les  arcs 
élémentaires  U^dyei  H, dz  ;  a,  est  l'angle  des  arcs  élémentaires  U^dz 
et  U^dx;  a,  est  l'angle  des  arcs  élémentaires  ïi^dœ  et  H,cft/. 

L'arc  élémentaire  H^dx  du  second  espace  correspond  à  l'arc  élé- 
mentaire dx  du  premier;  par  conséquent,  dans  le  cas  de  la  déforma- 
tion homogène  où  les  H<y  a^  sont  des  constantes,  un  segment  de 
droite  parallèle  à  Oo;  subissant  un  allongement  qui  ne  dépend  que 
de  sa  longueur,  et  non  de  son  origine,  nous  pouvons  parler  de 
l'accroissement  de  l'unité  de  longueur  prise  parallèlement  à  Ox, 
c'est-à-dire  de  la  dilaiatio7i  linéaire  suivant  la  direction  Ox;  elle 
a  pour  valeur  : 

Les  dilatations  linéaires  suivant  les  directions  Oy  et  Oz  sont  de 
même  : 

H,-4  =  Kl  4-26.-1, 

H,  -  1  =  l/lH-2€,  -  1. 

Pareillement,  un  angle  droit  dont  les  côtés  sont  parallèles  à  Ot/,  Oz 
devient  a^,  et  cela,  quel  que  soit  son  sommet;  un  angle  droit  dont  les 
côtés  sont  parallèles  à  Oz,  Ox  devient  a„  et  un  angle  droit  dont  les 
côtés  sont  parallèles  à  Oxy  Oy  devient  a,.  Nous  pouvons  donc  aussi 

introduire  la  notion  des  dilatations  angulaires  r  —  a^,  ^  — a,, 
t:  2  2 

6.  —  Déformation  en  un  point  d'un  milieu;  ses  six  composantes^ 

Envisageons  une  portion  du  milieu  non  déformé  entourant  un 
point  P  (x,  ?/,  z).  Si  cette  portion  est  suffisamment  petite,  les  six 
fonctions  e^,  y.»  qui  sonl  des  fonctions  continues  de  x,  y,  z,  conser- 
veront, en  ses  différents  points,  sensiblement  les  mêmes  valeurs, 
celles  qu'elles  ont  au  point  P  (x,  y,  z).  On  est  ainsi  amené  à  substi- 
tuer à  la  déformation  d'une  portion  du  milieu  entourant  un  point  P 
(x,  t/,  z),  lorsque  cette  portion  est  suffisamment  petite,  une  défor- 
mation homogène  dont  les  six  composantes  sont  les  valeurs  que 


(})  Conformément  à  l'asag^  habitue] ,  noua  adoptons  ces  expreftsiona  et  non 
leurs  Valeurs  changées  de  signe. 
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prennent  au  point  (x,  y  y  z)  les  six  fonctions  associées  à  la  déformation 
du  milieu  considéré. 

C'est  ce  que  l'on  peut  encore  exprimer  de  la  façon  suivante.  Si 
nous  considérons  un  point  Q  (x  4-  dx,  y  -H  dy,  z  4-  dz)  du  milieu 
non  déformé,  il  est  clair  que  les  nouvelles  coordonnées  de  ce  point 
ne  différeront  de 

que  de  quantités  qui  seront  inGniraent  petites  du  second  ordre, 
lorsque  dx,  dy^  dz  seront  tous  trois  infmiment  petits  du  premier 
ordre.  Ceci  revient  à  dire  que,  dans  le  voisinage  de  P,  la  déformation 
est  sensiblement  déQnie  par  les  équations 

iXi  =  «10  +  (1  4-  a^^)  X  +  a^.Y  +  a,,Z, 
Y,  =  a,,  4-  a,,X  4-  (1  4-  a„)  Y  4-  a.,Z, 
Z4  =  a,p  4-  ajiX  4-  a„Y  4-  (1  4-  a„)  Z, 

où  X,  Y,  Z  désignent  les  coordonnées  d'un  point  Q  du  milieu  non 
déformé  par  rapport  au  point  P,  c'est-à-dire  par  rapport  à  trois 
axes  ayant  leur  origine  en  P  et  parallèles  aux  axes  coordonnés, 
où  X|,  Y|,  Z|  désignent  les  coordonnées  de  la  nouvelle  position  de  Q 
par  rapport  aux  mêmes  axes,  et  où  enfin  les  coefficients  a^,  qui 
sont  déterminés  en  même  temps  que  x,  t/,  z,  sont  donnés  par  les 
formules 

au  au  au 


(17) 


«iO  =  »» 

'*««  =  dx' 

"'•-c^y' 

"'»  =  àz  ' 

«H— ▼» 

dv 

dv 

dv 
"»--dz' 

a„  =  w, 

«•1=  J_» 

Ainsi,  la  déformation  subie  par  la  portion  du  milieu  avoi- 
siiiant  un  point  P  {x,  y,  z)  de  ce  milieu  est  sensiblement  une 
déformation  homogène  définie  par  les  formules  (16)  et  (17),  et 
ayant  pour  composantes  les  valeurs  que  prennent  au  point  P 
les  six  fonctions  S|,  y^  qui  définissent  la  déformation  du  milieu 
considéré. 

Nous  désignerons  la  déformation  homogène  définie  par  les  for- 
mules (16),  (17),  sous  le  nom  de  déformation  au  point  P;  les 
valeurs  des  fonction^  S{,  Yj  au  point  P  seront  dites  les  composantes 
de  la  déformation  au  point  P. 
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Les  résultats  acquis  au  n^  5  nous  montrent  que  nous  aurons 
au  point  P  (a;,  y^  z)  trois  dilatations  linéaires  suivant  Ox,  Oy,  Oz, 
ayant  pour  valeurs 


V\  4-26,-1,        Vi  +26,-1,        V^\  +26,  —  1. 

Un  triëdre  trirectangle  de  sommet  P  et  d'aréfes  parallèles  aux  axes 
deviendra  un  triëdre  donl  les  angles  «p  a,,  a,  seront  définis  par  les 
formules  (15). 

Aux  remarques  précédentes  s'ajoutent  les  suivantes,  qui  intro- 
duisent une  notion  nouvelle,  celle  de  la  rotation  en  un  point  du 
milieu. 

7.  —  Les  deiix  ellipsoïdes  de  déformation  et  la  rotation  en  un  point 

du  milieu.  Déformation  pure. 

Les  formules  (16)  montrent    immédiatement    qu'il    existe,   en 

général,  un  triëdre  de  sommet  P,  que  la  déformation  au  point  P 

transforme  dans  un  trièdre  dont  les  arêtes  sont   respectivement 

parallèles  à  celles  du  premier. 

'    A  un  ellipsoïde  placé  dans  l'un  des  deux  espaces,  les  formules  (16) 

font  correspondre  un  nouvel  ellipsoïde,  et  à  trois  diamètres  conjugués 

de  l'un  des  ellipsoïdes  correspondent  trois  diamètres  conjugués  de 

Tautre.  En  particulier,  à  la  sphère  du  premier  espace,  qui  est  définie 

par  l'équation 

X«+Y«  +  Z'  =  l, 

les  formules  (16)  font  correspondre  un  ellipsoïde  8,  que  nous  appelle- 
rons le  premier  ellipsoïde  de  déformation  relatif  au  point  P.  Cet 
ellipsoïde  étant  supposé  à  axes  inégaux,  il  existe  un  sj'stéme  et  un 
seul  de  trois  diamètres  rectangulaires  de  la  sphère  considérée  qui  se 
transforment  par  (16)  en  trois  droites  rectangulaires  :  ce  sont  les  dia- 
mètres qui  se  transforment  dans  les  axes  de  l'ellipsoïde  g,.  De  même, 
à  la  sphère  du  second  espace,  qui  est  défmie  par  Téquation 

(X.  -  a.,)»  +  (Y,  -  a..)'  +  (Z,  -  «..)•  =  1 

correspond  l'ellipsoïde  g  défini  par  l'équation 

(i  4-  26,)  X«  +  (1  +  26,)  Y«  +  (1  -♦-  2s,)  Z«  +  2YiYZ 

+  2y,ZX4-2y,XY=1 

et  que  nous  appellerons  le  second  ellipsoïde  de  déformation  relatif 
au  point  P.  Ses  axes  correspondent  à  trois  diamètres  reclangulati^s 
de  la  sphère  correspondante. 
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Ainsi,  en  géxéral,  il  existe  un  trièdre  trirectangle  et  un  seul, 
celui  formé  des  axes  du  second  ellipsoïde  de  déformation,  qui  se 
transforme  en  un  nouveau  trièdre  trirectangle^  savoir  celui  forme 
des  axes  du  premier  ellipsoïde  de  déformation* 

On  peut,  de  plusieurs  façons,  par  une  rotation,  suivie  de  la  transla- 
tion (a^o,  a^^y  a,J,  appliquer  les  axes  de  l'ellipsoïde  8  sur  les  axes 
correspondants  de  l'ellipsoïde  ?j^.  Parmi  ces  rotations,  nous  distin- 
guerons celle  pour  laquelle  les  trois  arêtes  d'un  trièdre  formé  avec 
les  axes  de  8  s'appliquent  finalement  sur  les  trois  arêtes  qui  leu.* 
correspondent  par  (16)  et  qui  déterminent  un  trièdre  formé  avec  les 
axes  de  8i.  Cette  rotation  sera  ce  que  nous  appellerons  la  rotation 
au  point  P  du  milieu. 

Pour  que  cetle  dernière  soit  nulle,  il  faqt  mais  il  ne  suffit  pas  que 
les  directions  des  axes  du  second  ellipsoïde  de.  déformation  soient 
aussi  celles  que  (16)  laisse  invariables,  ce  qui  s'exprime  par. 

«13  =  S«'       ^«  =  «t8>       «n  =.  «tî- 

La  déformation  homogène  correspondant  à  ces  trois  relations 
s'appelle  une  déformation  pure. 

8.  —  Décomposition  de  la  déformation  en  un  point  du  milieu  en  ui\e 
rotation  suivie  d'une  déformation  pure.  Détermination  de  la 
rotation  en  un  point  du  milieu. 

Étant  donnée  une  déformation  homogène  définie  par-  les  for- 
mules (14)  ou  (16),  où  entrent  douze  constantes,  on  peut  se  proposer 
de  la  remplacer  par  une  autre  déformation  homogène  équivalente, 
définie  par  des  équations  où  entrent  des  constantes  en  nombre 
moindre  et,  en  particulier,  en  nombre  égal  à  six. 

Parmi  les  solutions  en  nombre  infini  de  ce  problème,  on  peut  eu 
distinguer  de  particulièrement  intéressantes. 

La  déformation  déterminée  par  les  équations  (16)  peut  être  rem- 
placée par  une  rotation  définie  par  les  formules 

i   X'  =  aX  -»-  6Y  -»-  cZ, 
(18)  ]   Y'=a'X  +  &'Y4-c'Z, 

(   Z'  =a'X+  b'Y-hc'Z, 

où  a,  &,  c,  ...  désignent  les  coefficients  d'une  substitution  ortho- 
gonale de  déterminant  +  1,  suivie  de  la  déformation  homogène 

Cinématique.  26 


402  LEÇONS  DE  CINÉMATIQUE. 

déterminée  par  les  relations 


(<9) 


'  X.  =  o,.  +  {i+  «;,)  X'  +  o;.Y'  +  a[,Z', 
'   Y.  =  a„  +  a;,X'  +  (1  +  a;.)  Y'  H-  a;,Z', 
+  a;,X'+a;.Y'  +  (l  +  a;.VZ' 


(*1  —  ^ta 


en  posant 


l  +  a;,=a(4  +  |^) 


du 


(20) 


ày 

<i  =  a3-  H-  b  (1  + 
.    dx  \ 


du 
dt 
ôv 

âz 
âz) 


«(  six  éqùatioûs  analogues. 

.  A  trois  droites  rectangulaires  quelconques  dans  l'espace  lieu  de 
(X,  Y,  Z)  qorresppndent.  trois  droites  rectangulaires  .dans  l'espace 
lieu  de  (X',  Y',  Z');  par  conséquent^  si  l'on  veut  que  la  déforma- 
tion (19)  soit* une  déformsftion  pure,  ir faut  et  il  suffit  que  la 
rptatioq  (18),soijt  précisément  une.  des  rotations  dont  nous  ayons 
parlé  au  numéro  précédent  et' qui  amènent  les  axes  de  l'eUipsoîde  8 
sur  ceux  de  l'ellipsoïde  S^. 

La  déformation  au  point  P  revient  donc,  et  de  plusieurs  façons, 
aune  rotation  suivie  d*une  déformation  pure.  Dans  l'une  de  ces 
décompositions^  la  rotation  n'est  autre  que  la  rotation  au  .point  P, 
qui  est  ainsi  définie  par  les  formules  (9),  où  a^Jb^  e^  ...  forinent.  une 
solution  du  problème  consistant  à  déterminer  neuf  cosinus  qui  véri- 
fietit,  outre  les'rélàtions  .  .  r    .  . 


(21) 


;  \ 


a«  ,^6«  +c*   =;1,     aV-h  6'6'h- c'c'  =  p, 
+  6'«  +  c'«  =  i,    a*a  +.6'*  +  <^c  ;=0, 


a 


(  a'«+ t'«  +  c'«  =  l,    aa'  +  hV  +cc'  =0, 
les  suivantes  :  . 


a  h  c . 
à' y  c' 
a'  b'c' 


=  1, 


«18  =  «aï  y 


«31  =«18J. 


«11  =  « 


11  f 


qui  s  écrivent 


a'  -T-  +  Oîl  -h  ;t-] 

âx  \        âyl 


•k 


j-  cil  H-^— -)  =a'(l  4-  V-)  +  h*  T^  -hc^-^^ 
\         àzj  \        âx/  ây  az 


,âv         ,(?w   ,,^w    ,,. 

+  c'  ^j;^.  =:=  a'  -r^  4-  6'  -T h  c'  (  1  +  , 

ât  âx  ây  \         âz 

â 


âxl  .        ây  âz  âx  \         ây/  âz 


H'-'^) 
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9.  —  Dilatation  cubique  en  un  point.  Équation  de  conlinntté. 

•  t  >  a  a 

Désignons  par  A  le  déterminant 


^  _  D  {x\,  y,,  g,)  _ 
D  (x,  j/,  z) 


i  + 


âx 
dw 


1  -H 


dy 

dy 

âw 


4  + 


an 
àz 
dy 
ôz 
dw 


5       * 


dont  le  carré,  formé  par  la  règle  de  multiplication  des  déterminants, 
s'exprime,  en- fonction  des  composantes  de  la  déformation  au  point  P, 
au  moyen  de  la  formule 


A»  = 


1  +  2e,         Y,  Y, 

Y,         l-l-âe,         Yi 
Yi    •  ïi  1  -^  2e, 


L'élément  de  voliime-d^  dy  dzy  tracé  autour  de  P  (x,  y,  «),  devient 
après  déformation  •    .      , 

{\^\  +  r)dxd,y  dZy 

iQ  tendant  uniformément  vers  zéro  avec  les  dimensions  de  l'élément, 
en  sorte  que  . 

e=iAi-i 


est  la  dilatation  cubique,  au  point  P.     . 

Il  en  résulte  également  que,  pour  un  milieu  dont  la  densité  e$t  p 
avant  déformation  au  point  (x,  y,  z),  et  p,  après  déformation  au 
point  (Xj,  y,,  z,),  on  a  la  relation 

P  =  P,x  (Af,   ■   ■      :      . 

qui  est  une  des  formes  de  {^équation  de  continuité  considérée  en 
Hydrodynamique. 


10.  —  Transformation  des  composantes  de  la  déformation  en  un 
point.  Invariants  de  la  déformation.  Cas  particuliers  de  défor- 
mation en  un  point  :  extension  simple  et  glissement  simple.       • 

La  définition  adoptée  pour  les  composantes  de  la  déformation  en 
>un  point  du  lâilieu  dépend  des  axes  coordonnés.  Si  l'on  considère  de 
houveaux  axes,  on  aura  six  nouvelles  composantes,  qu'il  est  facile 


404  LEÇONS  DE  CINÉMATIQUE. 

d'exprimer  au  moyen  des  anciennes.  Supposons  que  les  directions 
des  nouveaux  axes  soient  définies  par  le  tableau  du  n^  1  et  soient  a;' , 
y' y  z';  x[y  y\y  z[  les  coordonnées,  par  rapport  à  ces  nouveaux  axes, 
des  points  (x,  t/,  z),  (x,,  y^\  z,).  On  a 

dx[^-hdy[*^dz[^=dx\  •^dy\-hdz\  =  {i  +26,)dx«  +  (l  +2e,)rfy' 

+  (4  H-  2sj)  dz*  +  2Y|di/  dz  +  2Y,dz  «fac  +  Sy^dx  di/ 


et 


On  a  donc 


dxzzzadx^  +  tdt/'  4-  cdz', 
dy  =  a'dx'  +  6'dy'  +  c'dz'y 
dz  =  a'Jx'  +  ydy*  -f-  c'dz'. 


^ap;*  +  dy[*  +  dz;*  =  (i  +  2s;)  dx'*  +  (1  +  2e;)  dy'» 

+  (1  +  2s;)  dz'»  +  2y;  dy'dz'-\-  2^;  dz'dx'  +  2y;  dx'dy'y 

en  posant 

e;  =  Sja»  4-  6,a'»  +  e,a'*  +  Yi^'^'  +  Yt*'^  +  Ys^^S 
y;  =  26,6c  +  2s,  h'c'  +  26, 6V  4-  Yi  (fc'C  +  b'c') 

-H  Y«  (^'^  -♦•  ^O  +  Yb  (^^'  +  ^'O 
et  quatre  formules  analogues. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  expressions 

Sj   -f-   6,  +   S„ 

YÎ   +  Yt   +  YÎ  —  ^  (Uh  +  €,6,  +  6,6,), 

M^th  +  YiYîYs  —  e,YÎ  —  ««YÎ  —  h^î 

restent  inaltérées  par  une  transformation  de  coordonnées. 

Parmi  les  déformations  homogènes,  deux  sont  particulièrement 
intéressantes. 

Dans  la  première,  appelée  extension  simple,  les  lignes  parallèles 
à  une  direction  donnée  sont  dilatées  et  toutes  les  lignes  perpendicu- 
laires restent  invariables  en  longueur.  Û'après  ce  qui  précède,  les 
conditions  pour  que  la  déformation  en  un  point  soit  une  extension 
simple  sont  : 

YÎ  +  YÎ  +  YÎ  —  ^  ihh  +  fijSi  -^  s, s,)  =  0, 
46,6,6,  +  YiYiYs  —  s,YÎ  —  €,YÎ  —  SjYÎ  =  0, 

et  la  grandeur  de  cette  extension  simple  est 

«  =.  l^  1  -+-  2  (6,  +  6,  +  6|)  — •  4. 

Dans  la  seconde,  appelée  glissement  simple,  tous  les  points  dans 
un  certain  plan  restent  dans  ce  plan  après  la  déformation,  avec  leurs 
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positions  primitives,  et  lous  les  points  dans  un  plan  parallèle  au 
premier  restent  dans  leur  plan,  mais  y  sont  déplacés,  dans  des  direc- 
tions parallèles  à  une  Vigne  donnée  dans  le  premier  plan,  proportion- 
nellement à  leurs  distances  à  ce  plan. 

Les  formules  définissant  un  glissement  simple  des  plans  y'=  const. 
parallèlement  à  Taxe  des  x'  du  trièdre  coordonné  O'x'y'z'  sont  : 

x[  =  x'  +  gy\     y[  =  y'y     z[  =  z', 

g  étant  la  grandeur  du  glissement.  Les  composantes  de  la  déforma- 
tion sont  : 

e;  =  o,   e;=Ç>  €;  =  o,   7;  =  o,   Y,=0,   ^',=g, 

et  les  formules  (15)  du  n^  5  donnent  : 


2'      "»  -  2 


La  grandeur  d'un  glissement  simple  pour  des  axes  de  coordonnées 
quelconques  est  donc 


gf  =  ±  1/ YÎ  -*-  YÎ  +  ïî  —  4  (e,e,  +  e^e^  4-  6,e,), 

et  les  conditions  pour  que  la  déformation  en  un  point  soit  un  glisse- 
ment simple  sont  : 

4  ei6,6j-H  YiïiÏ3  —  e,YÎ  —  €,YÎ  —  ««YÎ  =  0> 

YÎ  +  YÎ  -+-  YÎ  —  ^  (s,S8  4-  6,64  4-  e^s,)  =  2  (s^  4-  e,  -*-  s,). 


in.  —  De  la  déformation  infiniment  petite. 

11.  —  Définition  de  la  déformation  infiniment  petite. 

Considérons  un  milieu  qui  se  déforme  d'une  façon  continue,  et 
supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  dans  les  formules  (10),  qui 
déterminent  les  coordonnées  x,,  t/j,  z^  de  la  nouvelle  position  du 
point  (x,  t/,  z)y  les  quantités  u,  v,  w  soient  fonctions  de  x,  1/,  z 
et  d'une  nouvelle  variable  t\  le  milieu  proposé  correspondra,  par 
exemple,  à  la  valeur  zéro  du  paramètre  t. 

Lorsque  t  sera  infiniment  petit,  les  quantités  variables  en  même 
temps  que  la  déformation,  telles,  par  exemple,  que  les  fonctions  e,-,  y»? 
différeront  de  leurs  valeurs  primitives  de  quantités  infiniment  petites; 
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l'étude  de  la  déformation  infiniment  petite  du  milieu  considéré . 
n'est  autre  que  celle  de  la  partie  principale  de  tels  infiniment 
petits.    ... 

Supposons  que  u,  v,  w,  fonctions  de  la  variable  t  en  même  tempd  - 
que  de  ce,  i/,  z^  puissent  être  développées  suivant  les  puissances 
entières  positives  de  t  par  des  séries  qui  soient  absolument  et  unifor^  , 
mément  convergentes,  ainsi  que  celles  dont  les  termes  s'en  déduisent 
par  différentiation  paf  rapj^rt  &  d^y  t/,  z  ;  u,  v,  w  devant  se  réduire 
respectivement  à  zéro  pçur  t  =  0,  nous  aurpna 

u  =  u  4-  tij  •+•  u,  4-  ... 

V=:  V -H  v^  +  V,  -H  ... 
w=^o^-  w^4  -H  10,  -H  ..., 

en  désignant  par  U;  v^  w  les  termes  de  ces  développements  qui 
renferment  t  en  facteur,  et  généralement  par  u^,  t;.,  ti;.  ceux  qui 
renferment  <*•*"*  en  facteur. 


4         « 


12.  •—  Dilatatiom  linéaires  et  glissements  relattft  à  la  déformation 

infiniment  petite, 

•  •  ■  «  ■ 

Avec  les  notations  précédentes,  nous  aurons  :        . 


du 
'•      dx'*'"-' 

àw       dv    ' 
**       dy       àz           : 

dv 

£•  —    »     4"  •  •  • , 

ày 

du      dw 

à  IV 

dv       du 

les  termes  non  écrits  renfermant  en  facteur  une  puissance  de  t  supé- 
rieure à- la  première. 
Les  dilatations  linéaires  au  point  P  suivant  Ox,  Oy,  Oz  seront  : 

du  dv  dw 

,      dx  dy  dz 

et  les  dilatations  angulaires  au  même  point  :     '    . 

àw       dv  au       àw  àv       au 


ày  ~^  àz^  '  *'    àz       àx  ~^  '"'    àx  '  ày 
Lorsque  t  est  suffisamment  petit,  les  six  composantes  de  la  défor« 
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mation  en  un  point  ont  sensiblement  pour  valeurs  les  expressions 

•  •  • 

du  àv  diô 

(23);:      ^^  ^y  .    ^' 

*  âw      dv  du       dw  âv       du 

^'=l^-^Tz\  »»=J7-*-^'   ^'=di-^5^- 

Les  trois  premières  e^,  6,,  e^  sont  aussi  sensil)lement  les  dilata- 
tions linéaires  au  -point  (Xy  y  y  z)  suivant  Ox\  Oy,  Oz;  nous  les 
appellerons  les  dilatations,  linéaires  relatives  à  la  défoi^nation 
vifmiment  petite.  Les  trois  autres  g^y  g^,  g^  sont  de  même  sensible- 
ment les  valeurs  des  dilatations  angulaires;  nous  les  appellerons  les 
dilatations  angulaires  ou  encore  les  glissements  (n^  10)  relatifs  à 
la  déformation  infiniment  petite. 

Lorsque  t  tend  vers  zéro,  le  déterminant  A  du  n^  9  tend  vers  1  ; 
pour  t  suffisamment  petit,  la  dilatation  cubique  est 

çx^^àu      âv       dw 

âx      ây      az 

Sa  valeur  approchée 

du       âv       âw 

âx      ây       âz 

que  nous  appellerons  dilatation  cubique  relative  à  la  déformation 
infiniment' petite,  est  égale  à  la  somme  des  valeurs  approchées  des 
dilatations  linéaires  suivant  les  trois  axes.. 


:  :." 


13.  ^  Rotation  relative  à  la  déformation  infiniment  petite. 

Passons  à  la  rotation  en  un  point  du  milieu  ;  pour  f  =  0,  elle  se 
réduit  évidemment  à  zéro,  en  sorte  que  des  neuf  cosinus  a,  b,  c,  ... 
qui  figurent  dans  les  équations  (18)  du  n^  8,  trois,  a,  b',  c'  se  rédui- 
sent à  1  pour  (  =  0;  les  six  autres  se  réduisent  à  zéro. 

Si  l'on  pose 

\  /âw       âv\  \  /au       âw\        \_^^ /ào       âu\ 

""*  "^  2  \Jîr  ""  ai)'    ^"  ~  2  \d^  "^  âx)'    ^'  ~  2  \5x  ""  ây)' 

on  trouve  immédiatement,  au  moyen  des  relations  (21)  et  (2^),  les 
développehients  suivants  : 


t'  -4-  T* 
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les  termes  non  écrits  renfermant  en  facteur  une  puissance 
de  t  supérieure  à  celle  qui  entre  dans  les  termes  mis  en  évi- 
dence. 

Si  Ton  définit  la  rotation  par  un  segment  porté  sur  Taxe  de  rof à- 
tion  et  égal  à  la  grandeur  de  la  rotation,  les  formules  (18)  montrent 
alors  que  les  projections  de  Ce  segirient  sont 


^1  + 


•  9 


T|  "t~    •••!  Tj  "T"    ••• 


La  rotation  définie,  de  la  manière  qui  vient  d'être  indiquée,  par 
le  segment  dont  les  projections  sont  T|,  t„  t,,  est  la  rotation  relative 
à  la  déformation  infiniment  petite  au  point  {xy  y  y  z);  sit  est  suffi- 
samment petit,  elle  ne  diffère  pas  sensiblement  de  la  rotation  au 
même  point  (x,  y,  z). 


ii.  —  Proposition  se  rapportant  au  cas  où  les  dilatations  linéaires 
et  les  glissements  relatifs  à  la  déformation  infiniment  petiie 
sont  nuls. 

Cherchons  ce  que  deviennent  dans  le  cas  de  la  déformation  infini- 
ment petite  les  propositions  énoncées  au  n^  4. 

La  notion  du  système  auxiliaire  de  M.  Darboux  va  nous  conduire 
facilement  aux  résultats  que  nous  avons  en  vue. 

Nous  avons  établi  au  jû9  4  que  le  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles 


/ 


(24) 


dv       dvidvL       dv  dv       dvr  âw 

—    H 1 ■ 1 =  0. 

âz        dy  dz       dy  dz        dy   dz 
dw       du  du       dv  dv       dvr  dw 


du 
dx 
dv 

ày 

dw 
'dT 
dw 

■^ 
du 


dz 
dv 
dx 


dx 

dVL 


dz  dx      dz  dx  '    dz    dx 
du  du       dv  dv       dw  dw 


-+-  ^- 


dx  dy      dx  dy       dx   dy 


=  0, 


définissant  trois  fonctions  inconnues  u,  v,  w,  admettait  une  solution 
ei'  que  cette  solution  correspondait  au  déplacement  d'ensemble  le 
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plus  général  d'un  corps  invariable,  combiné  ou  non  avec  une  trans- 
formation par  symétrie  (^). 

Appliquons  au  système  précédent  la  notion  du  système  auxiliaire 
de  M.  Darboux,  en  partant  de  la  solution  de  ce  système,  qui  est 
formée  de  fonctions  toutes  nulles. 

Le  système  auxiliaire  sera  formé  des  six  équations 

au       ^      dv       ^      dw       ^      dw       âv 
:r-  =  0,      z-  =  Oj     ^-  =  0,     _.  +  _  =  0, 
(25)      {                    ^                          '     ày       dz        ' 
*  du       dw dv       du 

dz       dx         *     dx      dy        ' 

définissant  trois  fonctions  inconnues  11,  v,  w;  sa  solution  générale 
correspond  aux  solutions  infiniment  petites  du  système  (24),  et  elle 
sera,  par  conséquent,  définie  par  les  formules 

u  =  ti^4-62  —  Cî/,    v=:v^'\-  ex  —  ar,   to  =  iy,-i-  ay  —  6a?, 

où  u^j  v^y  w^j  a,  b,  c  sont  des  constantes,  et  qui  déterminent  la 
vitesse  d'un  point  (x,  y,  z)  d'un  système  invariable  à  un  instant 
donné. 

Pour  parler  autrement,  la  solution  générale  du  système  (25)  cor- 
respond au  déplacement  infiniment  petit  d'un  point  (a?,  y,  z)  d'un 
système  invariable^  dans  un  mouvement  infiniment  petit  de  ce 
système. 

On  pourra  rapprocher  les  considérations  précédentes  de  celles  qui 
se  trouvent  pages  107  et  suivantes. 


15.  —  Équations  de  Barré  de  Saint-Venant. 

Nous  avons  vu  au  n^  4  que  six  fonctions  quelconques  de  x,  y,  z 
ne  peuvent  pas  représenter  la  déformation  d'un  milieu  continu  et 
qu'elles  doivent  vérifier  un  système  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre,  qui  représente  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  les  équations  (12)  et  leurs  quatre  analogues,  où 
l'on  considère  les  e,-,  Yi  comme  des  fonctions  données,  déterminent 
les  inconnues  u,  v,  w. 

On  peut  dire  encore  que  l'intégrale  générale  du  système  dont  nous 
venons  de  parler  est  définie  par  les  formules  (12)  et  leurs  analogues, 


(^)  Remarquons,  en  passant,  la  partépularitë  qui  se  présente  si  Ton  veut  écrire 
des  formules  déterminant  toutes  les  intégrales  du  système  {2^), 
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• 

OÙ  u,  V,  w'  désignent  des  fonctions  arbitraires.  Ceci  posé,  envisa- 
geons la  solution  qui  correspond  aux  valeurs  u  =  0,  v  =  0,  w  ==  O 
decàu  fondions  arbitraires,  et  qui  est  ainsi  constituée  de  fonctions 
toutes  nulles,  et  formons,  à  l'égard  de  cette  solution,  le  système 
auxiliaire  du  système  considéré.  Envisagé  comme  définissant  six 
fonctions  inconnues  6^,  g,-,  ce  système  auxiliaire  admettra  une  inté- 
grale générale  définie  par  les  formules  (23),  où  u,  v,  ti;  dé^signent  des 
fonction^  arbitraires.  Donc, 

Six  fonctions  quelconques  de  x,  y,  z  ne  peuvent  pas  être  prises 
pour  représenter  les  dilatations  linéaires  et  les  glissements  relatifs 
à  une  déformation  infifiimoit  petite;  elles  doivent  vérifier  un 
système  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  qui 
représente  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour. que  les  équa- 
tions (23),  où  les  Ci,  gi  sont  supposées  des  fonctions  données, 
déterminent  des  inconnues  u^  v,  tu;  ce  système  n*e8t  autre  qxw 
le  système  auxiliaire,  formé  à  V égard  de  la  solution  constituée 
dé  fonctions  toutes  nulles,  du  système  auquel  satisfont  les  fonc- 
tions ^,  Y<  associées  à  une  défoi^mation  quelconque, 

.  Ppur  établir  direclement  les  équations  dont  nous  venons  de  parler, 
oyn  p^ut,  avec  M.  Beltrami,  procéder  de  la  façon  suivante.  Prenons 
cqjçfïtae  inconnues  auxiliaires  les  composantes Tp  -c,,  t,  de  la  rotation; 
nous  obtiendrons  le  système  suivant  : 

âu  âv       gr,  dw 


^i9  T:.  =  -K'-^'^i> 


âx      ^''              dx~  2    '    '^'      c?x~  2         ■' 
d\u gr,  âv  âw g^ 

âu g^  âv g^  âw.^__ 


Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'existence  des  fonc- 
tions u,  V,  II',  lorsque  T|,  t,,  Tj  sont  supposées  connues,  s'obtiennent 

en  écrivant  : 

...  ... 

dy~dx\2      ^V       dz~dx\2'^  '*) 

et  six  relations  analogues.  '^ 
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Les  neuf  relations  ainsi  obtenues  se  résolvent  immëdiatemént 
pàc  rapport  aUx  dérivées  partielles  de  t^,  t,,  t,  et-  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  de  l'existence  de  Uj  v^  w  sài^  celles  qui. 
expriment  que  le  système  suivant  :  ■.'.    ./ 

*    ;* 

\dx       2  <^î/       ^  dz      dx       dz       %  dx        dx       2  dx       dy 
^^]ày  ~2ây       dz'      dy^ldz       Xdx      ây       dx       2  ây 

\àz        dy       2  dz^      dz'~2'dz        dx'      dz       2  dx       2dy* 

déterminant  les  auliliaireB  x^y  T|,  t,,  est  cqmpis^tible  (^).  C^ous  obte- 
nons ainsi  les  six  équations  données  pour  l^ipremiëi^e  f]t)is  par  Bjirfé 
de  Saint-Venant  :  ;       ,  /  _  :  t\   ^ 

d^e^  ^'d^e,       <^Vi  _o      g  d*e^     ^    d   fdg^    '-  dg^      '^^\±=:Q 
dz*       dy^       dydz         '       dydz       dx\dx       dy       dz)         * 

(27)  \  ^^  +  à^_à%  ^  Q    g  y  g,  4.  A/^«  _  ^»_^V= 0 

\dx*       dz*  .    dzdx.    .    '       dzdx       dy\dy.       dz      >fàxj        ' 

d^e,  ^    d\        d^g^  _Q      2  <^'^a     ,   ^   (àfz      Oui      ^^»\.^o, 
dij*       dx*       dxdy         '       dxdy       dz\dz.      dx       dy) 


IV.  —  De  l'emploi  du  trlédre  de  réréréhc^  mobile. 

■  «  ■ 
16.  —  Quelques  formules  relatives  à-  la  déformation  en  général. 

L'étude  de  la  déformation  d'un  milieu  continu  peut  être  envisagée 
comme  étant  celle  du  système  triple  de  surfaces  qui,  dans  le  milieu 
déformé/ correspond  au  système  orthogonal  de  plans  coordonnés 
auquel  le  milieu  est  rapporté  avant  la  déformation. 

Adjoignons  à  ce  système  triple  de  surfaces  un  trièdre  mobile  dont 
l'origine  est  au  point  P^,  dont  les  coordonnées,  par  rapport  dut  axes 
fixes,  sont  :  •  ..     - 

.  *  • 

'    X^  =  x-hily       y^  =  y  -jrv,       z^  =  2  +  w, 
et  dont  les  axes  P|X^  Pi!/ S  P|^'  ont  des  directions  définies  par  le 


(1)  Retaaarquons,  en  paâaant,  qud  lorsque  les  e^,  ffi  àont  nuls,  les  eonsidératlorifl 
précédentes  ne  diffèrent  pas  de  celles  qui  se  trouvent  piges  106  et  109. 
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tableau  du  n^  1;  en  conservant  les  notations  de  ce  numéro,  sauf  en 
ce  qui  concerne  les  paramètres  p,,  p,,  p,,  qui  seront  désignés  ici 
respectivement  par  Xy  y  y  Zy  les  formules  (1)  nous  donnent  les  sui- 
vantes : 

(28)  !  g  =  a'Ç,4-b'tj,4-c'!;„ 

et  les  six  analogues. 

Désignons  par  u',  v',  w'  les  projections  du  déplacement  (u,  v,  w^) 
sur  les  axes  du  triëdre  mobile;  le  point  dont  les  coordonnées  sont 
Xy  y  y  z  par  rapport  aux  axes  fixes  a  pour  coordonnées  par  rapport 
aux  axes  mobiles  correspondants  —  u',  —  v',  —  vr';  nous  pouvons 
donc  identifier  les  trois  expressions 

adx +  a'di/  +  a'dz,  hdx-hVdy  +  VdZy  edx-^c'dy +  c'dz 

avec  celles  qu*on  déduit  des  formules  (3)  où  l'on  remplace  p^  p„  p,, 
Xy  y  y  z  respectivement  par  x,  t/,  z,  —  u',  —  v',  —  w'.  Il  vient 
ainsi  les  relations 

(29)  ^^  =  6  4-^'  +r.u'-p,w', 

f   ,  dw'  ,  , 

et  six  analogues,  que  Ton  pourrait  aussi  établir  par  un  calcul 
direct. 

Maintenant»  en  rapprochant  les  formules  (7)  de  celles  du  n9  3, 
nous  avons  les  relations 

Parmi  les  particularisations  du  trièdre  mobile  qui  sont  utiles  dans 
les  applications,  on  peut  signaler  la  suivante;  prenons  pour  triëdre 
mobile  le  trièdre  qui  s'obtient  en  donnant  au  trièdre  de  sommet  P, , 
et  dont  les  axes  sont  parallèles  aux  axes  des  Xy  y  y  Zy  la  rotation  au 
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point  P  {Xj  y,  z)  définie  au  n^  (7).  Les  relations  (22)  deviennent  ici, 
en  vertu  des  formules  (28),  les  suivantes  : 

(30)  Y)3  =  Ç,,      Çj  =  Ç,,      Ç,  =  r<4. 


17.  —  Formules  relatives  à  la  déformation  infiniment  petite  lors- 
qu'on particularise  le  triédre  mobile  :  équations  de  Barré  de 
Saint'  Venant. 

Cherchons  ce  que  donnent  ici  les  considérations  développées  aux 
qob  11  et  suivants,  à  l'égard  de  la  déformation  infiniment  petite, 
lorsqu'on  particularise  le  triëdre  mobile,  comme  nous  venons  de 
l'indiquer,  de  telle  sorte  que  l'on  ait  les  relations  (dO).  Les  rela- 
tions (29)  et  leurs  analogues,  jointes  aux  résultats  du  n^  13,  et 
aux  formules  (2),  donnent  alors  immédiatement  les  développements 
suivants  : 


Ç,  =  1  +e,  +  .... 

t        1 

Çj  =  2  S'»  +  -  » 

tj         o9t~^"*y 

1 

i 

^1  =  2  S't  "•"  •••  ' 

.   _1 

y          1 

Ç,  =  l  +  c,+  ..., 

P*  —  ày  "*■•••' 

9.  =  ^^+.... 

ait 

OÙ  Cj,  e„  c„  gf„  gf„  gf,  sont  définis  par  les  formules  (23),  et  t„  t,,  t, 
par  les  formules  du  n^  13. 

Si  nous  portons  ces  développements  dans  les  équations  (4)  et  (5), 
et  si  nous  n'avons  égard  qu'à  la  première  puissance  de  t,  il  vient,  en 
outre  des  relations  identiques  telles  que 

à\    ^    à\ 
dxdy       dydx 
les  relations  (26). 

Nous  sommes  donc  ramenés  au  système  rencontré  dans  la  démons- 
tration que  nous  avons  donnée,  d'après  M.  iBeltrami,  des  équations 
de  Barré  de  Saint-Venant;  les  considérations  précédentes  doivent 


414  LEÇONS  DEf  cmtetnwk. 

être  évidemmeDt  rapprochées  de  celles  que  nous  avons  défdoypécs 
au  no  15  relativement  à  l'application  de  la  notion  du  système  auxi- 
liaire de  M.  Darboux. 


V.— ^  Da  cas  où  le  milieu  non  défornfié  est  rapportéL 
•   à  des  coordonnées  curvilignes  quelconques. 

,  18.  —  Formules  relatives  à  la  déformation  en  général. 


t        •       t 


.  Proposons -nous  de  chercner  ce  que  deviennent  les  formules  éta- 
bliesdaos  les  paragraphes  précédents  lorsque  le  milieu  non  déformé 
.est' rapporté  à  un  système  triple  quelconque  de  surfaces  dont  les 
paramètres  sont  Pir  Pi»  Ps*     . 

Pour'  ne  pas  multiplier  les  notations,  nous  conserverons,  pour  ce 
système  triple,  celles  adoptées  au  n?  16  pour  le  système  triple  du 
corps  déformé.  Nous  considérerons  donc  un.trièdre  mpbile  dont  le 
sommet  est  au  point  P,  qui  a  pour  coordonnées  x,  t/,  z  par  rapport 
aux  axe&des  se,  y,  z,  et  dont  les  axes  Pac',  Pi/',  Pz'  ont  îles  direc- 
tions définies  par  le  tableau  du  n^  1  ;  Ç, ,  y;;,  l^i  seront  les  composantes 
de  la  vitesse  de  l'origine  des  axe^  mobiles  relativement,  à  ces  axes, 
quand  pj  varie  seul  et  joue  le  rôle  du  temps;  p^,  g.-,  r^  définiront, 
par  rapport  aux  mêmes  axes,  la  rotation  du  trièdre  relative  au  para- 
mètre p,. 

Les  coordonnées  x,  y,  z,  par  rapport  aux  axes  fixes,  de  l'origine  P 
du  trièdré  mobile  sont  des  fonctions  de  ses  coordonnées  curvilignes 
qui  vérifient,  d'après  les  formules  (i),  les  relations 

•  *  * 

(31)  J  d»/  =  2  («'5'  +  ^'^i  +  c'  Q  <^?il  (»  =  1. 2,3), 

m  "  ■  *  ' 

« 

que  l'on  peut  encore  écrire    '    . 

adx  +  a^d'if  -f-  a*d2  âc  V  Ç.dpi, 

(32)  I  hdx  +  h'dy  4-  Vdz  =  ^  Tg^dp..^ 

cdx  +  c*dy  -h  c'dz  ==.^  Ci^p,» 

Soient  ii,  v,  w  les  projections  sur  les  axes  fixes  du  déplacement  PP, 
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du  point  P,  et  u',  v',  w'  les  projections  du 'même  déplacement  sur 
les  axes  mobiles. 

Considérons  lé  carré  de  Tare  élémeniiaire  décrit  par  le  point  P|, 
•savoir  :        • 

{dx  -*-  du)'  -f-  {dy  -f-  dv)*  4-  {dz  4-  dw)*,  , 

ou  encore,  avec  les  notations  du  n®  3, 

taS)  (  ^*  "^^^'^  ^^'-H  (1  +  2g,) dî/«  +  (1  +  2e,)  d,z^+  2y(dydz 


(34) 


Nous  pouvons  le  calculer  au  moyen  des  formules  (3);  il  nous  suffit 
de  remplacer  dans  les  troi^  expressions.  (3),  le$  lettres  Xj  y  y  z  par  les 

lettres  u',  v',  w',  et  de  faire  la  somme  des  carrés,  ce  qui  nous  donne 

t  •     •    •      •  •      ■  .  .... 

Nous  tirons  de  là  la  conclusion  suivante  :  - 

Powf*  çaîcuZ^r"  les  sisp  composantes  Si,  y*  4^  là  déformation 
'au  point  P,  on  effectuera  dan^  la  forme,  quadratique  .(34)  en 
^?iV^Pij.^p8«^^  su^bstitùtion  définie  par  la. résolution  des  for- 
mules (Si)  ou  (32);  Qn  identifiera  la  nouvelle  forme  quadratique 
en  dx^  dy,  dz  ainsi  obtenu^  avec  la  formé  quadratique  (33). 

Qn  peut  présenter  la  r^e  précédente  sous  unâ  autre  (orme. 

Prenons^  comme  inconnues  auxiliaires  les  composantes  i/-,  fi  de  la 
déformation  au  point  P  par  rapport  aux  axes  Vx\  Py'>  Pz'  issus  de 
ce  point.  D'après  ce  que  notis  avons  dit  au  n^dO»  dès  que  les  six 
quantités  e/ ,  f\  seront  Connues,  nous  auronâ  les'  e^ ,  y*'  I^^  ^^  formules 

(35)    j  Y,  =  26;a'a'4-2e;*'b'-f  2£;c'c'+Yi(i»'c'+bV) 

(  +  y;  (c'o'  +  c'a')  +  Ti  («'  V  +  a' h') 

et  les  quatre  analogues;  d'autre  part,  d'apn^  le  même  numéro,  si 
l'on  effectue  sur  la  forme  quadratique  (33)  la  substitution  définie  par 
les  formules  ^  •      f    .    '  " 

Idx  7=.  adx^ -\' hdyy,-\- cdz\ 
dy  =  a'dx'-h  b'dy'-b  c'dz\ 
,  dz  =a'dx'-h  Vdy'  -^  c'dz'y 
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on  trouve  la  forme  quadratique 

(  (1  4-  2e;)  dx''  +  (1  +  26;)  di/'«  +  (1  +  26;)  dz'« 

Si  l'on  compare  (32)  et  (36),  on  a  donc  la  règle  suivante  : 

Pour  calculer  les  six  composantes  zl,  yî  de  la  déformation  au 
point  P  par  rapport  aux  axes  Px',  T?y\  Pz',  on  effectuera  dans 
la  forme  quadratique  (34)  en  dpi,  dp,,  dp,  la  substitution  définie 
par  la  9*ésolution  des  formules 

(38)        dx'=2$,dpi,     dy*=^Tiidpi,     (iz'=^lidpi, 

et  on  identifiera  la  nouvelle  fortne  quadratique  en  dx' ,  dy* ,  dz' 
ainsi  obtenue  avec  la  forme  quadratique  (37). 


19.  —  Formules  relatives  à  la  déformation  infiniment  petite. 

Supposons,  comme  au  n°  11,  que  u,  v,  w  soient  fonctions  d'une  varia- 
ble t  en  même  temps  que  de  pi,  p„  p,,  et  puissent  être  développées 
suivant  les  puissances  entières  positives  de  t,  par  des  séries  absolu- 
ment et  uniformément  convergentes  dont  les  premiers  termes  soient 
Uy  Vy  w;  les  neuf  cosinus  a,  b,  c,  ...,  étant  indépendants  de  t, 
u',  v',  w'  seront  aussi  développables  par  des  séries  dont  les  premiers 
termes  u\  v\  w'  seront  respectivement  les  projections  sur  les  axes 
mobiles  du  segment,  dont  les  projections  sur  les  axes  fixes  sont  te,  v,  w. 

Si  nous  cherchons  les  premiers  termes  e, ,  Çi  des  développements 
de  Cj,  yj,  il  suffira  d'utiliser  l'une  des  règles  du  numéro  précédent; 
prenons  la  seconde;  en  désignant  par  el,  gl  les  premiers  termes  des 
développements  de  e.-,  y/,  pour  en  ^déduire  les  e,-,  gTj,  il  sufGra  de 
remplacer,  dans  les  formules  (35)  et  leurs  analogues,  6j,  y,-,  e.-,  Yi* 
respectivement  par  c,-,  gr^,  c/,  gl. 

D'autre  part,  on  aura  la  règle  suivante  : 

Pour  calculer  les  six  quantités  el,  gl,  on  effectuera  dans  la 
forme  quadratique  en  dp^y  dç^,  dp^  suivante: 
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la  substitution  définie  par  la  résolution  des  formules  (38),  el  ton 
identifiera  la  nouvelle  forme  quadratique  en  dx',  dy* ,  di'  ainsi 
obtenue  avec  la  forme  quadratique 

cjdx'*  +  ajdy'*  +  cjdz'* 4-  g\dy*  dz'-f-  g'^dz^  dx'-*-  g'^dx'  dy\ 

Il  est  intéressant  de  reprendre,  pour  le  cas  général  que  nous 
venons  d'envisager,  les  considérations  développées  aux  n^^  16  et  17,. 
mais  nous  nous  bornerons  ici  aux  indications  précédentes. 
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Coordonnées  tétraédriques  des  segments. 


les  arêtes 
un  télraèdre. 


Composition  1  •  ^oit  un  tétraèdre  dont  les  sommets  seront  désignés  par  1^  2,  3j  4 
un  segment  et  A  B  un  segment.  Joignons  le  point  A  à  trois  des  sommets,  à  1, 2,  3, 
suivant  p^j.  exemple;  on  peut  regarder  AB  comme  la  somme  géométrique  de 
trois  segments  portés  par  les  droites  1  A,  2  A,  3  A.  Ces  trois  segments, 
à  leur  tour,  peuvent  être  décomposés  en  d'autres  portés  par  les  six 
arêtes  du  tétraèdre,  et  en  composant  entre  eux  les  segments  portés 
par  une  même  arête,  on  arrive  à  constater  l'exactitude  de  ce 
théorème  : 

Tout  segment  AB  est  équivalent  à  un  système  de  six  segments 
portés  par  les  arêtes  cVwi  tétraèdre  donné. 

On  peut  ajouter  que  cette  représentation  n'a  lieu  que  d'une  manière. 
Soient,  en  effet,  plus  généralement,  (S^,,  S„,  Sj^,  S,,,  S„,Sj^)  et 
(Siu  SJ„ ...,  SJ^,)  deux  systèmes  de  segments  équivalents  portés  par 
les  six  arêtes  d'un  même  tétraèdre,  S^,  et  S|,  par  l'arête  12,  S^,  et 
SJ,  par  l'arête  13,  etc.  L'équivalence  de  ces  deux  systèmes  exige  que 
leurs  moments  résultants  relativement  à  tout  axe  de  l'espace  soient 
les  mêmes.  Prenons  les  moments  par  rapport  à  l'axe  dirigé  suivant 
l'arête  12,  tous  ces  moments  sont  nuls  sauf  ceux  des  segments 
^84  et  S,^  portés  par  Tarêle  opposée;  l'égalité  des  moments  entraîne 
ici  celle  de  ces  deux  segments  eux-mêmes.  Même  démonstration  pour 
tous  les  autres  segments. 

Ceci  posé,  considérons  le  segment  S,|.  porté  par  l'arête  ik  ;  on  peut 
regarder  ce  segment  comme  le  produit  du  segment  ik  par  un  nombre 
algébrique  poc-  La  valeur  absolue  de  z^^.  est  le  rapport  des  longueurs 
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de  Sit  et  de  l'arête  ik;]e  signe  de  Pit  est  +  ou  —  selon  que  Sj|.  et 
l'arête  ik  sont  de  même  sens  ou  bien  non. 

Si  l'on  changeait  le  sens  de  l'arête,  ce  qui  revient  à  échanger  i 
et  ky  on  voit  quep^^  changerait  de  signe;  ce  que  Ton  peut  exprimer 
en  écrivant 

Pki  =  —  Pny 

on  voit  donc  que  Ton  a  six  quantités 

Plt>  PlS>         Pl4>  Pm»  Pil9         P«» 

Coordonnées    qui  définissent  complètement  je  segment  AB  par  rapport  au  tétraèdre 
tétraédiiqucs,    proposé.  Ces  six  quantités  constituent  les  coordonnées  tétraédriques 

du  segment. 

Considérons  le  système  des  six  segments  S|„  S^,,  S^^,  S,^,  S«,,  S,^. 
Les  moments  de  ces  segments  pris  deux  à  deux  sont  tous  nuls  sauf 
pour  les  trois  couples  portés  par  les  arêtes  opposées.  L'aulomoment 
(p.  25)  de  ce  système  se  réduit  donc  à 

moment  (Sj,,  S,J  4-  moment  (S^,,  S^J  +  moment  (s,^,  S,,). 

Or,  si  [i.  désigne  le  moment  des  arêtes  12  et  34,  lequel  est  égal  à 

celui  des  arêtes  13  et  42,  et  à  celui  des  arêtes  14  et  23,  et  égal  en 
valeur  absolue  au  sextuple  du  volume  du  tétraèdre  1234,  on  voit  faci- 
lement, d'après  le  n^  6,  que 

moment  (s^,  S^)  =p„.p,,.|i., 
moment  (S^,,  S^J  =  Pis.;>4,.|a, 
moment  (S^^,  S,J  =;>i4.Pn.|A, 

d'où  pour  l'automoment, 

P-  [PiiPsi  +  Pi%Pn  +  PiiPu]' 

Mais  le  système  étant  équivalent  à  un  segment  unique  ÂB,  cet 
automoment  est  nul,  on  a  donc 

^  ,  ,.  PitPu  +  PizPit  +  PiiPti  =  0- 

Relation 

identique.  Réciproquement,  si  six  nombres  p,,,p,s,  ...  sont  liés  par  l'équa- 

tion ci-dessus  et  si  on  les  regarde  comme  des  nombres  par  lesquels 
on  multiplie  les  segments  12, 13,  ...  de  manière  à  obtenir  des  seg- 
ments S,2)  S|j|, ...  portés  par  les  arêtes  du  tétraèdre,  ces  six  segments 
forment  un  système  dont  l'automoment  est  nul  et  qui,  par  consé- 
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Moment 
le  deux 
n-ççmenXs. 


quent^  est  équivalent  à  un  segment  unique  ou  exceptionnellement  à 
un  couple. 

Soient  deux  segments  AB,  A'  B',  dont  j9,|,,  plu  sont  les  coordonnées 
télraédriques. 

Si,  par  le  même  raisonnement  que  ci-dessus,  on  cherche  le 
moment  de  ces  deux  segments,  on  sera  conduit  à  chercher  les 
moments  de  segments  Si^.  et  de  segments  S»,  portés  par  les  arêtes  du 
tétraèdre.  Six  seulement  de  ces  moments  seront  différents  de  zéro  et 
Ton  trouvera,  comme  ci-dessus,  que  le  moment  de  AB,  A'B'  a  cette 
expression: 

moment  (ÂB,  ÂTb"')  =  (p^pj,  +  p,,?;,  +  p^.p'^, 

+  PitPn  -+■  PizPit  -I-  PuPu)  K- 

Au'res  Cherchons,  par  exemple,  quel  est  le  moment  g,^  du  segment  AB 

Dordonnées     et  du  segment  34.  Les  coordonnées  de  ce  dernier  segment  sont  toutes 
traédriques.    nyiieg^  gauf  sa  coordonnée  p,j  qui  est  égale  à  Tunité;  on  a  donc, 

d'après  cela,  p^,,  p^,, ...  étant  les  coordonnées  de  AB, 
On  aura  ainsi  pour  les  six  arêtes, 


Iloordonnées 
étraédriqaes 
l'une  droite 


9ii  =  [f-Puy 
?3«  =  V-Ptty 


«is  =  P-P41» 

«41  =  V-Pi^y 


9i*  =  l*l>M> 

9î3  =  I^Pii- 


On  peut  prendre  comme  coordonnées  du  segment  AB,  au  lieu  des 
nombres  p^.  les  nombres  q^y  qui  représentent  ses  moments  par 
rapport  aux  six  arêtes  du  tétraèdre.  Les  formules  de  transformation 
précédentes  montrent  que  les  six  coordonnées  g^^  d^un  segment  véri- 
fient la  relation 

9|f^84  +  9u-94f  +  9t4-9tS  =^ 

et  que  le  moment  de  deux  segments  a  pour  valeur,  avec  ces  coor 
données, 

1 

-(9||9i4   +   9li^\t  +   9l47«   +   9j4^1t  -*-   Î4l9l3   +  9«9u)- 

Observons  que  si  les  p^.  viennent  k  varier  en  conservant  des  rap- 
ports constants,  ces  quantités  deviennent  les  coordonnées  d'un  seg- 
ment de  longueur  indéterminée  sur  sa  ligne  d'action,  elles  consti- 
tuent les  coordonnées  tétraédriques  d'une  droite. 
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Coordonnées        2.  Considérons  plusieurs  segments  (p||,  p[^y  ...)  (p',,  pj,,  p'^,  ...) 
tétraédriques    (pW  ^  ^w  ^  y^^^    ;^^  ^j  posons  d'une  façon  générale 

d'un  système 

de  segments.  P.j^.  =  plt  -h  plt  -^  Po:  -^  ...  ; 

si  Ton  multiplie  l'arête  ik  par  P^.,  on  obtient  un  certain  segment 

Sa-,  ce  qui  fait  en  tout  six  segments  S^,,  S„,  S^^y  S,,,  S„,  S4,  portés 
par  les  arêtes  du  tétraèdre;  de  plus,  l'ensemble  de  ces  six:  segments 
forme  évidemment  un  système  équivalent  au  système  des  segments 
proposés.  On  peut  dire  de  ces  quantités  P^^  que  ce  sont  les  coordon- 
nées du  système  de  segments.  Cherchons  l'expression  du  moment 
résultant  du  système  de  segments  en  question  avec  un  segment 
donné  X  (p,,,  p,„  p^^,  p„,  p,^,  p^). 

Ce  moment  résultant  sera  la  somme  des  moments  de  chacun  des 
segments  considérés  avec  le  segment  X,  c'est-à-dire 

1^  2   (p;,P84  +  PlaP«   -*-  P'uPu  +  PuPl%   +  PilPlS   +  Pi4Pi4) 

=  |A  [PitPa*  +  PisP4i  +  PiiPsi  +  PjiPil  +  P4lPti  +  ^ZA^ul 

Forme  réduite       Si,  en  particulier,  la  droite  qui  porte  le  segment  X  a  un  moment 
quand         nul,  on  voit  que  le  complexe  linéaire  qui  est  le  lieu  de  ces  axes  sem 
on  rapporte  à    représenté  par  l'équation 

deux  droites 

conjuguées.  p^^p,^  +  p^,p^^  +  p^^p^^  +  p,^p,^  +  p^^p^,  +  p^^p^^  =  0. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  arêtes  12  et  34  soient  deux  droites 
conjuguées  du  complexe.  Alors  il  existera  un  segment  S^,  porté  par 
l'arête  12  [et  un  segment  Sj^  porté  par  l'arête  34,  formant  à  eux 
deux  un  système  équivalent  au  système  proposé.  11  en  résulte  que 
tous  les  Pft  ^^^  aIo^s  i^uls  sauf  P^,  et  P,^,  et  l'équation  du  complexe 
acquiert  la  forme  plus  simple. 

Pn-Pi4  +  P84-Pii  =  0, 

ou  encore  p^^  +  api^  =  0,  a  désignant  une  constante. 


NOTES  DE  L  AUTEUR. 


423 


II 


La  théorie  de  Grassmann  sur  retendue  figurée. 


Syslèmes 
de  points. 


Systèmes 
d  i  segments. 


1.  Soient  des  points  Pp  P„  ...  affectés  de  coefficients  ou  masses 
m^,  m,,  ...  et  ABC  un  triangle  quelconque  doué  d'un  sens  de  par- 
cours, par  exemple  le^sens  ABC. 

Formons  la  somme 

m^  tétraèdre  (ABCP^)  -i-  nt,  tétraèdre  (ABCP,)  -f-  ..., 

où  le  tétraèdre  ABCP^  est  le  tétraèdre  construit  sur  le  segment 
AB  et  sur  le  segment  CP^;  supposons  que  pour  d'autres  points 
P|,  Pî,  ...  affectés  des  masses  m|,  m^,  ...,  le  triangle  ABC  restant 
le  même,  la  somme  ci-dessus  garde  la  même  valeur,  et  cela  quel  que 
soit  le  tHajigle  ABC.  On  dit  alors  que  les  deux  systèmes  des  points 
Pj,  P,,  ...  et  P|,  Pi,  ...  sont  équivalents. 

Tout  système  de  points  est,  à  ce  point  de  vue,  équivalent  à  un 
point  unique  affecté  d'un  coeffîcient  ou  masse  égal  à  la  somme  des 
coefficients  ou  masses  des  points  du  système  ;  ce  point  unique  est  le 
centre  de  gravité  du  système  des  points  proposés. 

Cette  conception  des  systèmes  de  points  équivalents,  due  à  Grass- 
mann, correspond  au  Calcul  Barycentrique  de  Môbius  et  à  la  théorie 
classique  des  centres  de  gravité. 

Considérons  encore  avec  Grassmann  des  segments  S|,  S„  ...  affectés 
de  coefficients  n?^  m,, ...  et  soit  X  un  segment  arbitraire  quelconque, 
formons  la  somme 


mj  .tétraèdre  (Sj,  X)  +  rw,  tétraèdre  (s„  x) 


-h 


où  les  signes  sont  pris  conformément  à  nos  conventions.  Si^  pour  un 
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second  système  de  segments  S|,  S[y  ...  et  de  coefficients  tn[,  m^,  ..., 
le  segment  X  restant  le  même,  la  somme  précédente  conserve  la 
même  valeur  et  cela  quel  que  soit  le  segment  X,  on  dit  que  les  deux 
systèmes  de  segments  sont  équivalents. 

Cette  notion  est  absolument  la  même  que  celle  des  systèmes  de 
segments  équivalents  que  nous  avons  donnée.  Si  Ton  remplace,  en 
effet,  le  segment  Sj  par  le  pmduit  de  ce  segment  par  le  nombre  f^i^y 
et  de  même  pour  tous  les  segments,  on  voit  que  Ton  peut,  sans  incon- 
vénient, réduire  tous  les  m.-  à  l'unité  dans  la  notion  de  la  somme 
ci-dessus.  Cependant,  en  vue  des  applications  ultérieures  de  la  notion 
de  Grassmann  il  y  a  avantage  à  conserver  ces  coefficients. 
S^-sièines  Enfin,  pour  compléter  la  trilogie  imaginée  par  Grassmann,  suppo- 

du  triangle?,  gons  des  triangles  A^BjC,,  A,B,C„  ...  doués  de  sens  de  parcours 
(Pordre  précédent  des  lettres  peut  être  supposé  fournir  ce  sens)  et 
affectés  de  masses  m^,  m„  ...,  prenons  un  point  P  quelconque  et 
considérons  encore  la  somme 

m^  tétraèdre  (AjEjC^P)  4-  m,  tétraèdre  (A,B,C,P)  -f-  ..., 

où  les  tétraèdres  sont  définis,  quant  au  signe,  comme  dans  le  pre- 
mier cas. 

Imaginons  d'autres  triangles  affectés  d'autres  masses  et  supposons 
que,  pour  ces  triangles  et  pour  le  même  point  P,  la  somme  précé- 
dente reste  la  même  quel  que  soit  le  point  P.  On  dit  alors  que  les 
deux  systèmes  de  triangles  sont  équivalents. 

On  démontre  aisément  que  tout  système  de  triangles  est  réductible 
à  un  triangle  unique  affecté  d'une  certaine  masse. 

Grassmann  appelle  formes  du  premier  ordre,  du  deuxième  ordre, 
du  troisième  ordre  les  systèmes  de  points,  de  segments,  de  triangles. 

Nouiion  2*  On  peut  exprimer  l'équivalence  de  deux  systèmes  de  points  en 

abrégée.        écrivant 

rWjPj  -4-  w,P,  H-  ...  =  rwJPJ  +  mJPi  4-  ...; 

cette  égalité  symbolique  remplace  l'égalité  de  définition 

Wj  (PjABC)  +  w^  (P,ABC)  -*-  ... 

=  m[  (P;  ABC)  +  r»;  (P;ABC)  4-  ... . 

On  peut  en  dire  autant  pour  les  formes  équivalentes  du  second 
ordre  et  pour  celles  de   troisième  ordre.  Une   égalité  symbolique  ( 

telle  que 

m.p^Qi  -*-  m,p,Q,  -f- ...  =  m;p;Q;  4-  wi;p;q;  4- ... 
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exprime  sous  forme  simpliDée  Tégalilé  de  définition 
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Addition  et 
soustraction. 


^i  (PiQiRS)  +  w,  (P,Q,iis)  +  ...  =  m[  (p;q;rs) 

+  m;(p;Q;RS)  +  ..., 

où  RS  est  un  segment  quiitconque. 

Il  est  clair  que  dans  une  équation  symbolique  on  peut  réduire  les 
termes  semblables;  que  si,  par  exemple,  P,  coïncide  avec  P^  on  peut 
écrire  {m^  +  rw,)  P,  au  lieu  de  wijP^  4-  w,P,,  et  que  Ton  peut 
appliquer  toutes  les  règles  de  l'addition  et  de  la  soustraction  algé- 
brique. De  même  dans  le  cas  des  formes  du  second  ou  du  troisième 
ordre.  Si,  par  exempte,  on  a  un  ensemble  de  termes  tels  que 
aPQ  +  PQP,  comme  PQ  et  QP  sont  deux  segments  opposés,  on 
pourra  remplacer  ces  deux  termes  par  le  terme  unique  (a  —  g)  PQ. 
Toutes  ces  règles  résultent  immédiatement  de  ce  fait  que  les  équa- 
tions dites  symboliques  ne  sont  que  des  écritures  abrégées  d'équa- 
tions algébriques  ordinaires. 
Multiplication.       La  remarque  due  à  Grassmann  et  qui  a  trait  à  la  multiplication 

est  beaucoup  plus  curieuse  et  en  même  temps  féconde. 

Supposons  que  l'on  prenne  deux  formes  d'un  même  ordre  <^,  ^' 
équivalentes  et  qu'on  les  multiplie  par  deux  autres  formes  équivalentes 
W,  W ,  mais  en  tenant  compte  de  V ordre  des  facteurs  dans  l'écriture 
de  chaque  produit  partiel.  On  obtient  ainsi  deux  formes  équivalentes, 
ou  plutôt  les  symboles  de  deux  formes  équivalentes. 

Nous  allons,  par  exemple,  prouver  que  le  produit  de  deux  formes 
du  premier  ordre  fournit  une  forme  du  second  ordre  équivalente  à  la 
forme  obtenue  en  multipliant  entre  elles  deux  formes  du  premier 
ordre  équivalentes  respectivement  aux  deux  premières. 

Soient  deux  couples  de  formes  équivalentes  du  premier  ordre, 

wijAj  4-  m,A,  4-  ...  =  niJAJ  4-  miA^  4-  ... 
n^Bj  4-  n,B,  4-  ...  =  n[B[  4-  nJBi  4-  .... 

La  première  égalité  symbolique  exprime  au  fond  les  égalités  de 
sommes  de  tétraèdres, 

2^,  (A,PQR)  ==  ^m}  (AjPQR), 

où  (Aj  PQ  R)  représente  le  tétraèdre  construit  sur  Aj  et  sur  le  triangle 
quelconque  PQ  K.  Prenons  pour  le  sommet  P  le  point  B^.,  nous  aurons 

2^1,  (A,B,QR)  =  ^w}  (AjB,QR), 
•  j 

et  en  prenant  fc=  1,2,  ...  et  ajoutant,  après  multiplication  par 
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»i,  ^?,,  ...  il  viendra 

'^m.n,  (A,B,QR)  =  ^mjn,  (AJB.QR). 

r 

Considérons  actuellement  les  formes  équivalentes  composées  des 
points  B  et  B'  ;  on  a,  par  définition, 

2n,  (P,PQR)  =  ^n',  (BiPQR); 

prenons  pour  P  le  point  A/,  multiplions  par  m]  et  ajoutons  en  pre- 
nant successivement  ;  =:  1,  2,  ...,  il  viendra 

'^n.iyi]  (B,a;qr)  =  ^^iK  (b;a;qr); 

si  on  échange  dans  tous  les  tétraèdres  les  deux  premiers  symboles,  ils 
changent  tous  de  signe;  on  a  donc  encore 

2^n;  n,  (Aj  B,Q U)  =  ^W  ni  (Aj  BiQR); 

»rj  j,h 

on  a  donc,  en  comparant  à  l'égalité  du  haut, 

Comme  QR  est  un  segment  quelconque,  on  a  donc  symboliquement 

2 m i w^.  A.. B4,  =  2  ^J  '*i  A;'  ^'h  ; 

i,k  j,h 

c'est-à-dire  que  le  produit  des  symboles 


i  k 

et  le  produit  des  symboles 


h 


équivalents  aux  premiers,  constituent  deux  symboles  d'éléments  du 
second  ordre  équivalents.  11  faut  bien  observer  que  dans  cette  multi- 
plication rinlerversion  des  facteurs  n'est  pas  permise. 

Applicaiions.  3.  Dans  les  conceptions  abstraites  de  ce  genre  il  importe  au  plus 
haut  point  de  bien  montrer  qu'elles  se  prêtent  utilement  aux  applica- 
tions. L'exemple  suivant  donnera  une  idée  de  la  simplicité  que  l'on 
peut  atteindre  par  l'application  de  la  belle  méthode  de  Grassmann. 
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Affectons  des  masses  m^,  m„  m,,  nl^  les  sommets  P|,  P„  P„  P^ 
d'un  tétraèdre  de  référence. 

Soit  M  la  somme  de  ces  masses  et  P  leur  centre  de  gravité,  en 
sorte  qu«  m^y  m^j  m„  7n^  sont  les  coordonnées  tétraédriques  (ou 
barycentriques)  du  point  P.  On  aura  l'égalité  symbolique 

nijP,  +  ni,P,  +  nijP,  +  m^P^  =  M. P. 

De  même,  si  m|,  m'^,  m^,  7n\  sont  les  coordonnées  d'un  second 
point  P',  on  aura,  M'  étant  la  somme  des  m,-, 

m;P,  4-  m;P,  -f-  i>î;P,  +  m\P^  =  M'F. 

Nous  allons  appliquer  le  théorème  précédent. 
En  formant  le  produit  nous  aurons 

m^m'^P^P^  4-  iw^miPiP,  +  ^^^wiPiPj  +  m^m^PiP^ 
4-  m,?MjP,Pj  4-  «i,rwiP,P,  4-  mjWiiPjP,  4-  m,miP,P^ 
4-  WjWJPjPj  4-  m5m;P3P,  4-  m,w;P3P,  '4-  m,wi;P,P^ 
4-  n:^m'^P^P^  4-  m^m'^^^P^  4-  m^mJP^P,  4-  m^rw^P^P^ 
=  M.M'.PP'. 

Les  segments  P^P^,  P,P„  PjP,,  P^P^  sont  nuls,  PjP,  et  P^P^  sont 
opposés,  on  peut  donc  écrire 

MM'.PP'  =  {m^m*^  —  m^m[)  P,P,  4-  {m^m';^  —  ni^rn[)  P^P, 
4-  (m^m;  —  m^m[)  P,P,  4-  (m,m;  —  m^m';)  P,P, 
4-  (m^yn'^  —  »>'«»" i)  P«Pt  +  (tn^w[  —  ï/ï^w?;)  PjP^. 
Posons 

m^m[  —  m^m[  tn^m'i  —  m^m[ 

^"^         ÛM'         '^"~         MIT         ' 

m^m'^  —  fn,»ii  ««jW^â  —  ni^m'f 

^"  ~         WM'         '  ^"  ~         M. M'         ' 

l'équation  symbolique  qui  procède  s'écrit 

PF  =p.,PtP,  +|^i,PiP,  4-f)uPiP* 

elle  exprime  que  le  segment  PP'  est  équivalent  à  six  segments 
Sj,,  Sjj,  ...  portés  par  les  arêtes  du  tétraèdre  de  référence  et  qui 
s'obtiennent  par  la  règle  suivante  :  le  segment  S,j.  est  le  produit  par 
le  nombre  p,|.  du  se;jment  ik  égal  à  l'arête  du  tétraèdre. 
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On  reconnaît  donc  dans  les  nombres  p^t  '^s  nombres  qui  ont  été 
déGnis  dans  la  note  I.  Mais  on  voit  ici  Tavanla^e  de  la  méthode  de 
Grassmann.  Non  seulement  elle  nous  prouve  la  possibilité  de  cette 
représentation  téti^aédrique  du  segment  PP',  mais  encore  elle  nous 
fournit  l'expression  des  coordonnées  p^t  en  fonction  des  coordonnées 
tétraéJriques  m^,  ml  des  extrémités  P,  P*  de  ce  segment. 

Grassmann  a  exposé  sa  méthode  dans  son  traité  Die  Ausdehnungs- 
lehre,  publié  d'abord  en  1844,  puis  en  1862. 
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III 


Propriétés  infinitésimales  des  complexes  linéaires. 


Plan 

osculateor 

d'une  courbe 

dont 

les  tangentes 

font  par'i'e 


1.  Un  complexe  étant  donné,  il  existe  dans  l'espace  une  inCnité 
de  courbes  dont  les  tangentes  font  partie  de  ce  complexe.  Le  plan 
osculaleur  à  ces  courbes  donne  lieu  à  un  théorème  que  nous  allons 
démontrer. 

Soit  d*abord  ABCD.  ...  un  polygone  gauche  dont  les  côtés  font 
d^uncomplexc.   partie  d'un  complexe  donné. 

Les  côtés  BA,  BC  qui  se  croisent  en  B  sont  deux  génératrices 
du  cône  du  complexe  qui  a  pour  sommet  le  point  B.  Si  l'on  passe 
au  cas  d'une  courbe  dont  AB,  BG  seront  les  tangentes,  on  voit 
que  le  plan  ABC,  qui  devient  le  plan  osculateur  en  B  à  la  courbe, 
coupe  le  cône  du  complexe  de  sommet  B  suivant  deux  génératrices 
voisines  BA  et  BG,  ce  plan  est  donc  tangent  suivant  BA  à  ce  cône. 
De  là  ce  théorème  général  : 

Si  les  tangentes  d*une  courbe  font  partie  d'un  complexe  donné, 
le  plan  osculateur  en  tout  point  B  de  cette  courbe  est  tangent, 
suivant  la  tangente  en  B,  au  cône  du  complexe  qui  a  pour 
sommet  le  point  B. 

Dans  le  cas  particulier  d'un  complexe  linéaire,  le  cône  se  réduit  au 
plan  polaire  et  le  théorème  devient  celui-ci  : 

Si  une  courbe  appartient  par  ses  tangentes  à  un  complexe 
linéaire,  le  plan  osculateur  en  chaque  point  de  la  courbe  n^est 
autre  que  le  plan  polaire  de  ce  point. 

Supposons  qu'on  ait  pris  un  tétraèdre  de  référence  dont  les  arêtes 
opposées  12,  34  soient  conjuguées  par  rapport  au  complexe  linéaire; 
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nous  avons  vu  plus  haut  (p.  422)  que  l'équation  du  complexe  acquiert 

Pu  +  «Psi  =  0- 


la  forme  simple 


Introduisons  ici  les  coordonnées  tétraédriques  (a;p  x,,  x,,  x^) 
(2/1  >  Vt^Vi^  2/4)  ^^  ^^^^  points  quelconques  de  la  droite  dont  les  coor- 
données tétraédriques  sont  (P|„  p^,,  ...);  nous  avons  vu  dans  la 
note  II  que  p^,  est  proportionnel  èix^y^  —  t/jX,  et  j),^à  x^y^  —  î/a^*- 
Donc,  Téquation 

exprime  que  la  droite  qui  joint  le  point  x  au  point  y  fait  partie  du 

complexe. 
Détermination       Supposons  qu'il  s'agisse  d'exprimer  que  la  tangente  d'une  courbe 
des  courbes     fait  partie  du  complexe;  il  faudra  que  les  points  voisins  x,  x  +  dx 
enveloppa  des  vérifient  cette  équation  qui  devient  alors 

droites  d  un 


complexe 
linéaire. 


(Xjcix,  —  XjdXj)  -♦-  a  (x^dx^  —  x^dx,)  =  0 


ou  encore 


X 


Nous  poserons 


•"  {^)  *'=""' ii) ="■ 


Propriélés  de 
ces  courbes. 


X,       ^  \xj' 
où  9  est  une  fonction  arbitraire,  et  il  viendra 

Cette  équation,  jointe  à  la  précédente,  résoud  complètement  le  pro- 
blème de  trouver  toutes  les  courbes  dont  les  tangentes  font  partie 
d'un  complexe  linéaire. 

Les  courbes  que  nous  venons  de  trouver  présentent  une  série  de 
propriélés  curieuses.  Nous  signalerons  entre  autres  la  suivante  : 

Soit  C  une  courbe  appartenant  par  ses  tangentes  à  un  complexe 
linéaire  et  A  une  droite  quelconque  de  ce  complexe.  Menons  eA  un 
point  M  de  la  courbe  G  le  plan  o$culateur  fji,  qui  coupe  en  P  la 
droite  A;  soit  t:  le  plan  mené  par  M  et  A.  Le  plan  t:  est  le  plan 
polaire  du  point  P. 

En  effet,  la  droite  MP,  issue  de  M  dans  le  plan  [x,  appartient  au 
complexe,  car  le  plan  \l  est  le  plan  polaire  de  M.  Le  plan  polaire 
de  P  doit  donc  être  le  plan  mené  par  A  et  par  PM,  c'est  le  plan  ;:. 

Si  le  point  M  décrit  la  courbe  C,  le  point  P  décrit  la  droite  A  et 
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le  plan  %  varie  en  correspondant  homographiquement  à  ce  point. 
(Voir  à  la  pa^e  51.)  Le  lecteur  démontrera  aisément  la  réciproque 
suivante  : 

Si  une  caurhe  C  est  telle  que  la  trace  P  de  son  plan  osculateur 
sur  une  droite  A  et  le  plan  i?  mené  par  ùl  et  le  point  de  contact  se 
correspondent  homographiquement,  la  courbe  G  appartient  par 
ses  tangentes  à  un  complexe  linéaire  et  A  est  une  droite  de  ce 
complexe. 

Voici  encore  une  importante  propriété  des  courbes  que  nous  consi- 
dérons. 

Soient  A,  B,  C,  ...  les  points  de  rencontre  d'une  de  ces  courbes 
avec  un  plan  9  quelconque;  les  plans  osculateurs  a,  3>  ï»  •••  ^n  ces 
points  sont  les  plans  polaires  des  points  A,  B,  C,  ...  qui  sont  dans  le 
plan  f ,  donc  ces  plans  osculateurs  vont  tous  passer  au  pôle  F  de  ce 
plan  9.  Réciproquement,  considérons  un  point  F  dans  l'espace  et 
soit  9  son  plan  polaire  ;  les  plans  osculateurs  à  la  courbe  issus  du 
point  F  doivent  avoir  leurs  points  de  contact  dans  le  plan  9,  puisque 
ces  points  de  contact  sont  les  pôles  des  plans  cherchés.  On  applique 
ici  le  théorème  1  du  n°  15,  page  43. 

On  remarquera  dés  lors  que  la  classe  de  la  courbe  est  égale  à  son 
degré. 

Hélices  2.  Il  y  a  une  infinité  d'hélices  dont  les  tangentes  font  partie  d'un 

d'un  complexe,  complexe  linéaire  donné.  Considérons,  en  effet,  une  droite  A  d'un 

complexe  linéaire  et  envisageons  l'hélice  tangente  à  A  qui  aurait  pour 
axe  l'axe  central  du  complexe.  Les  tangentes  de  cette  hélice  appar- 
tiennent toutes  au  complexe,  car  elles  ont  toutes  même  moment  et 
même  paramétre  de  projection  par  rapport  à  l'axe  central. 

L'équation  qui  termine  le  n^  13,  page  39,  prouve  que  toutes  ces 

droites  font  partie  du  complexe  du  moment  où  l'une  en  fait  partie. 

Cubiques  Parmi  les  courbes  algébriques  jouissant  de  la  propriété  d'appar- 

gauches.       tenir  par  leurs  tangentes  à  un  complexe  linéaire,  il  faut  signaler  les 

cubiques  gauches.  Toute  cubique  gauche  appartient  par  ses  tangentes 

à  un  complexe  linéaire. 

Pour  le  prouver,  prenons  deux  points  1  et  2  sur  la  courbe;  soit  3  la 
trace  de  la  tangente  en  1  sur  le  plan  osculateur  en  2,  et  4  la  trace  de  la 
tangente  en  2  sur  le  plan  osculateur  en  1.  Nous  prendrons  le  tétraèdre 
de  référence  1234.  Soient  x^y  x„  x^,  x^  les  coordonnées  barycentri- 
ques  d'un  point  M  de  la  courbe  ;  le  plan  mené  par  M  et  Taréte  24 
touche  la  courbe  en  2  et  ne  la  coupe  qu'au  point  variable  M;  soit 
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a?!  —  tx,  =  0  réquation  de  ce  plan.  Les  coordonnées  de  M  seront 
des  polynômes  du  troisième  degré  du  paramètre  t. 

Observons  que  t  s'annule  au  point  2,  et  comme  le  plan  x^  =  O  est 
osculateur  en  2,  il  faut  que  ^ |  admette  la  racine  triple  t  ==  0,  on  a 
donc  9|  {t)  =  ai^.  On  verra  de  même  que  9,  doit  admettre  une  racine 
triple  infinie,  car  le  plan  x,  =  0  est  osculateur  en  1,  c'est-à-dire  au 
point  qui  correspond  i  t  =  00  ;  donc  f,  =  b  est  une  constante.  Quant 

ce 
à  x„  on  a  par  définition  x^  =  'j^  =  at*.  Enfin,  le  plan  x^  =  0  ou 

V 

1, 2, 3  touche  en  1  la  cubique  et  la  coupe  en  2  ;  donc  l'équation  9^  =  0 
doit  admettre  une  racine  double  infinie  (donnant  deux  fois  le  point  1) 
et  une  racine  simple  nulle  (donnant  le  point  2);  9^  a  donc  la  forme 
^^  =  cty  o\k  c  est  une  constante.  La  cubique  est  donc  représentée  par 
les  équations 

pX|  =  at*y      px,  =  hy      pXj  =  at^y      px^  =  et. 
On  en  tire  facilement 

X|C2x,  —  x,dX|  —  —  (x,dx^  —  x^dx,)  =0, 

ce  qui  prouve  bien  que  les  tangentes  de  la  cubique  font  partie  du 
complexe  linéaire 

Chasies  a  le  premier  attiré  l'attention  sur  cette  propriété  des  cubi- 
ques gauches,  qui  a  été  l'objet  d'une  belle  étude  présentée  comme 
thèse  par  M.  Âppell. 

Surfaces  dont        3.  Si  l'on  rapporte  un  complexe  linéaire  à  un  triëdre  trirectangle 

les  normntes    dans  lequel  Oz  soit  l'axe  du  complexe,  la  condition  pour  que  la  droite 

appartiennent    y   y,  Z,  L,  M,  N  fass3  partie  du  complexe  s'écrit,  comme  on  l'a  vu, 
à  un  complexe       >      >     »     '      '  *-  *-  '  > 

linéaire.  N  +  /iZ  ==  0. 

Il  est  aisé  de  se  convaincre  d'après  cela  qu'il  existe  une  infinité  de 
surfaces  dont  les  normales  appartiennent  au  complexe. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface,  p,  q  les 

dérivées  -7—'  -7-'  les  équations  de  la  normale  s'écrivent,  x,,  t/,,  z, 
Ox    a  y  I'  ^x     i 
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étant  les  coordonnées  courantes, 

d'où  l'on  tire 

on  en  déduit  que  — p,  — 9,  -hl,  !/H-  ^^,  — x  —  pz,  py  —  qx  sont 
les  coordonnées  de  la  normale;  Téquation  diiTérentietle  des  surfaces 
cherchées  est  donc 

py  —  gx  4-  h  =  0. 

Si  l'on  fait  un  changement  de  coordonnées  en  posant  a;  =  r  cos  6, 
1/  =  r  sin  6,  on  trouve  qu'en  coordonnées  cylindro-polaires  l'intégrale 
de  l'équation  ci-dessus  s'écrit 

«  =  +  ^6  +  F  (r), 

où  F  représente  une  fonction  arbitraire  ;  c'est  l'équation  générale  des 

hélicoîdes  de  pas  h  qui  ont  Oz  pour  axe. 

Propriété  Les  lignes  asymptotiques  de  ces  surfaces  présentent  une  propriété 

des  lignes      intéressante;  leurs  bi-normales  appartiennent  au  complexe  linéaire. 

isymptouques   q^j^^  résulte  de  ce  que  leurs  bi-normales  sont  justement  les  normales 

et  des  lignes      ,  ,  -  ^  * 

gcodésiques     à  ia  surface. 

e  ces  surraccs.       Pûur  la  même  raison,  les  normales  principales  des  géodésiques  de 

ces  surfaces  appartiennent  au  complexe. 

Les  réciproques  sont  vraies,  en  sorte  que  la  détermination  des 
lignes  dont  les  normales  principales  ou  les  bi-normales  font  partie 
d'un  complexe  linéaire  se  ramène  à  la  recherche  des  géodésiques  et 
des  asymptotiques  des  surfaces  hélicoîdes. 
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IV 


Sur  Texpression  du  travail  virtuel  des  forces  appliquées 

à  un  corps  solide. 


Supposons  des  forces  F^,  F,,  ...  appliquées  aux  pointa  P^,  P,^  ... 
d'un  corps  solide. 

Si  l'on  représente  ces  forces  par  des  segments,  on  obtient  un  certain 
système  de  segments  auquel  Pluecker  a  donné  le  nom  de  dyname  et 
Bail  celui  de  torseur.  On  démontre  en  statique  que  si  l'on  remplace 
un  ensemble  de  forces  agissant  sur  un  corps  solide  par  un  autre 
ensemble,  ces  deux  ensembles  de  forces  sont  statiquement  équiva- 
lents pourvu  que  les  systèmes  de  segments  qui  les  représentent 
soient  eux-mêmes  équivalents. 

Si  (Xi^  yiy  Zi)  sont  les  coordonnées  du  point  d'applicatioa  de  la 
force  F{  et  X^,  Y^,  Zj  les  projections  de  cette  force  eUe-mème^  les  coor- 
données du  système  de  segments  constitué  par  les  forces  seront 

%='^x„  '1^=2^0  z=y^z„ 

if  =  2  (t/.z,  -  2,  Y,),    an  =  2  (««X,  -  x,z,), 

«n,  =  2  (x.Y,  -  y.X,). 

Ceci  posé,  imaginons  qu'on  imprime  au  corps  un  mouvement  héli- 
coïdal infmiment  petit,  dont  le  système  des  rotations  ait  pour  coor- 
données (p,  g,  Vy  Ç,  r^,  Q  et  proposons-nous  d'évaluer  le  travail  virtuel 
effectué  par  toutes  les  forces  pendant  le  laps  de  temps  It 

Le  travail  virtuel  effectué  par  la  force  Fj  appliquée  au  point  P,-  sera 
évidemment 

[X,.v.-,,  +  YiVi,y  +  Z,.v.^,]  îf, 
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OÙ  i%xj  ^i,pf  t;<,«  sont  les  projections  de  la  vitesse  d'entraînement  du 
point  Po  en  sorte  que 

Le  travail  virtuel  total  sera  la  somme  des  travaux  virtuels  ana- 
logues, 

8^  =  2  t^'  ^^  "*"  '^^  ""  ^^'^  "*"  ^'  (^  "*"  **^<  "~  ^^*^ 

ou  encore,  en  introduisant  les  coordonnées  du  dyname, 

8Ç  =  [9gÇ  +  ^tj  4-  s;  +  iCp  +  91lg  4-  Ur]  ît. 

Le  travail  virtuel  est  doiic  égal  au  produit  du  temps  écoulé  It 
par  le  moment  des  deux  systèmes  de  segments  qui  représentent, 
Vun  le  dyname  des  forces,  et  Vautre  le  système  des  rotations. 

Si  un  corps  peut  librement  effectuer  un  déplacement  hélicoïdal 
donné,  un  dyname  appliqué  à  ce  corps  ne  pourra  y  être  en  équilibre 
que  si  le  travail  virtuel  de  ce  dyname  est  nul  dans  ce  déplacement, 
c'est-à-dire  si  le  dyname  et  le  système  des  rotati  ns  constituent 
deux  systèmes  de  segments  en  inv  l  utin  {n^  11,  p.  25) 

365  •+■  "Ifr,  4-  se  +  i£i)  +  9ïlg  +  %r  =  0. 

Supposons  un  corps  doué  d'une  liberté  égale  à  m  et  soient  ti^ 
t^,,  ...,  t4„  les  m  paramètres  dont  dépend  sa  position. 

Tout  mouvement  hélicoïdal  imprimé  au  corps  aura,  comme  on  Ta 
vu,  des  coordonnées  de  la  forme 

di£' 

où  l'on  a  posé  ui  =  -y-'  ;  le  travail  virtuel  d'un  dyname  appliqué  au 
corps  ann  dès  lors  cette  expression 

se  =  (9gÇi  +  niii,  +Z^  +  HPi  +  9II7,  +  %r,)  S«, 
+  {%B,  +  IJt;,  +  SÇ.  +  i«|>»  +  9n<7,  +  Tbr.)  Îm, 
+ 

+  (a5Ç«  +  1|r;„  +  ZL.  +  'ip«.  +  arc?»  +  %»•»)  Su.. 
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Pour  que  le  dyname  laisse  le  corps  en  équilibre,  il  faudra  que  l'on 
ait  les  équations 

3SÇ|  +  ^tJi  +  SCi  +  ïpj  +  aHçj  -h  %r,  =  0, 


Si,  en  particulier^  le  corps  est  entièrement  libre,  m  est  égal  à  6  et 
les  équations  précédentes  exigent  que  Ton  ait  ^  =  0,  Slt  =  0, 
%  =  0,%=zOy^  =  OyZ  =  O.Ce  sont  les  six  équations  de  l'équi- 
libre d'un  corps  solide  libre. 
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Sur  les  volumes  engendrés  par  un  contour  fermé. 


J'ai  dît  dans  Tintroduclion  que  la  Ihéorie  de  segments  peut  avoir 
d'autres  applications  que  la  statique  et  la  cinématique  du  corps  solide. 
En  voici  un  exemple  que  j'ai  déjà  fait  connaître  ailleurs  CComptèa 
rendus  de  V Académie  des  Sciences  et  Jowmal  de  Mathématiques  J 

On  connaît  les  curieux  théorèmes  de  Guldin,  dont  on  trouve  le 
germe  dans  un  énoncé  obscur  de  Pappus  et  qui  concernent  soit  le 
volume^  soit  la  surface  engendrés  par  la  rotation  d'un  contour  plan 
fermé  tournant  autour  d'un  axe  tracé  dans  son  plan. 

Le  théorème  relatif  au  volume  est  susceptible  d'une  extension 
remarquable  qui  nous  fournira  précisément  la  nouvelle  application  à 
laquelle  j'ai  fait  allusion. 

Considérons  en  premier  lieu  un  petit  élément  de  surface  plane  lùy 
dont  X,  y  y  z  seront  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  et  impri- 
mons à  cet  élément  un  déplacement  hélicoïdal  dont  le  système  des 
rotations  ait  les  coordonnées  (p^  q^  r,  Ç,  t;,  Q. 

Cet  élément  engendre  un  petit  volume  qu'on  peut  assimiler,  si  le 
mouvement  a  lieu  pendant  un  temps  infiniment  petit  3f,  à  un  cylindre 
oblique  dont  o)  serait  la  base  et  dont  l'arête  serait  égale  au  déplace- 
ment infiniment  petit  du  centre  de  gravité  de  l'élément.  Ce  déplace- 
ment a  pour  projections 

i  =  (Ç  H-  gz  '-ry)lty      m==(tj  -f-  rx  —pz)lty 

n  =  {li'^  py  —'  qx)  it. 

Soient  a,  P,  y  ^^  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  l'élément.  Le 
volume  du  cylindre  est  égal  au  pi-oduit  de  sa  section  droite  par  la 
longueur  de  son  arête.  Or,  la  section  droite  a  pour  valeur 

(I)  cos  0, 
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OÙ  6  est  Tangle  de  la  normale  à  réiément  avec  l'arête  du  cylindre, 

en  sorte  que 

qlI  +  gm  -h  fn 
cos  6  =  "  > 


^ 


+  m'  n' 


le  volume  du  cylindre  est  donc  égal  à 


Cl)  cos  6  V^l*  H-  m*  -f-  n*  =  w  (al  -+-  Pm  -+-  yn) 
=  (D  [(Ç  -4-  g«  —  ry)  «  +  (tj  •♦-raj  — 1>«)  p  -h  (Ç  -»-  py  —  qx)  y]  8t. 

CSonsidérons  maintenant  une  portion  finie  de  surface,  que  nous 
découperons  en  petits  éléments  o). 

Dans  le  déplacement  hélicoïdal  infiniment  petit,  le  volume  balayé 
par  la  surface  totale  sera  la  somme  des  volumes  balayés  par  les  élé- 
ments Cl).  On  aura  donc  pour  le  volume  total 

V = j  5  r^w* + ^  j[jf  ^p + ^ff^^  "^  ^JJ^'^^  "■  ^^^  *^ 

-+■  <l  II  («^  —  yx)tù  -+■  X  il  {^x  —  ay)(i)  I  8f- 

,  On  voit  figurer  dans  cette  expression  six  intégrales  doubles  éten- 
dues chacune  à  toute  la  calotte  de  surface  considérée. 

Or,  c'est  un  fait  digne  de  remarque  que  ces  six  intégrales  sont 
égales  chacune  à  une  intégrale  simple  prise  suivant  le  contour  qui 
limite  la  calotte,  en  sorte  qu'elles  ne  dépendent  que  de  ce  contour 
limité. 

Ce.  théorème  est  une  conséquence  d'une  formule  célèbre  due  à 
Stpkes  (^).  Dtins  le  cas  actuel  on  peut  faire  un  raisonnement  direct. 
Dans  (i)a  on  reconnaît  Taire  de  la  projection  de  l'élément  o)  sur  le 
plan  des  y,  2;  on  a  donc 

(ùa  =  dydzy 
d'où 

1 1  diù=  l j  dzdy=  l  ydz  =  —  i  zdy 


=  ^j  (ydz  —  zdy)  =  A; 


les  intégrales  simples  sont  prises  suivant  le  contour  et  représentent 


(1)  (!e  théorème  de  Stokes  se  trouve  démontré  dans  le  tome  I  du  Traité  d'Analyse 
de  M.  Emile  Picard. 
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Taire  de  la  projection  du  contour  parcouru  dans  un  sens  convenable 
sur  le  plan  des  yz. 
On  a  aussi 

rrpcd  =  5  j{zdx^xdz)  =  B, 

et  B,  G  sont  encore  les  aires  des  projections  du  contour  sur  le  plan 
des  zx  et  sur  celui  des  xy.  On  trouve  de  même 

jJ(YÎ/  -  P«)  co  =  -  ^  J(y«  H-  «•)  dx  =  L, 

jj(px  -  ay)  a>  =  -  I  J(x«  +  y«)  dz  =  N, 

et  les  intégrales  sont  prises  encore  suivant  le  contour  parcouru  dans 
le  même  sens  que  précédemment  ('). 

On  trouve  donc  que  le  contour  seul  intervient  et  dès  lors  on  peut 
oublier  la  cloison  et  dire  que  le  volume  est  engendré  par  le  contour 
fermé. 

Ce  volume  a  cette  expression 

(AÇ  +  Btj  +  Cî;  -+■  L/>  4-  Mg  -H  Nr)  tt. 

Concevons  maintenant  que  le  contour  subisse  un  déplacement 
continu.  On  pourra  le  regarder  comme  une  succession  de  mouve- 
ments de  torsion  infiniment  petits  et  le  volume  intégral  sera 


=  X'(*5 


4-  By)  H-  C;  -+-  Lp  4-  Mg.-+-  Nr)  de, 


Ç>  fit  î>  Py  Q>  ^9  étant  fonctions  de  t. 
Posons  alors 


•/<•  Ju  Ji% 

1=   f   Çde,        m=   I   Tidty         n  :=   I   Çdt, 
Jt9  Ju  Ju 


{})  Pour  plus  de  détails  sur  ces  questions  de  sens,  voir  mon  Mémoire  du  Journal 
de  MathétnatiqMU,  t.  V  (4*  série),  p.  921. 
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ef  la  formule  ci-dessus  devient 

V  =  AZ  -+-  Bm  4-  Cn  +  La  +  Mfc  +  Ne. 

On  voit  que  V  représente  le  moment  des  deux  systèmes  de  seg- 
ments y^  (A,  B,  G,  L,  M,  N)  et  a  (a,  6,  c,  i,  m,  n);  ïc  ^[iremier 

système  dépend  uniquement  du  contour  mis  en  mouvement,  le 
second  ne  dépend  au  contraire  que  du  mouvemeyit  qui  a  été 
imprimé. 

Supposons  que  le  contour  soit  plan,  prenons  Oz  normal  au  contour, 
au  centre  de  gravité  0  de  son  aire  eiOx^Oy  dans  le  plan  du  contour. 

On  trouve  dans  ce  cas  que  A  =  6  =  0  et  C  est  Taire. du  contour; 
de  même  L,  M,  N  sont  nuls,  en  sorte  que  le  système  des  segments  lié 
au  contour  se  réduit  ici  au  segment  C  élevé  perpendiculaire  au  plan 
du  contour  au  centre  de  gravité  de  l'aire  et  égal  justement  à  Taire  du 
contour. 

Dans  une  rotation  d'amplitude  angulaire  6  autour  d'un  axe  A,  le 
volume  engendré  par  le  contour  sera  égal  au  produit  de  6  par  le 
moment  de  C  par  rapport  à  A.  Si  A  est  dans  le  plan  de  G,  ce  moment 
est  égal  à  la  plus  courte  distance  p  de  G  et  de  A,  ou  à  la  distance  à  A 
du  centre  de  gravité,  multipliée  par  G,  soit  p. G.  Donc,  dans  ce  cas, 
G.pO  représente  le  volume  engendré  par  le  contour.  On  retrouve 
ainsi  le  théorème  de  Guldin  relatif  au  volume. 

Si  le  mouvement  du  trièdre  T  est  réglé  de  telle  sorte  que  les  axes 
de  ce  trièdre  soient  constamment  l'un  la  tangente,  l'autre  la  normale 
principale,  Tautre  la  bi-normale  d'une  courbe,  les  expressions  a,  d,  o, 
{,  m,  n  ont  des  formes  particulièrement  simples  qui  mettent  en  évi- 
dence de  nouvelles  propriétés  des  courbes  de  M.  Bertrand.  Je  renvoie 
pour  ce  point  à  mes  Mémoires  déjà  cités  en  note. 
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NOTE  Vï 


Sur  le  problème  des  centres  de  courbure  dans  le  mouvement 

d'une  figure  plane. 


Cas  où  La  construction  de  Savary  (^)  tombe  en  défaut  dans  le  cas  où  le 

a  construction  ^qI^i  décrivant  est  sur  la  normale  commune  aux  deux  roulettes. 

de  Savary        ^ 

La  formule  4  de  la  page  144  devient  alors,  6  étant  égal  à  2' 


tombe 
en  dérautr 


(1) 


1 

p 


R, 


i 
R 


M 


Pour  construire  cette  formule,  rabattons  en  0/,  0»,  sur  la  tangente 
commune  aux  roulettes,  les  centres  de  courbure  0/,  0„.  Soit  ensuite 
menée  la  bissectrice  de  Tangle  Oi,00^  (fig.  9iJ. 

Appelons  [x  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  du  point  M,  les 
droites  |xO/,  [iO«  se  coupent  sur  la  bissectrice. 

En  effet,  les  équations  de  [lO}  et  de  (xO»  sont 


^  +  --1=0 


et      —-+--  —  1=0. 


Or,  en  tenant  compte  de  Téquation  (1),  on  trouve  l'identité  qui 
prouve  la  proposition 


(})  Â  la  page  144  nous  aTons  adopté  une  locution  assez  ripandue,  mais  inexacte, 
qui  attribue  à  Savary  la  formule  fondamentale  relative  aux  centres  de  courbure.  En 
réalité,  cette  formule  revient  à  Buler,  comme  la  découverte  de  Taxe  iostantané  et 
comme  les  formules  attribuées  à  Olinde  Rodrtgues.  Ces  locutions  erronées  sont 
assurément  plus  commodes  pour  les  mathématiciens;  il  semble  presque  qu*Euler 
ait,  dans  ces  questions,  découvert  trop  de  théorèmes  pour  attacher  son  nom  à  aucun. 
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Il  suffira  donc  de  mener  MO/,  de  prendre  le  point  de  rencontre  G 


Considérations 
géométriques 

sur 

la  construction 

de  Savan'. 


Fig.  Oi. 

avec  la  bissectrice  et  de  joindre  0^  au  point  G;  la  droite  01 G  coupe 
en  |x  la  normale. 

On  pourrait  aussi  se  servir  du  point  K^,  rabattement  du  point  K^ 
La  parallèle  MG^  à  00^  coupe  en  G^  la  bissectrice;  la  droite  KjG^ 
coupe  la  normale  au  point  |x. 

Le  rabattement  du  point  K  donnerait  une  construction  analogue. 

La  construction  de  Savary  donne  lieu  à  quelques  remarques  géo- 
métriques dont  nous  avons  déjà  donné  un  exemple  dans  la  proposi- 
tion du  n^  54.  On  peut  rattacher  cette  proposition  à  un  ensemble  de 
faits  d'ordre  tout  à  fait  éiémentaire. 

Rappelons  que  nous  ayons  démontré  au  n^  52,  page  152,  la  formule 


(2) 


(p.  —  »•)  (♦•oo    —  »')  =  ^% 


où  r,  est  la  valeur  de  r  pour  laquelle  p  est  infini.  Cette  valeur  de 
r  correspond,  par  conséquent,  au  point  A  où  la  droite  OM  coupe  le 
cercle  des  inflexions  qui  est  décrit  sur  OK'  comme  diamètre. 

Considérons  le  cercle  C  qui  a  pour  centre  le  point  M  et  qui  passe 
au  centre  instantané  0  (fig.  92), 

La  formule  (2)  s'écrit  encore 

elle  exprime  que  la  droite  K'A,  qui  est  perpendiculaire  en  A  à  OM 
est  la  polaire  du  point  ^  par  rapport  au  cercle  C. 
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Ainsi,  le  centre  de  courbure  |j.  est  le  pôle  par  rapport  au  cercle  C 
de  la  droite  K'A. 


Nouvelle 
construction 

du  centre 
de  courbure. 


Fig,  9S, 
On  en  conclut  aussitôt  que  : 

La  polaire  du  point  K'  par  rapport  au  cercle  C  coupe  la  nor- 
male OM  au  centre  de  courbure  [a.  Ce  qui  fournit  une  nouvelle 
construction  de  ce  centre,  construction  qui  ne  tombe  jamais  en 
défaut.  . 

Effectuons  actuellement  une,  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  en  prenant  le  point  M  comme  pôle  et  MO  comme  puis- 
sance d'inversion.  Le  cercle  G  se  transforme  en  lui-même  et  la  droite 
K'A  devient  le  cercle  C  décrit  sur  M(i  comme  diamètre.  De  plus,  la 
droite  K'A  est  Taxe  radial  du  cercle  G  et  du  cercle  G',  ainsi  que  cela 
résulte  des  propriétés  connues  de  l'inversion. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Le  cercle  décrit  sur  le  rayon  de  courbure  M  [x  comme  diamètre 
et  le  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  M  et  qui  passe  au  centre 
instantaiié  ont  pour  axe  radial  une  droite  passant  au  point  K'. 


C'est  le  théorème  du  n^  54. 


bi- rationnelle. 
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Transforma-        La  construction  de  Savâry  et  la  formule  d'Eulér,  dont  elle  découle, 
tion  fQQ(  correspondre  à  tout  point  M  du  plan  un  point  |jl  déterminé  et 

quadratique  inversement  tout  point  u  du  plan  est  le  centre  de  courbure,  à  un  ins- 
tant  donné,  de  la  trajectoire  d'un  certain  point  M  du  plan.  La  corres- 
pondance est  une  de  celles  qu'a  étudiées  Gremona  et  qu'on  a  depuis 
appelées  bi-rationnelles,  pour  rappeler  que  chaque  point,  M  ou  (ji,  a 
ses  coordonnées  exprimables  sous  forme  de  fonctions  rationnelles  des 
coordonnées  de  l'autre. 

Dans  la  note  de  la  pa$|^e  151  nous  avons  indiqué  que  si  x,  y  sont 
les  coordonnées  rectangulaires  de  M,  Ç,  r^  celles  du  point  (x,  les  axes 
étant  la  tangente  et  la  normale  communes  aux  roulettes,  on  a  les 
expressions  rationnelles  de  ^,  v]  en  x,  y 

hyx  ky* 


x"  -H  î/*  -+-  fey         '      x*  4-  1/*  -h  ky 
et  que  l'on  tire  ces  autres  expressions  rationnelles 


Si  l'on  fait  usage  de  coordonnées  homogènes  x,  y,  z^  ^,  iq,  Ç,  on 
voit  que  l'on  a 

Ç  :  îj  :  ç  :  :  *î/aî  :  ^2/'  :  ^'  +  !/•  -*-  ^y^ 

et 

a:  :  2/  :  î  :  :  /^^t;  :  at;'  :  $•  +  V  -  ^^îî. 

La  transformation  rentre  dans  la  classe  des  transformations  quadra- 
tiques bi-ralionnelles.  Dans  ces  transformations,  à  une  droite  du  plan 
il  correspond  une  conique,  en  sorte  qu'à  l'ensemble  doublement  infini 
des  droites  du  plan  il  correspond  une  double  infinité  de  coniques. 
Ces  coniques  passent  par  trois  points  fixes  généralement  distincts,  et 
tel  est  le  cas  de  l'inversion. 

Ici  ces  trois  points  sont  coïncidents,  en  sorte  qu'aux  droites  du 
plan  il  correspond  une  double  infinité  de  coniques  oscùlatrices  entre 
elles  en  un  point  fixe. 

En  effet,  si  le  point  M  (x,  y,  z)  décrit  la  droite 

tcx  -h  ry  -H  wz  =  0, 
les  formules  (4)  montrent  que  le  point  ^  (^,  t^,  X)  décrit  la  conique 
(5)  uk\r^  -h  vkr^  4.  n,  (Ç»  +  V  —  /cyjÇ)  =  0. 

Or,  il  est  aisé  de  voir  que  le  cercle  des  rebroussements^  qui  est 
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représenté  justement  par  l'équation 

Ç^  +  tj»  — *y)Ç  =  0 

est  osculateur  à  toutes  ces  coniques  au  point  O,  centre  instantané,  et 
que  réciproquement  toute  conique  osculatrice  en  0  à  ce  cercle  a  une 
équation  de  la  forme  (5).  Donc  : 

Conique  Quand  le  point  M  décrit  une  droite,  le  point  [x  décrit  une  coni- 

de  RivaU.      que  osculatrice  au  centre  instantané  au  cercle  des  rehroussements 
et  réciproquement. 

Quelques  géomètres  donnent  à  cette  conique  le  nom  de  Rivais,  du 
géomètre  qui  a  le  premier  remarqué  son  existence.  On  observera 
que  le  cercle  des  rehroussements  est  la  conique  de  Rivais  de  la  droite 
de  l'infini. 

Si  l'on  cherche  de  même  quel  lieu  doit  décrire  le  point  M  pour  que 
le  point  [L  décrive  une  droite,  on  trouvera  que  M  doit  décrire  une 
conique  osculatnce  au  centre  instantané  au  cercle  des  inflexions 
et  réciproquement. 
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NOTE  VII 


Sur  les  accélérations. 


Interprétation 
des  équations 

de 
raccélération. 


La  distribution  de  raccélération  dans  un  solide  en  mouvement  a 
fait  Tobjet  de  diverses  recherches  parmi  lesquelles  il  convient  de  citer 
un  mémoire  détaillé  de  M.  Gruey,  publié  en  1878,  Sur  le$  accéléra- 
tions des  points  <tun  solide  en  mouvement;  le  livre  plus  récent 
de  M.  Schœnflies  Sur  la  géométrie  du  mouvement,  et  enfîn  un 
mémoire  de  M.  Gilbert,  publié  en  1800,  sous  le  titre  :  Recherches  sur 
les  accélérations  en  général, 

La  forme  linéaire  des  équations  établies  à  la  page  131  : 


(4) 


J,  =:  Tj,  4-  r'  a?  —  p'z  -t- 
J.  =Çi  +p'y—q'x  + 


dH 
dx 

dia. 

dy 
dH 
d7' 


ou 


(2)     2H  =  (px  +  qy  +  rz)'—  (p*  +  g*  -+-  r*) (x*  -+-  y"  -+-  «*), 

et  le  fait  qu'elles  sont  entières  par  rapport  à  Xy  y^  z  prouve  que  si 
MJ  est  le  segment  représentatif  de  l'accélération  du  point  M  (x,  y,  z), 
le  point  J  correspond  homographiquement  au  point  M  ;  de  plus,  dans 
cette  homographie,  le  plan  de  l'infini  se  correspond  à  lui-même. 

On  peut  aussi  supposer  qu'on  a  transporté  en  une  origine  fixe  0, 
en  0J|,  l'accélération  MJ;  le  point  Jj,  dont  J„  J^,  J,  sont  les  coordon- 
nées, correspond  encore  homographiquement  au  point  M  et  le  plan 
de  l'infini  est  encore  son  propre  homologue  dans  cette  homographie. 
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Ces  remarques  sont  la  base  des  considérations  développées  par 
M.  Gruey  dans  son  mémoire. 

D'abord,  l'existence  du  centre  des  accélérations,  qui  ne  disparait 

que  dans  des  cas  particuliers,  permet  en  général  de  ramener  à  zéro 

les  valeurs-  de  Ç^,  iqi,  d  relatives  à  l'époque  que  l'on  considère.  Les 

formules  (1)  sont  alors  homogènes  en  x^y^Zy  en  sorte  que,  soit  dans 

Phomographie  9&  qui  relie  J  et  M,  soit  dans  l'homographie  Sêi  qui 

relie  J|  et  M,  le  centre  0  des  accélérations  est  son  propre  homologue. 

Directions  Comme  le  plan  de  l'infini  est  son  propre  homologue,  il  y  aura  dans 

qui  sont       ^e  plan  trois  points  â,  B,  C  qui  seront  leurs  propres  homologues  ;  on 

eurs  propres    Q^tiendra  ces  points  en  résolvant  les  équations 
homologues.  '^  ^ 


Ellipsoïdes 

d'égale 
accélération. 


(3) 


p'V'-q'x  4-  -^  =?  Sz, 


L'élimination  de  x,  t/,  z  entre  ces  équations  fournira  l'équation 
en  S  du  troisième  degré  dont  dépend  le  problème  de  la  détermination 
des  trois  droites  OA,  OB,  OC.  (Voir  le  chapitre  XIL) 

On  obtiendra  ainsi  trois  directions  de  droites  OA,  OB,  OC,  réelles, 
imaginaires,  distinctes  ou  confondues,  selon  la  nature  des  racines  de 
cette  équation  du  troisième  degré;  M.  Gruey  en  a  fait  la  discussion. 

On  observera  que,  dans  l'une  et  l'autre  des  deux  homographies,  la 
droite  OA  est  sa  propre  homologue,  et  de  même  pour  OB,  OC. 

Si  l'on  prend  un  point  M  sur  l'une  de  ces  droites,  J,  J^  y  seront 
aussi.  Les  droites  OA,  OB,  OC  sont  les  lieux  des  points  M  dont 
Viiccélération  passe  par  le  centre  des  aeeélénxtions  O. 

D'après  les  propriétés  de  l'homographie,  les  points  [M,  J,  J^  sup- 
posés variables,  décriront  des  surfaces  du  même  degré  ou  des  courbes 
du  même  degré. 

De  plus,  les  points  à  l'infini  de  ces  surfaces  ou  de  ces  courbes  sont 
homologues  entre  eux,  en  sorte  que  si  l'une  de  ces  courbes  ou  sur* 
faces  n'a  pas  de  point  réel  à  l'infini,  il  en  est  de  même  des  autres.. 

C'est  ainsi  que  si  0  J|,  c'est-à-dire  l'accélération  de  M,  a  une  valeur 
constante,  J^  décrit  une  sphère  de  centre  0.  Le  point  M  décrit  alors 
un  ellipsoïde  E. 
C'est  ce  que  donne  du  reste  le  calcul.  On  a,  en  effet, 


oj,  =  Jî  +j»  -h  j;. 


Point 
d'accélération 

minimum 
dans  un  plan. 


Théorème 
de  M.  Gruey. 


Théorème 
de  M.  Hésal. 
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On  reconnaît,  de  plus,  que  le  centre  des  accélérations  est  le 
centre  de  Tellipsoîde  Ë,  et  que  si  Ton  fait  varier  la  longueur  constante 
de  0J|,  les  divers  ellipsoïdes  E  sont  non  seulement  concentriques, 
mais  homothétiques. 

Étant  donné  un  plan  it,  les  ellipsoïdes  E  découpent  sur  lui  des 
ellipses  concentriques  sur  lesquelles  se  groupent  les  points  de  ce  plan 
qui  ont  même  accélération. 

Le  centre  commun  P  de  ces  ellipses  est  le  point  de  contact  du 
plan  x  avec  celui  des  ellipsoïdes  E  qui  touche  ce  plan. 

Le  point  P  est  le  point  du  plan  x  dont  V accélération  est 
minimum. 

Soit  PP'  l'accélération  de  ce  point  P. 

M.  Gruey  a  démontré  ce  curieux  théorème  : 

Les  projections  sur  la  droite  PF  des  accélérations  des  divers 
points  M  du  plan  z  sont  constantes  et  égales  en  grandeur  et  sens 
à  V accélération  même  PP'  du  point  P. 

M.  Gruey  a  groupé  autour  de  ces  ellipsoïdes  E  un  grand  nombre 
de  propriétés  des  accélérations. 
Signalons  encore  la  proposition  suivante  : 

Si  un  plan  r  passe  au  centre  0  des  accélérations,  les  accéléra- 
tions de  ses  points  sont  rectangulaires  avec  une  droite  OR  et  réci-- 
proquement.  Le  diamètre  conjugué  du  plan  %  dans  les  ellipsoïdes  E 
a  les  accélérations  de  ses  points  parallèles  à  la  droite  OQ. 

Du  reste,  d'une  façon  générale,  les  accélérations  des  points  d'une 
droite  sont  parallèles  à  un  plan  fixe  et  engendrent  un  paraholoxde 
hyperbolique. 

M.  Gilbert,  dans  son  mémoire  déjà  cité,  est  revenu  sur  ces  diverses 
questions  et  en  a  généralisé  certaines. 

Sa  méthode  repose  sur  le  théorème  suivant,  dû  à  Resal,  dont  la 
démonstration  résulte  immédiatement  des  méthodes  générales  déve- 
loppées dans  le  texte  de  ce  livre  : 

Si  un  solide  tournant  autour  dun  point  fixe  0  est  rapporté  à 
un  trièdre  de  référence  mobile  ayant  son  sommet  en  0,  l'accéléra- 
tion angulaire  absolue  du  solide  est  la  résultante  de  l'accélération 
angulaire  relative,  de  i' accélération  angulaire  d'entraînement  et 
de  V accélération  angulaire  composée. 

Nous  avons  défini  au  no  67  l'accélération  angulaire.  Soit  OÛ  le  seg- 
ment qui  représente  la  rotation  absolue  du  solide;  OÛ'  le  segment 


--1 
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qui  représente  sa  rotation  relative  par  rapport  au  triëdre  Oxyz  et 
enfin  OÛ'  lé  segment  qui  représente  la  rotation  du  trîèdre  Oxyz 
lui-même.  Il  est  clair  que  Où  est  la  somme  géométrique  de  Où'  et 

deÔû'-  

OÛ  =  Oû'  4-OÛ'. 

La  vitesse  absolue  de  û  est  Taccélération  angulaire  absolue.  r4a 
vitesse  de  û^  par  rapport  au  trièdre  Oxyzesi  ^'accélération  angulaire 
relative,  enfin  la  vitesse  absolue  de  Q'  est  Taccélération  angulaire 
d'entraînement. 

Or,  si  X,  x\  œ'  sont  les  projections  de  Où,  OU',  OÛ'  sur  un  axe 
fixe,  la  relation  géométrique  ci-dessus  donne 

d'où 

dx       dx'       dx' 

dt'^'dt        ~dt*  • 

On  peut  en  conclure  que  la  vitesse  absolue  de  Q  est  la  somme 
géométrique  des  vitesses  absolues  de  Q'  et  de  Q\ 

Vitesse  absolue  de  Q.  =  vitesse  absolue  de  û' 

-h  vitesse  absolue  de  û'. 

Or,  il  est  cîair  que  la  vitesse  absolue  de  û'  est  égale  à  sa  vitesse 
relative  plus  sa  vitesse  d'entraînement.  Désignons  par  y,  y',  y' ^^^ 
accélérations  angulaires  absolue,  relative  et  d'entraînement,  on  aura 

Y  =  y'  +  y'  -h  vitesse  d'entraînement  de  û'. 

C'est  à  cette  dernière  vitesse  qu'on  donne  le  nom  d'accélération 
angulaire  composée. 
C  Iciil  des  Je  terminerai  celle  note  en  disant  un  mot  sur  les  accélérations 

accélérations     d'ordre  supérieur  dont  la  définition  a  été  donnée  à  la  page  G6. 
supérieures.        Lg  calcul  qui  permet  de  passer  de  la  vitesse  à  l'accélération  donne 

aussi  les  composantes  des  accélérations  d'ordre  supérieur. 

Par  un  point  fixe  A  menons  un  segment  AJ.  équipollenl  a  l'accé- 
lération du  n**"*  ordre  d'un  point  mobile  M  rapporté  à  un  trièdre  de 
référence  mobile  Oxyz.  La  vitesse  absolue  du  point  J^  est,  par  défi- 
nition, Taccéléralion  de  l'ordre  (?i  -h  1)  du  point  M. 

Or,  soient  J„^„  J„^y>  J„,,  les  projections  de  J.  sur  les  axes  Ox,  Oj/,  Oz; 
Xq,  i/o,  ?o  les  coordonnées  du  point  A,  les  coordonnées  du  point  J^ 
seront 

X  =  Xo   4-  Jn,x9  Y  =  I/o  +   J",»?  Z  =  «0   +  J«.r. 

Cinémalique.  29 
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'  Les  projeblibâs  de  la  visser  absolue  du  point  J.  sur  les  axes  Ô.r.. 
Oy,  Ozr  serOQt.ïes  projeciioûs  J.+i,*,  J.+i.tf»  h^-ht  ^^  raccélération 
d'ordre  <n  ^  1),  ^t  on  aura,  dès  lors,  en  appliquant  les.  formules 
connues 

J»+i,»  s=  Ç  -4-  ^Z  —  rY  -f-  -— 

dt 

-        .     .         .  .  ....  •        -     ' 

et  .deux  autres  équations  analogues.  En  remplaçant  X,  Y^  Z  par  leurs 
expressions  et  remarquait  que  l'on  s^       ■ 

*  •  ■ 


•  » 


puisque  la  vitesse  absolue  de  A  est  nulle,  il  reste 


dl 


n,x 


dt 


et  les  deux  aufres  équations  analogues 

t  • 

Telles  sont  les  formules  qui,  par  voie  de  récurrence,  permettront 
de  calculer  dé  proche  eh  proche  les  diverses  accélérations  d*ordre 
supérieur» 


*        • 
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NOTE  vin 


Sur  la  théorie  de  la  vis  de  M.  Bail. 


Rappel 

de  ladelinitioQ 

de  la  vis. 


Tout  système 

de  segments 

est  le  produit 

d*ane  vis 
par  un  nombre. 


Exemple  tiré 
des  rotations. 


Â  la  page  36  on  a  donné  la  déflnitîon  de  la  vis.  Si  Ton  muUiplie  ou 
divise  les  segments  d'un  système  par  un  môme  nombre  positif  ou 
négatif,  les  coordonnées  de  ce  système  sont  évidemment  multipliées 
ou  divisées  par  ce  nombre,  et  Ton  peut  dire  alora  que  le  système  lui- 
même  a  été  soit  multiplié,  soit  divisé  par  ce  môme  nombre.  En  divi- 
sant ainsi  un  système  de  segments  par  la  longueur  de  sa  résultante 
de  translation  prise  en  valeur  absolue,  on  obtient  un  système  de 
segments  unitaire,  c'est-à-dire  une  vis,  dont  Taxe  a  le  sens  de  la 
résultante  de  translation  du  système  et  dont  le  paramètre  ou  pas  est 
égal  au  paramètre  du  système  (voir  p.  26). 

Si,  au  lieu  de  diviser  par  la  longueur  de  la  résultante  de  transla- 
tion prise  positivement,  on  avait  divisé  par  cette  longueur  afToctée  du 
signe  — ,  on  aurait  obtenu  encore  une  vis  dont  le  pas  serait  égal  à 
celui  de  la  première,  mais  dont  Taxe  aurait  eu  le  sens  opposé.  Tout 
système  de  segments  donne  ainsi  naissance  à  deux  vis  opposées  de 
même  pas,  mais  d'axes  opposés,  de  même  que  tout  segment  donne 
lieu  à  deux  axes  opposés  entre  eux,  dont  Tun  a  le  sens  du  segment  et 
l'autre  le  sens  contraire. 

On  peut  donc  dire  que  tout  système  de  segments  est  égal  au  pro- 
duit  d'une  vis  par  un  nombre  positif  ou  négatif,  selon  que  l'axe  de  la 
vis  considérée  a  ou  n'a  pas  le  sens  de  la  résultante  de  translation  du 
système.  . 

Supposons,  par  exemple,  que  les  segments  représentent  des  rota- 
tions; làmrfystème  représente  un  mouvement  hélicoïdal  dans  lequel, 
dans  un  temps  infiniment  petit,  chaque  point  du  corps  décrit  un 
élément  ti'hélice.  Toutes  les  liélices  ainsi  décriiez  ont  même  axe, 
même  pas^  ta  dernier  égal  au  pan^mètre  du  systèipe.  L'ensemble  de 
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ces  hélices  constitue  une  vis^  en  ce  sens  que  si  Ton  prend  toutes  celles 
qui  traversent  un  contour  fermé  dans  Tespace,  elles  forment  un  noyau 
solide  hélicoïdal,  comme  la  vis  en  offre  un  exemple.  La  définilion 
d^un  tel  système  de  vis  est  complcle  si  Ton  connaît  son  axe  et  son 
pas,  c'est-à-dire  les  éléments  d'un  système  de  serments  unitaire. 
Mouvement  Quant  au  mouvement  hélicoïdal,  on  peut  dire  qu'il  a  lieu  sur  la  vis 
suivant  une  vis.  ^u  qu»|j  est  supporté  par  elle;  il  est  différentié  de  tous  les  autres 

mouvements  qui  ont  lieu  sur  la  môme  vis  par  la  longueur  de  la 
résultante  de  translation,  c'est-à-dire  par  sa  vitesse  angulaire. 

Semblablement,  si  l'on  envisage  un  ensemble  de  forces  appliquées 

à  un  corps  solide,  cet  ensemble  constitue  un  système  de  segnrienls 

que  l'on  pourra  regarder  comme  provenant  du  produit  d'une  certaine 

Système        vis  par  le  nombre  qui  représente  la  longueur  de  la  résultante  de 

de  forces       translation.  Plueckera  appelé  dyname  et  Bail  torscur  tout  syslèmc 

dgissan         j^g  forces  appliqué  à  un  solide.  D'après  cela  nous  saurons  ce  que 
suivanlunevi?.  '^*     *  "^  * 

signifie  l'expression  de  dynamc  ou  de  torscur  portée  par  une  vis 

ou  qui  s^exerce  suivant  une  ms. 
Vis  Ces  explications  données,  considérons  un  corps  solide  mobile  pos- 

de  coordonnées   sédant  le  degré  n  de  liberté. 

dans  un  corps        Soient  t«j,  w,, ...,  u^  les  n  paramètres  dont  dépend  sa  position.  Les 
dearé  n        projections  sur  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz  liés  au  corp?, 
de  liberté.      ^6  la  vitcsse  d'entraînement  d'un  point  x^  t/,  z  de  ce  corps  ont,  nous 
le  savons  (p.  226),  des  expressions  de  la  forme 

dw.         ^,     du^  dUf 

'  ^*  dt  ^    -^'  dt        ^      '  dt 

^,^   dUi        _,     dUi         ^,     dUi 

Considérons  les  n  vis  Sj  qui  ont  pour  coordonnées 

(2)        û/  ïï/  ïï/   û;   û/   v: 


où  U.  =  4-  y  Pi*  -h  q^  +  n*. 

Tout  déplacement  du  corps  résulte,  d'après  les  formules  pi-écé- 
dentes,  de  n  mouvements  hélicoïdaux  infiniment  petits,  sur  les  vis  S,-, 
d'amplitudes  égales  respectivement  à  Uidu,.. 

Les  )i  vis  S;  constituent  le  système  des  n  vis  de  coordonnées. 

Si  l'on  efïectue  un  changement  de  variables  portant  sur  les  u-, 
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Introduction 

des  notions 

dynamir[ues. 


Équations 
générales  du 
mouTcmcnt. 


il  est  clair  que  le  système  des  vis  de  coordonnées  se  trouve 
changé. 

Ces  vis  jouent  un  rôle  analogue  aux  tangentes  aux  courbes  de  coor- 
données dans  la  géométrie  sur  les  surfaces. 

Il  est  naturel,  comme  on  le  fait  pour  les  surfaces,  de  chercher 
des  systèmes  de  CQordonnées  qui  présentent  des  caractères  propres  à 
simplifier  les  formules  ou  les  raisonnements.  C'est  ainsi  qu'il  est 
souvent  commode  dans  la  théorie  des  surfaces  de  rapporter  celles-ci 
à  leurs  lignes  de  courbures  ou  à  une  famille  de  géodésiques  accom- 
pagnées de  leurs  trajectoires. 

Dans  ce  genre  de  questions,  la  considération  de  certaines  formes 
quadratiques  joue  un  rôle  fondamental.  Une  de  ces  formes  sera  ici 
celle  qui  exprime  le  carré  de  la  vitesse 


(3) 


•  =  (2:5. 


dUi 
It 
dtii 
dJ 


T.  V 


2.qi 


dUf 

HT 


^     dUi  ^,      dUi 


TÏ 


(««  di^i  ,,     dUi  ^     dvA* 


Dans  le  cas  de  2  paramètres  on  est  toujours  certain  de  pouvoir,  par 
un  changement  de  variables,  la  ramener  à  une  somme  de  deux  carrés. 

Dans  le  cas  de  3  ou  d'un  plus  grand  degré  de  liberté  il  n'en  est 
plus  toujours  de  mémo. 

Nous  nous  bornons  à  signaler  ici  cette  intéressante  question. 

Des  considérations  dynamiques  ont  conduit  M.  Bail  à  la  notion 
importante  des  vis  principales. 

On  sait  que,  dans  le  cas  d'un  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe, 
il  y  a  trois  axes  principaux  issus  de  ce  point,  qui  possèdent  la  pro- 
priété que  si  Ton  imprime  au  corps  une  impulsion  représentée  par 
un  couple  dont  le  plan  soit  normal  à  l'un  de  ces  axes,  le  mouve- 
ment qui  tend  à  se  produire  consiste  en  une  rotation  autour  do  ce 
même  axe. 

Considérons  plus  généralement  un  corps  doué  d'un  degré  n  de 
liberté;  supposons  que  dans  une  position  déterminée  on  lui  imprime 
brusquement  un  ensemble  de  forces,  un  dyname  ou  torseur,  porté 
par  une  vis  S,  et  que  le  mouvement  que  prend  le  corps  consiste,  au 
moins  au  début,  en  un  mouvement  hélicoïdal  suivant  la  même  vis  S. 
Nous  dirons  alors  que  la  vis  S  est  principale.  Ily  a  n  vis  principales. 

Pour  démontrer  celte  proposition,  nous  allons  d'abord  établir  les 
équations  générales  du  mouvement. 
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Partons  de  l'équation  deM'Alembert 

»  •  " 

OÙ  les  i  correspondent  aux  variations  compatibles  avec  les  liaisons. 
Nous  allons  introduire  les  paramètres  ti^,  t/,,  ...,  u,  qui  sont  indé* 
pendants  et  dont  dépend  la  position  du  corps. 

Appelons  S5T  la  force  vive,  qui  s'exprimera  en  Uj,  u,,  ...,  t*,,  uj, 
u,,  ...,  ti^  par  la  formule 

(4)  2T  =  2m  j  (2Ç,u;  -+-  zlg^u!  —  î/2r,u;)« 

+  (SÇiW  +  yZpiUl  —  acIg^uO'  }, 

,       dit- 
on  a  posé  Ui  ==  —77-*  • 

ai 

On  sait  que  l'expression  "^m  /^  ix  -h^iy  -h^  82*) 


se  transforme  en 


2{  d  /dT\       dT^- 


Quant  à  y]  (X8x  +  YSy  -+-  Zîz),  c'est  la  somme  des  travaux 
virtuels  des  force*»  appliquées  au  corps  dans  un  déplacement  virtuel 
quelconque  compatible  avec  les  liaisons. 

Soient  ,1),  35,  C,  %  9TI,  It  les  coordonnées,  par  rapport  aux  axes 
mobiles  Ox,  O2/,  Oz,  du  dyname  constitué  par  ces  forces;  d'après  le 
résultat  établi  dans  la  note  IV,  le  travail  de  ces  forces  dans  un  dépla- 
cement virtuel  quelconque  aura  pour  expression 

et,   par  conséquent,  les  n  équations  différentielles  du  mouvement 
s'écrivent 

(o)  \   dt  \âUi/        \àU(/ 

(  4-  ;£i)i  -h  STlÇi  4-  %r,.  =  P.. 

(i==4,2,  ...,  ?i). 

Recherche      ^^  désignanf,  pour  abréger,  par  P,  le  second  membre. 

des  vis  Soit  A/.a,  le  coefficient  du  terme  u'  Wp  dans  2T,  les  équations  précé- 

principalea.     dénies  peuvent  s'écrire,  en  désignant  par  ul  la  dérivée  seconde  de  u© 
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par  rapport  au  temps, 

(6),.    ■  i^^'^-i^iâh^-'^-^r^'- 

Supposons  que  le  corps  étant  dans  la  position  caractérisée  par  les 
valeurs  u{,  ul,  ...,  ui  des  paramètres,  on  lui  applique  brusquement 
le  dyname  ,.^d,  %  C,  ï,  S'il,  %;  un  certain  mouvement  va  se  produire 
qui  sera  défini  par  des  équations  de  la  forme 

(7)  M,  =  u?  -4-  ^  +  ur«  o  -^  —  î 

une  étoile  marque  l'absence  du  terme  ui^tj  car  les  ul^  sont  nuls  par 
hypothèse. 
On  aura  aussi 

(8)  iil  =UiU  -^  .... 

Les  valeurs  de  n]^  seront  données  par  les  équations  (6)  où  Ton  fait 
Ui  =  ufy  u\  =  0,  et  qui  deviennent  alofs 

P-» 

0  —  1 

(î  =  1,  2,  ...,  n). 

Quant  aux  coordonnées  p,  g,  r,  Ç,  y;,  2[  du  mouvement  hélicoïdal 
tangent,  elles  sont  données  par  les  formules 

où  l'on  a 

(11)       p^  =  p«  4-  jo^n  +  ...,      (/p  =  9p*  +  qp^  +  ...,  etc. 

Les  expressions  dep,  <y,  r,  Ç,  t;,  Ç  deviennent  donc,  en  n'écrivant 
que  les  termes  du  premier  ordre  en  (, 

S'P  ^^^  ^'Pq  ^p  •  ^    •    •  •  •  >        Ç  — •  ^ ^û  «43  •  '      •    •  •  •  > 
q=  lq^uY.t+  ...,       ^(î  =  2^Qp^^iJ^t +  ..., 
^    V  =  Srp^uJ^t  +  ...,       Ç  =r  2ï^uJ^i  H-  .... 

Le  mouvement  hélicoïdal  instantané  qui  se  produit  d'abord  a 
donc  lieu  sur  une  vis  dont  les  coordonnées  sont  proportionnelles  aux 
expressions  

(13)    i:/»p"«J%    l^îtifS    ^rlu\\    Z^u\\    Zr,tul\    1^,^^.' 
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Pour  que  cette  vis  coïncide  avec  celle  qui  porte  le  dyname  appliqué, 
il  faut  et  il  sufGt  que  Ton  ait,  X  désignant  un  coefficient  de  propor- 
tionnalitéy 

Ainsi,  les  valeurs  des  wf*  tirées  des  équations  (9)  doivent  vérifier 
les  relations  (14). 

Mais  on  peut  remarquer  qii'il  suffit  de  connaître  les  ul^  pour  que 
les  équations  (14)  fournissent  »i,  %  (S,  1',  ÔTl,  %,  et  Ton  peut  se 
débarrasser  de  ces  inconnues.  On  trouve,  en  éliminant  ces  quan- 
tités entre  les  équations  (9)  et  (14), 

V     /  j  P-"  P-»  P— •  f—  ^. 

p-i  p-i  p-i  p-i  ; 

(t  =  l,2,  ...,  n). 
.  Posons 

dans  ces  expressions  on  reconnaît  les  coefficients  de  la  forme 

(17)  2H  =  ïp.uJ.ïÇpU'  -H  Sry.tcl.Irp^;  +  Srpul.SÇpWl, 

introduite  au  n<>  82,  page  2J1,  formule  (11). 
Avec  ces  notations,  1  s  équations  (15)  s'écrivent 

(18)  i   y  A.::p«-»  =  1  V  ^(5.% «^0, 

l  p-l   ^  p-1 

On  est  conduit       ^^^^  "^  P^^  compliquer  les  notation,  effaçons  Tindice  zéro  devenu 

à  la  réduction  inullle,  et  remplaçons  teî®  par  u'^.  Les  équations  (18)  prennent  la 

simultjnée  forme 

à  des  carrés  ^  "p         1  /)  H 

de-»  forme»  (19)  -—7  =  r  3—,  > 

Jet  H,  <^"'        ^<^"' 

i  =  1,  2,  ...,  ?î. 

Ces  équations  sont  les  équations  classiques  que  Ton  rencontrerait 
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si  l'on  voulait,  en  regardant  les  U;  comme  des  constantes  el 
les  u'i  comme  les  seules  variables,  ramener  simultanément  T  et  H  à 
des  sommes  de  carrés,  au  moyen  de  substitutions  linéaires  eflecluées 
sur  les  if,'« 

Ce  problème  conduit,  par  l'élimination  des  u,'  entre  les  équations 
linéaires  (19),  à  une  équation  en  >.  du  degré  n  et  l'on  obtiendra 
ainsi  n  systèmes  de  solutions  pour  les  ul  et  par  suite  pour  les  u***. 

Il  y  a  donc  n  vis  principales^  en  généraU 

Les  cas  d^exceptions  soiit  ceux  que  l'on  rencontre  dans  la  discus- 
sion ordinaire  des  problèmes  de  ce  genre,  lorsque  l'une  des  formes 
est  défmie  et  positive,  comme  c'est  ici  le  cas  pour  T. 
Uomarqucs.  Le  lecteur  ne  manquera  pas  de  se  demander  si,  au  lieu  de  se  borner 
à  une  transformation  linéaire  sur  les  kJ,  les  u^  étant  regardés  comme 
constants,  on  ne  pourrait  pas,  par  un  changement  effectué  sur  les 
paramètres  ti,)  amener  du  même  coup  les  formes  T  et  H  à  des  sommes 
de  carrés.  Cela  peut,  en  effet,  avoir  lieu,  mais  exceptionnellement. 

Dans  le  cas  d'un  corps  fixé  par  un  point,  les  trois  vis  principales 
(la  liberté  du  système  est  alors  égale  à  3)  sont  réduites  aux  trois  axes 
principaux,  lesquels  sont  fixes  da^is  le  corps.  Il  serait  naturel  de 
rechercher  les  cas  où,  plus  généralement,  les  n  vis  principales  sont 
fixes  dans  le  corps. 

Ce  sont  là  autant  de  questions  intéressantes  que  nous  nous  borne- 
rons à  proposer  et  qui  sont,  croyons-nous,  entièrement  nouvelles. 
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NOTE  IX 


Sur  le  cylindroïde. 


Nous  avons  eu  l'occasion  de  dire  que  la  conirraence  linéaire  corn- 

L16U  des  âxfis 

des  complex  s  '^""®  ^  ^^^^  complexes  linéaires  G,  G  appartient  à  une  infinité  de 
linéaires       complexes  formant  un  faisceau.  Si  G  :=  0,  C  =  0  sont  les  équations 
d*un  faisceau,    de  ces  Complexes  en  coordonnées  de  droite, 

(1)  XC  +  X'C'=:0 

est  l'équation  générale  des  cx)mplexes  du  faisceau.  Les  axes  de  ces 
complexes  engendrent  une  surface  remarquable  du  troisième  ordre 
appelée  cylindroïde  par  M.  Gayley. 

Le  complexe  G  est  l'ensemble  des  droites  de  moment  nul  par  un 
système  de  segments  déterminé 

Il  faut  toutefois  observer  que  la  multiplication  du  système  par  un 
nombre  n'altère  pas  le  rapport  des  quantités  X,  68,  C,  if,  9TI,  %  et 
ne  change  pas  le  complexe.  On  pouriait^lonc  réduire  »t'  +  âJ'  +  C 
à  l'unité  et  réduire  le  système  de  segments  à  une  vis.  Il  y  a  ainsi 
deux  vis  d'axes  opposés,  de  même  pas,  attachées  à  un  complexe. 
Appelons  dès  lors  S^  une  de  ces  deux  vis  attachées  au  complexe  G. 

Appelons  de  même  S^  une  vis  attachée  au  complexe  G'  (*). 

Faisons  choix  d'un  système  d'axes  rectangulaires  dans  lequel  O2 
sera  la  perpendiculaire  commune  aux  axes  des  deux  complexes  G,  G'. 

(1)  La  notion  de  vis  est  à  celle  de  complexe  linéaire  un  peu  ce  qu^est  la  notion 
d'axe  h  celle  de  droite.  Comme  données,  elles  ne  diffèrent  que  par  une  qu*isiion  de 
sens  qui  s'impose  naturellement  dès  que  Von  veut  soumettre  les  figures  au  calcul. 
C'est  cette  précision  qui  rend  utile  la  notion  de  vis. 
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Soit  9o  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  projection  sur  le  plan  xOy  de 
Taxe  de  la  vis  S^;  \  le  pas  de  cette  vis;  d^  la  cote  du  point  de  ren-» 
contre  de  l'axe  avec  Oz. 

Considérée  comme  système  de  segments  unitaire,  la  vis  S,  est 
représentée  par  un  segment  unitaire  porté  par  son  axe  et  par  im 
couple  de  moment  /i^  porté  par  le  même  axe.  Les  coordonnées  de  S^ 
sont  donc 

(2)  cos(po,    sinço»    0,    h^cosip^  —  d^sin^^^,    /ij>sinço  +  <io?osço,    0. 

En  désignant  par  l'indice  prime  les  quantités  analogues  relatives 
à  Sq,  les  coordonnées  de  cette  seconde  vis  seront 

(3)  cos(p;,    sinç;,   0,    /i;cos>;  — d^sinçô,    'iisinç;4-<cos<pp,  0. 

Les  six  quantités  (2)  sont  les  coefficients  de  l'équation  du  com- 
plexe G,  les  six  quantités  (3)  sont  ceux  du  complexe  C. 
Les  coefficients  de  l'équation  (1) 

XG  +  X'G'=0 
seront  donc 

.    X  cos  Ço  +  X'  cos  ©0,    X  sin  Çj^  -+-  X'  sin  çj,    0, 

(4)  j   X  (ho  cos  ço  —  cfo  sin  «o)  +  X'  (/li  cos  ^;  —  <  sin  ci), 

(  X  (/?o  sin  ço  +  d^  cos  ç^)  +  X'  (K  «in  ci  4-  d'^  cos  ci),    0. 

Lien  entre  II  est  bon  de  faire  remarquer  ici  que  les  formules  précédentes  tra- 

a  composition  (jyisent  la  composition  des  deux  systèmes  de  segments  obtenus  en 
d^se-^me'^^^^  multipliant  par  X  la  vis  S^  et  par  X'  la  vis  S;.  SI  nous  désignons  par  2 
•tles  faisceaux  '^  système  de  segments  résultant,  les  six  expressions  (4)  sont  préci- 
de  complexes    sément  les  coordonnées  de  Z  et  Taxe  du  complexe  défini  par  l'équa- 

liuéaires.       tion  (4)  est  l'axe  central  de  ce  système  2. 
Formules  de        Appelons  S  l'une  des  deux  vis  qui  portent  Z;  soient  9, /i,  d  les 
composition,     quantités  analogues  à  Çq,  /ïq,  d^  qui  concernent  cette  vis  (il  résulte, 

en  effet,  de  la  forme  même  des  expressions  (4),  que  l'axe  de  S  coupe 

Oz  à  angle  droit). 
Le  système  2  est  le  produit  de  S  par  un  nombre  (x,  et  l'on  peut 

donner  cette  autre  forme  aux  coordonnées  de  2  : 

(5)  (xcosç,    jjLsino,    0,    (x(hcos^  —  dsin(p),    pi,(/isinç-+-rfcosç),    0. 
En  identifiant  avec  les  expressions  (4)  on  trouve 

'  [JLC0S5=Xc0S^^-*-X'c0Sçi, 

\  [j.sin(p=:Xsin(po4-X'sinç;, 

^(jl(/icosç— dsin9)=X(/»oCosço  — dosinço)-hX'(/i;cos9;  — /^isino.;), 

\  [jL(/isin 0  -H  dcos5)=X(/*oSin5ç -t-  d^cos^^)  +  X'  (/ijsin ^J  4-  d^cosç é). 
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Le cylindroïile.       Ces  équationà  vont  nous  permettre  de  traiter  diverses  questions,  et 

d'abord,  de  trouver  le  lieu  des  axes  des  complexes  linéaires  qui  con- 
tiennent la  cong^ruence  commune  à  G  et  à  C.  Si  on  élimine  entre 

elles  X,  a',  [j.,  h  et  si  Ton  y  remplace  d  par  Zy  cos  9  et  sin  9  par 

X  y 

:?         ' T  on  trouve,  après  un  calcul  facile, 

yx*  -h  1/    Vx*  4-  y' 

(7)  z  (x*  +  t/")  sin  (©;  —  ço)  4-  fx'  —  mn?/  +  ni/«  =  0, 
en  posant 

/=(/i^  — /j^)sin(p^sinçi  +  dicosçisinço  — c^ocosfosinçi, 

(8)  I  )>i  =  -I-  {h\^  /lo) sin  (©;  -h  ço)  4-  {do  —  do)cos (ci  +  ç)^ 

'  ;i  =  (/ji— /jjj'^cosfgcosço  —  disinçicosof -h  d^sinçgCosçJ. 

Supposons  que  Ton  fusse  tourner  les  axes  Ox^  Oy  d*un  ccrbiin 
angle  a  autour  de  Oz;  il  faudra  remplacer  a*,  y  par  les  variables 
X,  Y  telles  que  Ton  ait 

a;  =  X  cos  a  —  Y  sin  a, 
2/  =  X  sin  a  +  Y  cos  a. 

Simplification       L'équation  (7)  prend  la  forme 

r(X»  -f-  \')sin  (ci  —  Ço)  +  /iX*  —  »?iX\  +  «,^* 
où 

l^=z  l  cos*  a  —  m  sin  a  cos  a  -f-  n  sin*  a, 
wij  =  —  2/  sin  a  cos  a  —  m  cos  2a  —  2?i  sin  a  cos  a, 
nj  =  f  sin*  a  -h  m  sin  a  cos  a  +  n  cos*  a. 

On  peut  choisir  a  de  sorte  que  m^  soit  nul,  il  suffit  de  prendre 

^  i  -H  u 

si  môme  on  fait  abstraction  d'une  rotation  de  90°  autour  de  Or,  le 
problème  n'admet  qu'une  solution.  On  observera  de  plus  que 

/^  +  »ij  =  I  4-  n. 

Si  Ton  change  r  en  z  +  a,  ce  qui  revient  à  effectuer  un  simple 
changement  d'origine  sur  Oz,  /p  n^^  s'augmentent  de  a  sin  (ci  —  Çg) 
et  ij  H-  n^  devient 

K  +  '*h  ■*"  2a  sin  (^i  —  ç^). 

On  peut  choisir,  et  d'une  seule  façon,  a  de  sorte  que  cette  somme 
soit  nulle. 


Propriétés 
diverses. 


Oiigine 
du  nom. 


Expression 
du  pas. 
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On  est  ainsi  ramené  à  la  forme  plus  simple  où  l'on  a  m 
J  =  —  n. 
L'équation  du  cylindroïde  s'écrit  alors 
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=  0, 


(9)      z  (x*  +  i/)=ig  (x*  —  y*),  en  posant  g 


n 


sin(ç;  — ?p) 


Sur  cette  forme  simplifiée  il  est  aisé  de  mettre  en  évidence  les 
propriétés  essentielles  de  la  surface. 

On  voit  que  le  lieu  des  axes  des  complexes  d'un  faisceau  est  une 
surface  çonoide  droite  du  troisième  de^ré  qui  admet  deux  plans  de 
symétrie. 

Les  axes  sont  compris  entre  deux  plans  parallèles  normaux  à  la 
directrice,  car  z  ne  peut  varier  que  de  —  gr  à  4-  g. 

Par  tout  point  de  la  directrice  rectiligne  il  passe  deux  axes  symé- 
triques l'un  de  l'autre  par  rapport  aux  plans  de  symétrie. 

On  vérifiera  que  tout  plan  passant  par  une  génératrice  recliligne 
coupe  la  surface,  outre  cette  génératrice,  suivant  une  ellipse.  Cette 
ellipse  se  projette  sur  le  plan  directeur  suivant  un  cercle  passant  par 
l'origine  et  dont  le  diamètre  passant  par  l'origine  est  symétrique  de 
la  projection  de  la  génératrice  sur  le  même  plan.  Comme  le  cercle 
passe  par  la  projection  du  point  où  le  plan  sécant  touche  la  surface, 
on  a  tous  les  éléments  nécessaires  pour  le  construire. 

On  verra  aussi  que  si  l'on  projette  un  point  fixe  quelconque  sur 
les  généralrices  rectilignes  de  la  surface,  le  lieu  de  ces  projections  est 
une  section  plane  de  la  surface.  Celte  propriété  appartient  aussi  aux 
cylindres,  de  là  le  nom  de  cylindroïde  introduit  par  M.  Cayley. 

Revenons  aux  formules  (6)  et  essayons  de  compléter  les  résultats 
précédents  en  cherchant  l'expression  du  paramètre  de  la  vis  qui  a 
pour  axe  une  des  génératrices  du  cylindroïde. 

Si,  au  lieu  d'éliminer  X,  X',  pi,  h  entre  les  équations  (6),  nous 
éliminions  X,  X',  [i.,  d,  nous  obtiendrions  une  équation  analogue  à 
celle  qui  lie  d  et  9.  Mais  il  vaut  mieux  raisonner  de  la  manière 
suivante. 

Puisque  dans  le  cas  actuel  on  a  {  +  n  =  0,  m  =  0,  les  rela- 
tions (8)  qui  définissent  ly  m,  n  en  fonction  de  deux  quelconques  des 
vis  Sq,  Sq,  qui  ont  leurs  axes  sur  le  cylindroïde,  nous  donnent 

Ho^    i  ^  "=  ^''^  "^  ''«^  ^^  ^'^  "  ^'^  ""  ^^«  "^  "^'^  ^'^  ^^^  "~  ^'^' 

^"'^  1 0  =  (/i;  -  K)  sin  (ç;  -  ço)  +  K  -  ^o^  cos  (9;  +  ç^). 


qui  doivent  avoir  lieu  entre  les  éléments  de  deux  quelconques  des  vis 
du  cylindroïde  (c'est-à-dire  dont  les  axes  sont  sur  le  cylindroïde). 


j 
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.   On  a  posé 


n 
9  = 


sin  (9i  —  9o) 

Il  faut  donc  joindre  à  ces  équations  la  suivante  : 

« 

(11)  (  2h  =  n  —  f  =  2flr  sin  (çj  —  9,)  =  4-  (h^  —  h,)  cos  (9;  -f-  <p^) 
I  —  K  — do)8in(9;'-^Ço)• 
Appliquona  ces  équations  à  divei*se8  vis  du  cyliQdroïde.  Prenons 

une  génératrice;  quelconque  correspondant  à  Vangle  9  et  celle  qui  cor- 
respond à  9jj  =  0.  Faisons  donc  9^  =  9,  9,^  =  0;  les  équations  (10) 
et  (11)  donneront,  en  mettant  /i  et  (2  au  lieu  de  h^,  d^y 

/  {h  —  h^)  cos  9  —  (d  -h  rfo)  sin  ?  ==  0, 

(12)  I  (?i  —  /Tç)  sin  9  +  (d  —  do)  cos  9  =  0, 

\  2^  sin  9  =  -H  (^  —  hj)  cos  9  —  (d  —  d^)  sin  9. 

La  dernière  équation  n'est  compatible  avec  la  première  que  si 
do  =  0  et  alors  elle  se  confond  avec  elle. 
Formules  Les  deux  premières  donnent  alors,  en  remplaçant  d^  par  g^ 

définitives. 

(13)  d  =  gr  cos  29, 

équation  qui  s'accorde  avec  celle  du  cylindroide  et  ensuite 

(14)  h=;=h^  -^  g  sin  29. 

.  Le  problème  de  la  détermination  de  la  vis  S  se  trouve  ainsi  com- 
plètement résolu. 

Si  Ton  prend  9  =  0  ou  9  =  ~  >  on  obtient  les  valeurs  d  =  ±  gr,  en 

sorte  que  les  axes  correspondants  sont  les  axes  limites,  c'est-à^ire 
ceux  qui  limitent  sur  Oz  le  segment  qui  contient  les  pieds  de  tous 
les  autres  axes.  Dans  les  deux  cas  h  est  égal  à  /i,^,  c'est-à-dire  que 
les  deux  vis  extrêmes  ont  le  même  pas.  On  observei^  que  leurs  axes 
étant  parallèles  à  Ox,  Oy  respectivement  sont  rectangulaires. 

-  lî  y  a  là  un  fait  général  :  pour  que  deux  vis  du  cylindroïde 
aient  même  pas,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  inclinaisons 

de  leurs  axes  soit  égale  à  ->  ou  encore  que  l'un  des  axes  soit  la 

symétrique  de  Vaxe  rectangulaire  avec  Vautre  axe. 

Représentation       ^^  quantité  /i  —  h^  est  susceptible  d'une  représentation  simple, 
du  pas.        Soit  A  l'axe  de  la  vis  S;  c6upons-lc  par  la  sphère  de  rayon  g  qui  a 
pour  centre  l'origine. 


Remarque 
importante. 


Proposition 
{générale. 


La  formule 


(15) 
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Remarque  sur 
la  nature  de  la 

congruence 

commune  aux 

complexes 

du  fiiisceau. 

Indifférence 
de  certaines 
singularités. 


déduite  de  (13)  et  de  (14),  prouve  que  h  —  h^  est  la  demi-corde 
déterminée  par  la  sphère  en  question  sur  Vaxe  A. 

Il  est  bon  de  faire  ici  une  observation  importante.  La  constante  h^ 
n'intervient  pas  dans  la  défmition  du  cyliodro'ide  qui  ne  contient 
d'autre  paramètre  que  gr,  en  sorte  que,  comme  les  paraboles,  les  cyUn- 
droïdes  sont  tous  semblables  entre  eux.      ... 

Mais,  quand  nous  parlerons  du  cylindroîde,  nous  gous-entendrons 
que  Von  adjoint  à  la  surface  un  certain  paramètre  /i^,  qui  est  la 
valeur  du  pas  des  deux  vis  extrêmes. 

Ceci  posé,  observons  que  si  l'on  compose  deux  systèmes  de  sejj- 
ments  portés  par  deux  vis  appartenant  au  cylindroîde  (gr,  /îq)?  le  sys- 
tème résultant  est  porté  par  une  vis  dont  l'axe  appartient  au  même 
cylindroîde.  De  même,  si  au  lieu  de  composer  deux  systèmes  on  en 
compose  un  plus  grand  nombre  dont  les  vis  appartiennent  au  même 
cylindroîde.  Leur  segment  résultant  s'obtient  eh  multfpliant  une  cer- 
taine vis  du  cylindroîde  par  la  longueur  de  la  résultante  de  translation. 

Comme,  d'autre  part,  il  n'y  a  sur  \q  cylindroîde  aucune  vis  dont  le 
pas  soit  infini  (formule  14),  on  peut  en  conclure  le  théorème 
général  suivant  : 

Si  plusieurs  systèmes  de  segments  portés  par  des  vis  apparte- 
nant à  un  même  cylindroîde  {g,  h^)  donnent  lieu  à  une  résultante 
générale  de  translaXion  nulle^  cela  suffit  pour  que  les  systèmes 
considérés  se  détruisent  entre  eux;  s'il  s'agit  dé  forces,  ces  forces  se 
feront  équilibre. 

Ce  théorème  donne  la  clef  du  rôle  du  cylindroîde  dans,  la  composi- 
tion des  systèmes  de  segments. 

Nous  venons  de  voir  que  les  axes  des  complexes  d'un  faisceau 
engendrent  un  cylindroîde.'  Nous  laissons  au.  lecteur  le  soin  d'établir 
les  cas  de  dégénérescence.  ' 

'  Si  ho  est  moindre  que  <;  en  valeur  absolue,  il  y  a  deux  valeurs 
de  9  qui  annulent  h;  la  congruence  linéaire  admet  alors  deux  dîrec^ 
trices  réelles.  Elles  sont  imaginaires  dans  .le  cas  contraire. 

Si  /ï(,  =  ±  g  y  les  deux  directrices  se  confoodent;  mais  cela  "ne 
modifie  en  rien  la  surface  élle-mêmCy  puisque  ces  singularités  ne 
^sent  que  des  valeurs  spéciales  du  paramètre  h^.  C'est  la  un  fait 
ctïrieu»  et  qui  méritait  d'être  signalé. 
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NOTE  X 


Sur  la  composition  des  rotations  et  sur  les  quatemioDs. 


Opérations 
géométriques 
et  opérations 

a  géb.'iques. 


Dés  les  premières  pages  de  ce  livre  on  a  pu  voir  comment,  après 
avoir  défini  l'addition  géométrique  des  segments  et,  en  particulier, 
des  segments  portés  par  une  même  droite,  on  a  établi  un  parallèle 
entre  l'opération  géométrique  ainsi  définie  et  l'addition  algébrique 
ordinaire.  Ce  fait  n'est  pas  isolé.  Les  quaiernions  en  offrent  un  nouvel 
exemple.  Il  est  certaines  opérations  géométriques  concrètes  qui  ren- 
trent dans  les  données  ordinaires  de  la  géométrie  et  qui,  prises  dans 
leur  ensemble,  donnent  lieu  à  un  symbolisme  analytique  nouveau 
dans  lequel  chaque  opération  de  calcul  est  Timage  d\me  certaine 
opération  géométrique.  Panui  les  opérations  géométriques  visées  ^ 
certaines  se  rattachent  étroitement  à  la  théorie  de  la  rotation  des 
corps,  et  telle  est  l'origine  d'une  similitude  entre  les  formules  de 
la  multiplication  des  quaiernions  et  les  formules  qui  fournissent 
la  composition  des  rotations  par  le  moyen  des  paramètres  d'Olinde 
Rodrigues.  La  théorie  des  quaiernions  se  relie  ainsi  à  celle  des  rota- 
tions, et  c'est  cet  ordre  d'idées  que  nous  allons  développer,  sans 
insister,  du  reste,  sur  les  applications  des  quaiernions,  car  ce  sujet 
échappe  au  cadre  restreint  de  la  présente  note. 

Nous  allons  d'abord  donner  lu  déHnilion  de  ces  opéi*ations  géomé- 
triques destinées  à  servir  de  subslratum  à  la  forme  analytique  du 
calcul  des  quaternions. 

Nous  nous  attacherons  donc  à  rester  toujours  et  systématiquement 
sur  le  terrain  géométrique,  en  réservant  pour  la  fiu  l'introduction  des 
nouveaux,  éléments  de  calcul.  Noire  exposition  y  gagnera  en  clarté  el 
en  rigueur  puisque  nous  n'aurons  jamais  aiïaire  dans  ces  prélimi- 
naires qu'à  des  éléments  concrets. 

Soient  OA,  Uli  deux   se^jinmls;  pour  passer   de  l'un  des  seg- 
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I)i-radiale. 


Tenseur. 


Verseur. 


ments  OA  à  Taulre  OB,  on  peut  :  i^  faire  tourner  OÂ,  dans  le  sens 
direct  autour  d'un  axe  OX  perpendiculaire  au  plan  AOB  et  dextror- 
suni  avec  le  segment  AB;  2<>  multiplier,  après  rotation,  le  seg- 
ment OA  par  un  nombre  T  égal  au  rapport  des  longueurs  de  OB  et 
de  OA.  On  définit  ainsi  un  certain  opérateur  géométrique  qui  a 
reçu  le  nom  de  bi-radiale.  On  désigne  la  bi-radiale  par  la  noia- 


tion 


(i) 


Le  segment  OB  est  le  segment  numérateur  et  OA  le  segment 
dénominateur  de  la  bi-radiale. 

On  regarde  quelquefois  la  bi-radiale  comme  l'expression  du  quo- 
tient des  vecteurs  OA,  OB.  C'est  là  une  affaire  de  mot. 

La  dénomination  peut  se  justifier  en  disant  que  le  quotient  de 
deux  nombres  &  et  a  est  le  nombre  (l'opérateur)  par  lequel  il  faut  mul- 


tiplier a  pour  reproduire  b.  De  môme  ici  l'opéraleur 


\0A/ 


appliqué 


au  segment  OA  reproduit  le  segment  OB. 

Il  entre  dans  la  définition  de  la  bi-radiale  un  axe  OX,  une  ampli- 
tude angulaire  8,  celle  dont  OA  doit  tourner  autour  de  OX  pour  coïn- 


cider avecOB,  et  un  nombre  T  = 


longueur  de  OB 


9  qui  a  reçu  le 


longueur  de  OA 
nom  de  tenseur  de  la  bi-radiale.  Soit  en  tout  4  paramètres. 

Si  l'on  fait  tourner  tout  d'une  pièce  Tangle  AOB  dans  son  plan 
autour  de  0;  si  Ton  multiplie,  en  outre,  les  deux  segments  OA,  OB 
par  un  même  nombre  positif  ou  négatif,  la  bi-radiale  n'est  évidem- 
ment pas  changée.  Nous  rappelons  ici  que  multiplier  un  segment  par 
un  nombre  algébrique  n,  c'est  multiplier  la  longueur  de  ce  segment 
par  la  valeur  absolue  de  n,  en  con.^ervant  où  renversant  le  sens  du 
segment  selon  que  n  est  positif  ou  négatif. 

Lorsque  le  tenseur  est  égal  à  l'unité,  la  bi-radiale  se  réduit  à  une 
rotation  autour  de  OX,  elle  reçoit  alors  le  nom  de  verseur.  Ainsi  un 
verseur  (de  veHere,  tourner)  représente  une  simple  rotation,  c'est 
une  bi-radiale  dont  les  deux  segments  ont  la  môme  longueur. 

Si  l'on  multiplie  le  segment  numérateur  d'une  bi-radiale  par  un 
nombre  posilif,  auquel  cas  nous  dirons  que  la  bi-radiale  a  été  mul- 
tipliée elle-même  par  ce  nombre,  il  est  clair  que  le  tenseur  de  la 
bi-radiale  se  trouve  multiplié  par  ce  nombre,  mais  que  ni  l'axe  OX, 
ni  l'amplitude  0  de  la  rotation  ne  sont  changés.  Il  résulte  de  là  que 
que  toute  bi-radiale  peut  ôlre  regardée  comme  le  produit  d'un  cer- 

Cincniatiquc,  30 


Bi-radiales 
conjuguées. 

Inverses. 


Opposées. 


Bi-radiale 
scalaire. 
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tain  verseur  (qui  a  même  axe  et  même  amplitude  angulaire  qu'elle) 
par  un  nombre  positif  égal  A  son  tenseur. 

Le  verseur  en  question  s'appelle  le  verseur  de  la  bi-radlale.  Le 
verseur  et  le  tenseur  d*une  bi-radiale  R  se  désignent  oiJinaireinent 
par  les  notations 

^UR,  GR. 

Deux  bi-radiales  qui  ont  le  même  tenseur,  la  même  amplitude 
angulaire,  mais  dont  les  sens  des  axes  sont  opposés,  sont  dites 
conjuguées. 

Deux  bi-radiales  qui  ont  leui^  tenseur»  inverses  l'un  de  l'autre, 
leurs  axes  opposés  avec  la  même  amplitude  angulaire  sont  dîtes 
inverses  l'une  de  Taulrei 

Nous  avons  défini  plus  haut  la  multiplication  d'une  bî-radiale  par 
un  nombre  positif,  nous  pouvons  définir  de  même  sa  multiplication 
par  un  nombre  négatif  en  disant  que  c'est  la  bi-radiale  obtenue  en 
multipliant  le  numérateur  OB  par  ce  nombre  négatif,  ce  qui  com- 
porte, comme  on  sait,  un  changement  de  sens  du  segment. 

La  bi-radiale  qui,  d'après  cette  définition,  résulte  de  la  multipli- 

/ÔB\ 
cation  de  la  bi-radiale  I I  par  —  4,  s'obtiendra  en  changeant 

\0A/ 

le  sens  de  OB.  Comme  en  changeant  à  la  fois  le  sens  de  0 A  et 
de  OB  la  bi-radiale  ne  change  pas,  il  revient  au  même  de  changer 
le  sens  de  OB  seul  ou  de  OA  seul. 

La  bi-radiale  ainsi  obtenue  sera  dite  Vopposée  de  la  première. 

On  constatera  aisément  que  les  axes  de  deux  bi-radiales  opposées 
sont  opposés,  leurs  angles  sont  complémentaires  et  leurs  tenseurs 
égaux. 

Parmi  les  bi-radiales  il  est  quelques  cas  particuliers  qu'il  importe 
de  signaler. 

Il  y  a  d'abord  le  cas  où  les  segments  OA  et  OB  sont  portés  par 
une  même  droite.  On  passe  alors  de  O  A  à  OB  par  simple  multipli- 
cation par  un  nombre  positif  ou  négatif  selon  que  0  A  et  OB  ont  ou 
n'ont  pas  le  même  sens.  La  bi-radiale  s'appellera,  dans  ce  cas,  $ca^ 
laire;  elle  est  entièrement  définie  par  le  nombre  positif  ou  négatif 
dont  il  vient  d'être  question. 

Si  OA  et  ÔB  sont  coïncidents,  nous  dirons  que  la  bi-radiale  se 
réduit  à  l'unité  et  nous  la  désignerons  par  la  notation  1  ;  si  0  A  et  OB 
sont  égaux  et  opposés,  nous  représenterons  de  même  la  bi-radiale 
par  —  4 . 


Bi-radiale 
rectangle. 


Réduction  aa 

même 
dénominateur. 


Addition  des 
bi-radiales. 
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Un  autre  cas  important  est  celui  des  hi-raàiales  rectangles  pour 
lesqueHes  l*amplitude  angulaire  est  égale  à  OO^. 

Si  le  tenseur  est»  en  outre,  égal  à  Tunité)  on  obU«at  ce  que  Ton 
appelle  un  verseur  rectangle»  La  considération  des  verseurs  rectan- 
gles est  la  clef  de  la  présente  théorie. 

Après  ces  définitions  nous  allons  passer  à  Tétude  des  deux  cons- 
tructions fondamentales  de  la  théorie  des  biradiales,  l'addition  et  la 
multiplication.  Au  lieu  de  ces  mots  qui  évoquent  à  tort  l'idée  de 
calcul,  à  tort  puisqu'il  ne  s'agit  que  de  constructions,  on  pourrait  se 
servir  plus  heureusement  des  mots  composition  ûi  juxtaposition  qui 
correspondent  mieux  aux  constructions  effectuées.  Mais  la  termine- 
logie  des  quaternions  est  déjà  assez  compliquée,  nous  parlerons  donc 
d'addition  et  de  multiplication  en  nous  souvenant  qu'il  s'agit  d'opé- 
rations consiruclives  et  nullement  de  calcul. 

Observons  d'abord  que,  par  application  d'une  remarque  déjà  faite, 
deux  bi-radiales  étant  données,  on  pourra  toujours  les  amener  à 
avoir  le  même  dénominateur. 

Soit,  en  effet,  0[jl  ta  droite  d'intersection  du  plan  des  deux  biradia- 
les,  ou  une  droite  de  leur  plan  commun  si  elles  sont  com planaires, 

[le  plan  AOB  est  le  plan  de  la  bi-radiale  (  -::::::  )  1 .  Par  rotation  de 
\OA/J 
chacune  dans  son  propre  plan,  on  pourra  amener  sur  0(a  le  segment 

dénominateur  de  chacune  d'elles,  et  alors  en  multipliant  par  un 

même  nombre  les  deux  segments  de  l'une  d'elles,  on  arrivera  à 

rendre  identiques  les  deux  segments  dénominateurs. 

Nous  sommes  actuellement  à  même  de  définir  l'addition  des 
bi-radiales. 

Considérons  deux  bi-radiales  que  nous  pouvons  supposer  réduites 

au  même  dénominateur  et  représentées  par  les  notations 


( 


m. 

\oa/ 


qq\        

-^— *  ),  où  0 A  est  le  segment  dénominateur  commun  et  OB,  OC  les 

OA/ 

deux  numérateurs* 

Soit  OD  le  segment  qui  est  la   somme  géométrique  des  seg- 
ments OB,  OC,  la  bi-radiale  ( )  sera,  par  définition,  la  somme 

VOA/ 
des  deux  bi-radiales  proposées.  La  définition  est,  comme  on  voit, 
tout  à  fait  analogue  à  celle  de  l'addition  des  fractions. 

Ajoutons  que,  d'après   la  définition   même,  l'addition   de  deux 
bi-^radiales  est  une  opéi-alion  commutative. 
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Décomposition       L'addition  va  nous  conduire  à  une  décomposition  importante  de 
de  touie       toute  bi-radiale  en  une  somme  de  deux  autres;  nous  allons,  en  eflet, 

T.  '^  \^^t     démontrer  que  :  toute  hi-radiale  est  la  somme  (Tune  bi-radiale 
une  bi-i'adiald  ^ 

scalaii-e  ei  une  ^<^^^^i^*^  ^l  d'une  bi-radiale  rectangle. 

b!-radiale  Soit,  eu  effet,  OB'  le  segment  qui  est  la  projection  de  OB  sur  la 

rociangîe.      droite  OA  et  OB'  la  projection  de  OB  sur  la  perpendiculaire  élevée 

en  0  à  OA  dans  le  plan  AOB  (plan  de   la  bi-radiale).   On  peut 

regarder  OB  comme  la  somme  géométrique  des  segments  OB'  et  OB' 

et,  dès  lors,  la  bi-radiale  ( )  sera  la  somme  géométrique  des 

\0A/ 

deux  bi-radiales  (  -— -—  ),  (  —— —  ).  La  première  bi-radiale  est  pure- 

\0A  /    \0A  / 
ment   scalaire,   la   seconde  est   rectangle.  Le    théorème  est   donc 
di'monlré. 

La  première  bi-radiale  a  reçu  le  nom  de  partie  scalaire  ou  sim- 
plement de  scalaire  de  la  bi-radiale  proposée,  tandis  que  la  seconde, 
la  bi-radiale  rectangle,  a  reçu  le  nom  de  vecteur  ou  de  partie  vec- 
torielle. 

Représentation       La  raison  en  est  que  toute  bi-radiale  rectangle  est  représentable 

par  un  vc:teur  par  un  vecteur. 

, .    ""®.  Soit,  en  effet,  OX  Taxe  d'une  bi-radiale  rectangle;  perlons  sur  cet 

recianMe.  ^^^  ^^^  longueur  proportionnelle  au  tenseur  de  la  bi-radiale.  Nous 
obtenons  de  la  sorte  un  segment  Ov  qui  représentée  lui  âeul  tous  les 
éléments  capables  de  définir  la  bi-i^ndialc  rectangle,  à  savoir  son 
axe,  qui  a  le  sens  de  0 1'  et  son  tenseur,  qui  est  mesuré  par  la  lon- 
gueur de  Ov. 

Remarque.         C'est  donc  à  juste  raison  qu'on  a  pu  dire  qu'une  bi-radiale  est 
constituée  par  ufie  qu,antité  numérique  (la  partie  scalaire)  et  par 
un  segment  (le  vecteur). 
Autre  Nous  allons  déduire  de  là  une  nouvelle  définition  de  l'addition  des 

définition       bi-radiales. 

de  l'addition  de       Considérons  deux  bi-radiales  qui  ont  le  même  dénominateur  ÔÂ 

deux  

bi-radiales.  et  dont  OB,  OC  Seront  les  numérateurs;  soit  OD  la*  somme  géomé- 
trique de  ÔB  et  de  ÔG  et  ÔW,  ÔG^,  OB'  les   projections   sur   la 

droite  OA  des  segments  OB,  ÔC,  OU;  il  est  clair  que  ( ), 

\0A/ 

-___  |,  (  — -^-  )  représentent  les  parties  scalaires  des  bi-radiales 
OA  /    V  OA  / 


NOTES   DE  L  AUTEUR. 


469 


Mais  OD'  est  évidemment  la  somme  des 


vecteurs  OB',  OC;  donc  on  a  ce  théorème  : 

La  paHie  scalaire  de  la  somme  de  deux  bi-radiales  est  la  somme 
des  parties  scalaires  de  chaque  bi-radiale.  Le  calcul  de  celte  partie 
se  ramène  à  l'addition  algébrique. 

Considérons  maintenant  les  vecteurs  de  chaque  bi-radiale.  Je 
dis  que  le  vecteur  de  la  somme  est  la  somme  géométrique  de  ces 
deux  vecteurs. 

Considérons,  en  effet,  le  plan  ta  qui  est  normal  à  OA  au  point  0; 
soient  OB',  0C%  OD'  les  projections  des  segments  ÔB,  ÔC,  ÔD  sur 
le  plan  co.  OD'  est  évidemment  la  somme   géométrique  des   seg- 

parlie 


(f>  (■ 


)• 


ments  OB',  OC.  De  là  résulte  que  la  bi-radiale 

rectangle  de  la  bi-radiale  1 1,  est  la  somme  des  deux  autres 

ÔC''\        ,.          P'^{     ,     , .      ,.  ,     /ÔB\    /ÔC 
1,  parties  rectangles  des  bi-radiaies  I ),  I 

OA/  \0A/    \0A 

Ou  encore  : 

La  bi-radiale  rectangle  de  la  somme  de  deux  bi-radiales  est  la 
somme  des  deux  bi-radiales  rectangles  de  chacune  délies. 

On  peut  en  conclure  que  le  vecteur  de  la  somme  de  deux  bi-ra- 
diales est  la  SOMME  GÉOMÉTRIQUE  dcs  vcctcurs  de  chacune  d'elles. 

Soient,  en  effet,  sur  les  droites  OB',  OC,  OD'  les  vecteurs 
06p  Oc,,  Od^  obtenus  en  divisant  OB',  OC,  OD'  par  le  nombre  qui 
mesure  la  longueur  de  OA;  il  est  clair  que  Od^  sera  encore  la  somme 
géométrique  de  06^  et  de  Oc^.  Or,  faisons  tourner  de  90*  autour 
deOA,  dans  le  sens  direct,  ces  trois  segments,  ils  viendront  dans 
les  positions  0&,  Oc,  Od;  ce  dernier  étant  toujours  la  somme  géo- 
métrique des  deux  premiers. 

Du  reste,  dans  cette  position,  ces  trois  segments  sont  précisément 
les  trois  vecteurs  représentatifs  des  trois  bi-radiales  rectangles 
/(yF\    / ÔC 

VôÂ/     \ÔA/    ^OA 
La  proposition  est  donc  démontrée. 

En  résumé  :  Pour  avoir  la  partie  scalaire  et  le  vecteur  de  la 
somme  de  deux  bi-radiales,  il  suffit  de  faire  la  somme  algébrique 
et  à  celle  des  ^^  deux  parties  scalaires  et  la  somme  géométrique  des  deux  vec- 
segment'.       teurs  de  chacune  de  ces  bi-radiales. 


Héduction  de 

Taddition  des 

bi-radiales 

à  celle 

(les  nombres 


ï  /     \ OA  / 


Commutativité 

générale 

de  Taddition 

des 
bi-radiales. 


Bi-radiale 
nulle. 


Soustraction 

des 
bi-radiales. 
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L'addition  de  ces  bi-radiales  se  présente  ainsi  comme  une  opératioa 
complexe  où  l'addition  algébrique  marche  à  côté  de  l'addition  g^éo- 
métrique. 

Chacune  de  ces  opérations  est  commutative  quel  que  soit  le 
nombre  des  éléments  à  additionner.  Il  en  résulte  dès  lors  que  : 
l'addition  successive  des  bi-radiales  en  nombre  quelconque  est 
une  opération  indépendante  de  Voi'dre  de  succession. 

L'addition  des  bi-radiales  étant  commutative,  quel  que  soit  le 
nombre  des  éléments  à  additionner,  on  peut  en  conclure  qu'elle  est 
aussi  associative  et  que  l'on  peut,  dans  l'opération,  remplacer  plu- 
sieurs des  éléments  par  leur  somme  effectuée. 

Si  l'on  ajoute  à  une  bi-radiale  son  opposée,  c'est-à-dire  celle  que 
l'on  obtient  en  échangeant  le  sens  du  segment  numérateur,  oa 
obtient  comme  somme  une  bi-radiale  dont  le  numérateur  est  un  seg- 
ment nul.  Nous  dirons  d'une  telle  bi-radiale  qu'elle  est  nulle.  La 
partie  scalaire  et  le  vecteur  d'une  bi-radiale  nulle  sont  nuls.  Il  en  est 
de  même  du  tenseur. 

On  définit  la  soustraction  d'une  bi-radiale  comme  l'addition  de 
son  opposée. 

D'après  cela,  si  l'on  adopte  le  signe  +  pour  indiquer  l'addition  des 

bi-radiales,  l'addition  de  la  bi-radiale  opposée  à  ( )  s'écrira. 

VOA/ 


( 


VOA/ 


car  nous  savons  que  l'opposée  d'une  bi-radiale  résulte  de  sa  multipli- 
cation.par  — 1.  Alors,  au  lieu  d'écrire  -+■  ( — 1),  on  peut  écrire  simple- 


ment —  et  ce  signe  désignera  la  soustraction  de  la  bi-radiale 


VoA/ 


Décomposition 

de  toute 

bi-radiale 

rectangle 

en  trois  autres 

d'orientations 

données. 


L'addition  des  bi-radiales  nous  a  déjà  conduit  à  la  décomposition 
de  toute  bi-radiale  en  une  bi-radiale  scalaire  et  en  une  bi-radiale  rec- 
tangle. Nous  allons  poursuivre  dans  ce  sens  en  montrant  que  toute 
bi-radiale  rectangle  est  la  somme  de  trois  bi-radiales  rectangles 
dont  les  axes  ont  des  directions  données  à  V avance  non  parallèles 
à  un  même  plan. 

En  effet,  considérons  le  vecleur  Ôv  qui  représente  la  bi-radiale 
rectangle  R  et  Ox,  Oy,  Oz  les  trois  directions  données  à  l'avance. 
On  peut  décomposer  Ov  suivant  ces  trois  directions  en  trois  vec- 
teurs Ov^,  Ov„,  Ov..  Ces  vecteurs  représentent  chacun  une  bi-radiale 
rectangle,  en  sorte  que  nous  avons  trois  bi-radiales  rectangles  R^, 


NOTES  DE  l'auteur. 


471 


Ry,  R^  dont  les  axes  ont  la  direction  de  Oxy  Oy,  Oz  ou  la  direction 
opposée.  Comme,  du  reste,  Ou^.,  OVy,  Ov,  ont  Ou  pour  somme  géo- 
métrique, la  bi-radiale  R  est  elle-même  la  somme  de  R^,  R,,  R,  et 
ce  que  nous  rappellerons  par  la  notation  conventionnelle 

R  =  R^  4-  R,  +  R,. 

Notons  maintenant  que  si  l'on  désigne  par  r^,  r^,  r^  les  verseurs 
rectangles  dont  Ox,  Oi/,  Oz  sont  les  axes,  R^  est  le  produit  de  r^  par 
un  nombre  X  qui  est  positif  ou  négatif  selon  que  Taxe  de  R^  a  le  sens 
de  Ox  ou  le  sens  opposé;  et  de  même  pour  Ry,  R,,  en  sorte  qu'on 
peut  poser,  pour  rappeler  cela, 

ce  qui  permet  d'écrire 

R  =  X.r^  -f-  Y.r^  -f-  Z.r^. 

La  signification  des  nombres  algébriques  X,  Y,  Z  est  évidente,  ce 
sont  ceux  qui  mesurent  sur  Ox,  Oy,  Oz  les  projections  0  v^,  0  v^,  Ov^^ 
du  segment  Ot),  ce  sont  les  coordonnées  du  point  v. 

Si  maintenant  nous  nous  rappelons  que  toute  bi-radiale  est  la 
somme  d'une  bi-radiale  scalaire  et  d'une  bi-radiale  rectangle,  en  dési- 
gnant par  S  la  quantité  numérique  qui  définit,  comme  on  l'a  expli- 
qué, la  partie  scalaire,  et  enfin  en  appliquant  la  décomposition  géné- 
rale précédente  à  la  partie  rectangle,  on  arrive  à  ce  résultat  : 

Toute  bi-radiale  est  la  somme  d'une  hi-radiale  scalaire,  définie 
par  une  quantité  numérique  S,  et  de  trois  bi-radiales  rectangles 
obtenues  en  multipliant  respectivement  par  trois  nombres 
X,  Y,  Z  trois  verseurs  rectangles  donnés,  dont  les  axes  ne  sont 
pas  parallèles  à  un  même  plan. 

En  désignant  par  R  la  bi-radiale  on  pourra  rappeler  ce  résultat  en 

écrivant 

R  =  S  +  X.r, -h  Y.r^  +  Z.r,. 


Nous  supposerons  habituellement  dans  ce  qui  va  suivre  que  let 
axes  Ox,  Oy,  Oz  sont  ceux  d'un  trièdre  rectangle  direct. 

Pour  donner  plus  de  corps  au  résultat  précédent,  il  ne  sera  pas  inu- 
tile de  lui  donner  la  forme  analytique  par  le  moyen  de  la  géométrie 
analytique  ordinaire. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  A;  x',  y\  z'  celles  du 
lie  lagéoméirie  point  B.  Proposons^nous  de  calculer  les  nombres  S,  X,  Y,  Z  pour  la 

analytique.       ^.       ^.^     /  ÔB 


Exprossion 

d(  s  rë.^uUats 

précédents 

par  les  moyens 

ordinai/es 


bi-radiale 


OA 
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D'abord  on  aura 

lonjîOB        /;\ 
S  =  — cos  AOB 


long  OA 


(I)  '    _  ]/x'*  +  y"  -h  g"  ^^  +  yy 


'     '    -."'     ■    zz' 


2c'  -h  2/'  4- 


.-t 


Pour  calculer  X,  Y,  Z,  observons  d'abord  que  le  vecteur  Oi;  est 
normal  au  plan  AOB,  et  dextrorsum  avec  AB.  Si  donc  on   pose 

G  =  [^(yz'  —  zy'y  -h  (zx'  —  xz')*  -h  {xy'  —  2/a;')%  on  a  pour 
les  cosinus  directeurs  de  Ov  les  expressions  suivantes  : 

yz'  —  zy'         zx'  —  xz'         xy*  —  yx' , 
G '       -"G '       G ' 

la  longueur  de  Ov  est,  du  reste,  égale  à 

long  PB   .    />s  G 

(2)  izir  sm  AOB  = -; ; -» 

long  OA  x^  +  y'-t  z* 

il  vient  donc  pour  X,  Y,  Z  : 

(3)  X  =  J  ^  ...    y  ,. ,  \  =  -.,-__._ ,  Z  =      •'        -^ 


35*  4-  y'  4-  2*  x'  4-  y'  -h  s'  x'  4-  y'  + 


-I 


Les  nombres  S,  X,  Y,  Z  se  trouvent  ainsi  calculés.  Si  T  est  le  ten- 
seur et  6  l'amplitude  angulaire,  les  équations  (i)  et  (2)  s'écriront 

(4)  S  =  T  cos  6,  -^ % 1  =  T  sin  0, 

^  ^  X*  4-  y*  4-  z* 

mais  on  a  aussi 

(5)  [/X*  4-  Y*  4-  Z*  =  -1 1 i' 

^  /  x'  4-  y*  4-  ij' 

en  sorte  qu'on  peut  écrire 

(6)  S  =  T  cos  e,      J/X*  4-  Y«  4-  Z«  =  T  sin  6, 
d'où 


(7)  T  ==  KX*  4-  Y«  4-  Z*  4-  S». 

On  observera  ici  encore   que    les  données   constructives   d'une 
bi-radiale  dépendent  des  4  paramètres  X,  Y,  Z,  S. 
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MuUip'iicutioQ 

des 

b:-r»diales. 


Ordre 
des  fadeurs. 


Tendeur  dn 

produit  égal  an 

produit 

des  tenseurs. 


Vei-sour 
du  produit. 


Nous  allons  maintenant  définir  la  multiplication  des  bi-radiales. 

On  a  défini  dès  le  début  une  bi-radiale  R  comme  un  opérateur  géo- 
métrique qui  transforme  un  segment  OA  en  un  segment  OB.  Ima- 
ginons maintenant  qu'on  applique  à  ce  segment  OB  une  seconde 
bi-radiale  R'  qui  transforme  OB  en  un  troisième  sèment  OC.  On 
pourrait  passer  de  0  A  à  OC  au  moyen  d'une  bi-radiale  R'  qui  aurait 
ainsi  le  même  effet  que  l'application  successive  des  opérations  repré- 
sentées par  les  bi-radiales  R,  R'.  Il  est  assez  naturel  de  dire  que  R' 
est  le  produit  de  la  bi-radiale  II  par  la  bi-radiale  R'  et  d'adopter  la 
notation 

R'=R'.R 

qui  s'énonce  R'  gui  multiplie  R. 

La  bi-radiale  R  est  le  multiplicande,  R'  le  multiplicateur;  il  est 
placé  à  gauche  et  non  à  droite  du  multiplicande  dans  la  notation 
ci-dessus. 

Cette  remarque  a  son  prix  car,  dans  la  multiplication  ainsi  définie, 
l'ordre  des  facteurs  n'est  pas  indifférent;  cette  opération  n'est  pas 
commutative. 

Élant  données  deux  bi-radiales  R,  R',  on  voit  que  pour  effectuer  le 
produit  de  R  par  R'  il  faudra,  par  rotation  de  chaque  couple  de  seg- 
ments dans  son  plan  et  par  multiplication  par  un  même  nombre  des 
deux  segments  d'un  même  couple,  amener  le  numérateur  de  R  à 
coïncider  avec  le  dénominateur  de  R'. 

Ces  deux  bi-radiales  se  trouveront  alors  représentées  par  des  nota- 
tions telles  que  (  -----  )  pour  R  et  ( )  pour  R' . 

VOÂ/  VOA/ 


Alors  le  produit  R'  =  R'.  R  est  la  bi-radiale 

L'identité  numérique 

long  ÔC  _  long  ÔG       long  ÔB 
long  OA       long  OB       long  OA 

prouve  que  le  tenseui*  du  produit  R'  de  deux  bi-radiales  R,  R'  est 
égal  au  produit  des  tenseurs  de  ces  deux  bi-radiales. 

Prenons  maintenant  les  verseurs  HR,  ^ IV ,  %R'.  Le  lecteur  verra 
bien  facilement,  d'après  la  définition  même  de  la  multiplication,  que 
la  bi-radiale  U  R'  est  le  produit  de  OIR  par  ^UR', 

aiR''  =  aiR'.aiR. 


Addition 

g  iométrique 

des  arcs  de 

grands  cercles. 
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Le  verseur  du  produit  de  la  hi-radiale  R  par  la  bUradiale  R' 
est  égal  au  produit  du  verseur  de  R  par  le  verseur  de  R' . 

Or,  nous  allons  constater  que  le  produit  de  deux  verseurs  se 
ramène  à  l'addition  géométrique  des  segments  dares  de  grands 
cercles  sur  la  sphère, 

~^        OC 


Soient,  en  effet 


\0A/    \0B/ 


deux  verseurs  U,  U'«  On  peut 


supposer  que  la  longueur  commune  des  segments  0  A,  OB,  OC  est 
l'unité. 

Soient  OX,  OX'  les  axes  de  ces  deux  verseurs,  6,  6'  leurs  ampli- 
tudes angulaires;  désignons  de  même  par  OX',  6'  Taxe  et  l'amplitude 

angulaire  du  verseur  U'  =  ( )  =  U'  .U. 

VOA/  

Par  l'effet  du  verseur  U,  le  point  A  décrit  un  arc  AB  de  grand 

cercle  dont  OX  est  l'axe  et  dont  8  est  Tare  au  centre;  par  l'effet  du 
verseur  U',  ensuite  appliqué,  le  point  A  part  de  B  pour  décrire  un  arc 
de  grand  cercle  BC  dont  OX'  est  l'axe  et  0'  l'angle  au  centre.  Or, 
par  l'effet  du  seul  verseur  W  le  point  A  viendrait  directement  en  G 
et  décrirait  l'arc  de  grand  cercle  A  G,  somme  géométrique  des 
arcs  AH,  BG,  qui  a  OX'  pour  axe  et  0'  pour  angle  au  centre. 
Prolongeons  l'arc  BG  dans  le  sens  CB,  opposé  à  BC,  d'une  lon- 
gueur BC^  égale  à  BG.  De  même,  prolongeons  AB 
d'une  quantité  BA|  égale  à  B  A,  et  en  sens  inverse 
deBA. 

Le  triangle  sphérique  G^BA^  résulte  du  trian- 
gle GAB  par  une  rotation  de  180^  autour  du  dia- 
mètre de  la  sphère  qui  aboutit  en  B.  Les  vei*seurs 


sont  représentables  aussi  par 


/OA. 


représente  le  produit 


Fig.  93. 


OG, 

On  voit  ainsi  que  i  • 

VOG^ 
de  U'  par  U, 

U"'=U.U', 

alors  que  ( )  représente   le  produit  U'  de  U 


par  U',  U'  =  U'.U. 


OA 
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Pour  que  U'  et  U**  pussent  coïncider,  il  faudrait  que  les  points 
A,  C,  Ap  Gj  fussent  sur  un  même  grand  cercle,  qui  devrait  aussi 
contenir  le  point  B.  Les  points  A,  B,  C  étant  sur  un  môme  arc  de 
grand  cercle,  les  deux  verseurs  seraient  coplanaires. 

La  multiplication  des  verseurs  coplanaires  est,  en  effet,  commuta* 
tive,  car  elle  se  ramène  à  l'addition  d'arcs  d'un  même  grand  cercle. 
Mais,  en  dehors  de  ce  cas,  la  commutativité  n'exisle  pas.  Ainsi  la 
multiplication  des  verseurs,  et  partant  celle  des  bi-radiales,  n'est 
généralement  pas  commutative. 

Malgré  que  la  commutabilité  n'exisle  pas  pour  la  multiplication 
des  bi-radiales,  l'associativité  est  maintenue.  En  effet,  il  saute  aux 
yeux  que  pour  effectuer  le  produit  de  R  par  R',  puis  du  résultat  ainsi 
obtenu  par  R'  ...,  on  pourra  effectuer  à  part  le  produit  des  verseurs 
et  puis  le  produit  des  tenseurs.  Le  produit  des  verseurs  se  traduira 
par  une  addition  géométrique  d'arcs  de  grands  cercles;  or,  celte 
addition  est  évidemment  associative,  en  ce  sens  que  l'on  peut  substi- 
tuer à  plusieurs  arcs  consécutifs  leur  somme  effectuée.  Le  produit  des 
tenseurs  est  purement  numérique. 

On  en  conclut  donc  que  dans  un  produit  de  bi-radiales  il  sera 
permis  de  substituer  à  plusieurs  hi-radiales  consécutives  leur  pro- 
duit effectué. 

Deux  bi-radiales  coplanaires,  qui  ont  le  même  tenseur,  la  même 
amplitude  angulaire,  mais  dont  les  axes  sont  opposés,  ont  été  dites 
conjuguées. 

Le  produit  de  deux  bi-radiales  conjuguées  se  réduit  à  une  bi-radiale 
scalaire  dont  le  tenseur  est  le  carré  de  leur  tenseur  commun. 

Si  deux  bi-radiales  ont  des  tenseurs  inverses  l'un  de  l'autre,  si 
leurs  amplitudes  angulaires  sont  égales  et  leurs  axes  opposés,  on 
obtient  deux  bi-radiales  que  nous  avons  appelées  inverses  l'une  de 
l'autre.  Si  Ton  applique  successivement  à  un  segment  une  bi-radiale 
inverse,  on  reproduit  Je  segment  lui-même.  C'est  ce  que  l'on  exprime 
en  disant  que  le  produit  de  deux  bi-radiales  inverses  l'une  de  l'autre 
représente  une  bi-radiale  unité. 

Considérons  la  figure  (93)  qui  nous  a  servi  à  mettre  en  évidence  la 
non-commutativité  de  la  multiplication  des  bi-radiales. 

Les  arcs  AB  et  BA^  représentent  le  même  verseur  U,  BC  et  C^B 

représentent  le  verseur  U'  ;  l'arc  AC  représente  l6  vei'seur  U'  =  U' .  U, 

tandis  que  G^A,  représente  le  verseur  U'^  =  U.U'.  A^Cj  représente 

donc  le  conjugué  de  U*',  que  nous  désignerons  par  K  W^;  or,  A^C^  est 

la  somme  géométrique  de  A^B  etde£C|  qui  représentent  respective 
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meut  les  verseurs  KU,  KU'  conjugués  de  U,  U'.  On  voit  donc  qu'il 
est  permis  d'écrire 

KU'^  =  KU'.KU. 

En  repassant  aux  bî-radiales  R,  II'  et  désignant  par  KR,  KR' 
leurs  conjuguées,  on  voit  que  Ton  a 

K(R.R')  =  KR'.KR, 

formule  qui  joue  un  certain  rôle  dans  les  applications.  On  observera 
dans  celte  formule  rechange  qui  s'y  produit  dans  l'ordre  de  R,  R'. 

Les  multiplications  des  verseurs  rectangulaires  dont  les  axes  sont 
à  angle  droit  méritent  une  mention  spéciale  pour  le  rôle  qu'elles  sont 
appelées  à  jouer  par  la  suite. 

Reprenons  les  trois  verseurs  rectangles  r^,  r^,  r,  dont  les  axes 
rectangulaires.  0.T,  Oy,  Oz  forment  un  triëdre  tri-rectangle  direct.  On  constatera 

aisément  par  l'application  attentive  de  la  règle  de  multiplication  que 
Ton  a  les  relations 


Multiplication 

de 

deux  verseurs 

rectingles 

à  axes 


Puissances 
de  bi-radiale 


Puissances 

d'un  vers<?ur 

rcctang'e. 


V  V 


*  y'  t  


—  r 


'  Z'  X   ~^    '  I 


x9 


' x'  z 


vy 


—  r 


y» 


TyTg.  =  —  V^, 


On  désigne  par  —  r^,  —  \\^  —  r,  le  produit  de  fj^,  r^,  r,  par  —  1 , 
conformément  à  ce  qui  a  été  expliqué  plus  haut. 

L'application  réitérée  d'une  même  bi-radiale,  ou  sa  multiplication 
par  elle-même,  conduit  aux  puissances  de  bi-radiales.  La  puissance 
,^^ièuu  (l'une  bi-radiale  est  une  bi-radiale  qui  a  le  même  axe  en  position 
et  direction  et  dont  l'angle  est  égal  à  mO  et  le  tenseur  à  la  puis- 
sance 7)i'^°"  du  tenseur  de  la  bi-radiale.  On  reconnaît  là  une  générali- 
sation de  la  formule  de  Moivre. 

Il  serait  aisé  de  tirer  de  là  une  définition  de  la  puissance  m*^*  pour 
une  valeur  algébrique  réelle  quelconque  de  m. 

Si  l'on  multiplie  par  lui-môme  un  verseur  rectangle,  on  obtient  un 
verseur  dont  l'angle  est  égal  à  iSO^  et  qui  équivaut,  appliqué  à  un 
segment,  à  un  simple  changement  de  signe,  c'est-à-dire  à  une  multi- 
plication par  —  1  ;  nous  pourrons  donc  écrire,  si  r  est  le  verseur  rec- 
tangle considéré, 


c'est  ainsi  que  l'on  a 

,.«  — 1 


r«  =  —  1  ; 


r;  =  -l,      r«  =  -i. 


Telle  est  la  signiûcation  de  ces  diverses  notations  symboliques. 
U  nous  sera  très  utile  de  traduire  les  résultats  précédents  dans  le 
langage  de  la  géométrie  analytique. 
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Représentation       Soient  les  deux  bi-radiales 

par  

1rs  formules  n  —  { ^^\  •__/'^^^. 

ordinaires  de  I^  —  l  "ZUT  )  >        I^'  —  l    *  I  > 

la  géomëtrie                                                   ^OA/  \0B/ 
analytique. 

désignons  par  x,  y,  z  les  coordonnées  de  Â;  x',  y' y  z'  celle  de  D; 
x'y  y\  s'  celles  de  C;  S,  X,  Y,  Z  les  paramètres  de  R;  S',  X',  Y',  Z' 
ceux  de  IV  et  enfîn  S',  X%  \\  T  ceux  de  la  bi-radiale 

\0A 

Nous  allons  voir  que  ces  derniers  s'expriment  très  simplement  à 
Taide  de  ceux  de  R  et  de  R'. 

D'abord  les  formules  (1)  et  (3),  appliquées  aux  bi-radiales  R,  R',  R% 
donnent 

xx'4-2/î/'+«'       V        y^'—^y'         V        zx'+xz'  xy'  —  yx 

O r r -— J  A    =—1 Z ;>  T     =— ;r ;1  L    =— r = i> 

.gJg._.rV4-yV4-sV  yV-zY     ^.._    zV-x'z-     .,,_  xV~yV 

^  '^^  x'»  +  i/'»H-z'«    '^  — x'«  +  î/'«-+-z"'      ■"x'»4-2/'»4-z'«      — x'«  +  t/*4-z'»' 

^,_xx'  +  yi/-hzz'       ^,       yz'--zi/  zx'—xz'  xy'  —  yx' 

i«^   -Hî/'  +  z'  X*4-î/'4-z'  X*  +  1/*4-Z*  x'  +  t/*  +  Z* 

De  ces  équations  on  lire  d'abord 

(9)    x'=:a(YZ'  — ZY'),  î/'  =  X(ZX'-XZ'),  z' =X(XY' —  YX'), 

où  X  est  un  paramètre  arbitraire;  et  l'on  trouve  ensuite,  T  désignant 
le  lenseur  )/S^  -♦-  X»  4-  Y*  -+-  Z% 

x=^[(YZ'  -ZY')S-(XX'+YY'  +  ZZ')X  +  (X»  +  Y»  +  Z')X'J, 

(10)  {  !/=,;^.[(ZX'  -XZ')S-(XX'  +  YY'  +  ZZ')Y  +  (X'  +  Y«  +Z')Y'], 
z=^[(XY'— YX')S— (XX'H-YY'+ZZ')Z  +  (X»  +  Y»  +  Z')Z'], 

f  x'=À[(YZ'  —  ZY')S'  +(XX'  +  YY'  +  ZZ')X' -  (X'*  +  Y"  +  Z")X], 

(11)  J  .v'=X[(ZX'— XZ')S'  +  (XX'+YY'  +  ZZ')Y'— (X'*  +  Y"  +  Z")Y]. 
(  z'  =X[(XY'  —  YX')S'  +(XX'  +  YY'  +ZZ')Z'  _(X"  + Y"  +  Z'*)Z], 

Formules  de        II  est  alors  aisé  de  calculer  S',  X',  Y'',  Z'  en  transportant  dans  les 
inaUii>iication.  quatre  dernières  formules  (8)  les  valeurs  précédentes  de  x,  y,  z, 


Distributivité 

deU 
muUiplicatioo 

vîs-i-vis 
de  raddition. 


478  LfiÇONS  DE  CINÉMATIQUE. 

^\  y\  ^'»  Oo  trouve 


(12) 


Application 

de  la 

maltiplicatioD 

de 
deux  sommes. 


S'  =  SS' 

—  XX' 

—  YY' 

—  ZZ', 

X'  =  XS' 

+  SX' 

-YZ' 

+  ZY', 

Y'  =  YS' 

+  SY' 

—  ZX' 

+  XZ', 

Z'  =  ZS' 

+  SZ' 

-XY' 

+  YX'. 

Telles  sont  les  formules  qui  traduisent,  à  l'aide  des  paramètres 
Sy  Xy  Y,  Z,  la  multiplication  de  la  bi-radiale  R  par  la  bi- ra- 
diale R'  ('). 

Il  est  clair  que  si  S^  X^  Y,  Z,  S^,  X^,  Y^  Z|  sont  les  paramètres 
numériques  de  deux  bi-radiales,  S  -♦-  Sp  X  +  Xj,  Y  -f-  Yp  Z  +  Z, 
sont  les  paramètres  de  la  bi-radiale  qui  est  la  somme  de  ces  deux-là. 
Gomme^  d'autre  part,  les  formules  (12)  q[ui  traduisent  la  multiplica- 
tion 8<Kit  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  paramètres  de  la 
bi-radiale  multiplicande  et  par  rapport  aux  paramètres  de  la  bi-radiale 
multiplicateur,  on  peut  en  conclure  que  la  multiplication  des  bi-radiales 
est  disîributive  à  l'égard  de  l'addition.  G'est-à-dire  que  pour  multi- 
plier la  somme  R  +  R|  de  deux  bi-radiales  par  une  alitre  R\  on 
peut  effectuer  séparément  les  constructions  RMl  et  R' .  R|  et  faire 
l'addition  du  résultat.  Pareillement  pour  multiplier  R'  par  (R  +  Ri)^ 
on  pourra  multiplier  R'  par  R,  puis  R'  par  fl|  et  additionner  les 
résultats.  Il  faut  bien  prendre  garde  dans  ces  opérations  de  ne  pas 
intervertir  Tordre  des  facteurs. 

Ainsi,  prenons  la  bi-radiale  R  décomposée  en  sa  bi-radiale 
scalaire  R«  et  ses  trois  bi-radiales  rectangulaires  R.^,  R,,  R,, 
on  a 


R  =  R,  4-  R, 


Ry  -h  Rj. 


De  même  pour  une  seconde  bi-i'adiale  R'  on  aura 

R'  =  R;  4-Ri4-R;4-R;. 


(^)  Ces  formules  fournissent  la  démonstration  de  oe  (k\i  que  le  produit  de  deux 
sommes  de  4  carrés  est  une  somme  de  4  carrés.  On  sait,  en  effet,  que 

V/S»«  +  X»«  +  Y'ï  +  Z»«=  \/s«+X»  +  Y«  +  Z»  y/S'^+X'^  +  Y^  +  Z'», 

Car  le  tenseur  du  produit  est  le  produit  des  tenseurs.  On  a  donc 

(S?  +  X«  +  YS  +  Z«)  (S'»  +  X'«  +  Y'â  -H  Z») 

=  (SB'  -  XX'  -  Y  Y'  -  ZZ')'  +  (XS'  +  SX'  -  YZ'  +  ZY')» 
+  (YS'  +  SY'  —  ZX'  +  XZ')«  +  (ZS'  +  8Z'  -  X Y  +  YX')». 
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Pour  faire  le  produit  R'  R  on  pourra  écrire 
R  R  =  R,  •  R,  -+-  R« .  Rje  -f-  Rx .  R« 

+  r;.r^  -hr^r. 

+  R,  •  R,  +  R, .  R, 

-4-  r;r,  +  r;r,  4-  r;r^ 
+  r;r,  4-r;r,+  r;r, 
+  r;r.  -»-r;r^+r;r,. 

Il  s'agit  d'évaluer  chacune  des  bi-radiales  qui  figurent  en  produits 
partiels. 

D'abord  RjR«  est  une  bi-radiale  scalaire  i*eprësenlée  par  le  nombre 
S.S' ,  en  conservant  les  notations  précédentes. 

Rappelons-nous  que  R^.,  Ry,  R^  sont  tes  produits  des  verseurs 
»•«»  »•»»  r»  par  X,  Y,  Z  et  R;,  R;,  R;  les  produits  par  X',  Y',  Z'  des 
mêmes  verseurs. 

Cela  posé,  Rj  •  R^f  c'est-à-dire  le  produit  par  une  bi-radia)e  scalaire 
de  la  bi-radiale  R^.,  est  une  bi-radiale  que  l'on  obtient  évidemment  en 
multipliant  r«  par  S' .  X  ;  on  peut  donc  poser 

R«  Rx  =  S  X .  r,, 
et  de  même 

Rx.R,  =  SX  .  Tjp, 

i\;n,  =  s'Y.»«„    r;.r.  =  sy'.»'„ 

RcR^^S'Z.r,,        Rj«R^  =  SZ  •i*,. 

Le  produit  R«Rx  est  égal  au  produit  par  XX'  du  carré  rj  du  ver- 
seur ri;  or,  ce  carré  est  une  bi-radiale  scalaire  représentée  par  —  1. 
En  conséquence,  R«Rx  est  une  bi-radlate  scalaire  représentée 
par  —  XX'. 

Semblablement,  RyRy,  R^R,  sont  des  bi-radiales  scalaires  représen- 
tées par  —  Y  Y',  —  ZZ.  Si  donc  nous  groupons  dans  la  somme  totale, 
et  comme  c'est  permis,  les  quatre  bi-radiales  scalaires  déjà  trouvées, 
nous  trouvons  déjà  dans  W  R  une  partie  scalaire  représentée  par  le 

nombre 

SS— XX'  —  YY'  -  ZZ'. 

Restent  les  termes  tels  que  RyR;;.  Ce  produit  est  égal  au  produit 
par  Y'Z  du  produit  des  verseurs  r^r,,  lequel  est  égal  à  r^.  Par  contre, 
Ri  Ry  donnerait  le  produit  par  Z'  Y  de  r^r^,  qui  est  égal  à  —  r^^  on 
voit  donc  que  le  groupe  R^R,  4-  Ri  H,  fournit  le  produit  par 
(ZY'  —  YZ')  du  verseur  r^.;  on  trouverait  de  même  qu'on  a 

Ri  R,  +  R;R,  =  (XZ'  -  ZX')  ry, 
R;Ry  4-  R;R,  =  (YX'  —  XY')  r,. 
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Si  Ton  g;roupe  alors  toutes  les  bi-radiales  qui  dérivent  d'ua  même 
verseur  r^.,  r^,  r,  par  multiplication  par  un  nombre,  on  arrive  à  la 
conclusion  suivante  : 

Le  produit  R'  R  a  Imet  une  partie  scalaire  mesurée  par  le  nombre 

S'  =  SS'  —  XX'  —  Y  Y'  —  ZZ' 

et  se  compose,  en  outre,  de  trois  bi-radiales  rectangles  que  Ton 
obtient  en  multipliant  les  verseurs  r^,  r,,  r^  par  les  nombres 
X',  Y',  V  suivants  : 

X"  =  SX'  4-  S'X  —  YZ'  -+-  ZY', 
Y'  =  S  Y'  -t-  S'  Y  —  ZX'  -t-  XZ', 
Z'  =  SZ'  +  S'Z  —  XY'  H-  YX'. 

On  retrouve  h  s  Nous  retombons,  comme  ce  devait  être,  sur  les  formules  déjà 
formules  (12)  trouvées,  mais  nous  y  retombons  par  une  voie  qui  n'est  autre  cette 
par  une  autre    ^^^  qu'un  véritable  calcul  symbolique  et  nous  aboutissons  ainsi 

naturellement  à  la  conception  même  des  quaternions. 
Quaiernion.         Le  qualernion  c'est  l'image  analytique  de  la  bi-radiale. 

Considérons  un  symbole  de  la  forme 

s  +  i.x  +  j.y  -H  k.Zy 

où  s,  X,  y  y  z  sont  des  nombres  algébriques  oi'dinaires  et  i,  j,  k  de 
simples  symboles  de  séparation.  Nous  conviendrons  que  deux  sym- 
boles de  celte  forme  ne  pourront  être  identiques  que  si  s,  x,  ?/,  z 
y  ont  la  même  valeur. 
$o:nine  Étant  donné  un  second  symbole 

et  dilfércnce  de 
quateiiiions.  s'  +  i.x'  -h  j.y'  -f-  k.z\ 

nous  appellerons  sommes  de  ces  symboles  le  symbole 

s  +  s'  +  t  (x  -+-  x')  -+■  j  (y  +  !/')  -4-  fe  (z  +  z*) 

et  différence  le  symbole 

s  —  s'  +  t  (x  —  x')  -t-  j  {y  —  2/')  +  A:  (2  —  z'). 

Pour  multiplier  le  symbole  par  un  nombre  algébrique,  ou  multi- 
pliera 5,  X,  1/,  z  par  ce  nombre. 
Multiplicati  n.       Cherchons  actuellement  à  définir  la  muUiplicalion  des  symboles  de 

cette  sorte  en  conservant  une  partie  au  moins  des  règles  du  calcul  de 
l'algèbre  ordinaire.  Formons  le  produit 

(h'  +  ix'  H-  j.y'  -f-  kz')  {s  4-  tx  +  jy  -h  kz) 


.^--i 
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en  procédant,  pour  la  loi  de  formation,  comme  si  i,  ;,  k  étaient  trois 
variables  littérales  indépendantes,  et  ayant  soin  de  ne  pas  intervertir 
Tordre  des  facteurs,  les  quantités  s',  ^',  y',  «',  s,  ac,  y,  z  jouant, 
elles,  le  rôle  de  coefficients  numériques  et  étant,  par  conséquent, 
intervertissables.  Le  développement  du  produit  nous  donnera,  en 
groupant  les  termes  qui  multiplient  un  même  symbole, 

a' 8  4-  («'05  H-  sx')t  -h  (s'y  -h  8y*)j  +  (s'r  +  8z')k 
4-  0505'. t"  +  yy' .j*  4-  zz'./c" 
4-  y*z.jk  4-  z'y.kj 
4-  z' x.ki  4-  x' z,ik 
4-  oc'i/.t/  4-  y'x.ji. 

Une  des  conditions  essentielles  de  ce  calcul,  c'est  que  les  opérations 
ne  conduisent  pas  à  des  symboles  autres  que  ceux  introduits  dès  le 
début.  Ce  produit  doit  être  réductible  au  type 

s'  4-  i.x'  4-  jy'  4-  kz\ 

Relations  II  faudra  pour  cela  que  i',  j",  k*,  jky  kjj  kiy  iky  ij,  ji  soient  des 

ndamentales.  fonctions  linéaires  à  coefficients  numériques  des  symboles  i,  j,  k. 

Choix  Prenons  dès  lors  pour  ces  fonctions  linéaires  les  suivantes  : 

particulier.  j    i«  =  -  1,       ;*  =  -  4,       fe«  =  -  4, 

jk  =  t,       kj  =i  —  iy 


(13) 


)  ^»=i,     *^  =  — ;, 

(   ij  =  k.     ji  zzz-^ky 


on  aura 


(14) 


s'  =  88*  —  xx'  —  yy'  —  zz\ 
x*  =  sx'  4-  8' X  4-  zy'  —  yz\ 
y"  =  81/'  4-  s' 2/  4-  xz'  —  zx*  y 
z"  =8z'  4-  s's   4-  yx'  —  xy'. 


En  comparant  aux  formules  (12),  on  voit  que  Ton  a  créé  ainsi  un 
algorithme  qui,  tant  par  ses  propriétés  d'addition  que  par  la  compo- 
sition de  sa  multiplication,  est  la  complète  image  des  constructions 
géométriques  concrètes  auxquelles  nous  avaient  amené  la  considéra- 
tion des  bi-radiales. 

La  conception  analytique  peut  même  être  généralisée  et  étendue 
au  cas  où,  au  lieu  des  quatre  aystèmes  d'unités  1,  t,y,  k,  on  en  pren- 
drait un  plus  grand  nombre, 
{eprc^senuaion       ^pp^g  ^^j  exposé  sommaire  des  premiers  principes  des  quater- 

rotation  par     nions,  nous  allons  voir  quels  rapports  existent  entre  cette  théorie  et 
un  verseur,      celle  des  rotations. 

Cinématique.  31 
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Dans  la  note  II  qu'il  a  insérée  dans  le  présent  volume,  M.  Darboux 

a  montré  (p.  346  et  suivantes)  que  toute  rotation  d'amplitude  0  autour 

d'un  axe  OX  se  représente  par   un   angle  Â06  dont  l'ouverture 

1 
est  -  0.  Il  semblerait  naturel  de  représenter  la  rotation  par  un  ver- 

seur  d'axe  OX  et  d'amplitude  angulaire  Ô;  il  vaut  mieux  la  repré- 

senter  par  le  vetseur  d'axe  OX  et  d'amplitude  -• 


Ce  verseur  sera  ainsi  représentable  par  la  notation 


PB 


j»  on 


La 
composition 
(les  rotations 

Hnies 

se  ramène  à  la 

multiplication 

des  verseurs. 


OÂy  OB  ont  chacun  une  longueur  égale  à  l'unité.  L'indétermination 
de  l'angle  ÂOB  dans  son  plan  que  M.  Darboux  établit  à  l'endroit 
cité,  correspond  à  Tindétermination  analogue  dans  le  cas  des  verseurs. 
Considérons  deux  rotations  qu'on  pourra  ramener  à  être  représen- 
tées par  les  angles  AOB  et  BOC  (voir  p.  348,  no  4);  les  verseurs 

représentatifs  correspondants  seront  i I  (  - — 

\0A/  \0B 

Or,  dans  cette  disposition,  l'angle  AOC  représente  la  rotation  R' 

qui  résulte  des  rotations  R,  R'  effectuées  l'une  après  l'autre 

R''  =  R'R. 


■)• 


Le  verseur  représentatif  est 


(-=r);c' 
\0A/ 


est  le  produit  des  deux  pre- 


Les  paramètres 

du  verseur  qui 

représentent  la 

rotation  sont 

les  variables 

d'Olinde 

Rodrigues. 


miers.  Ainsi,  avec  ce  mode  de  représentation,  la  multiplication 
des  verseurs  correspond  à  la  composition  des  rotations  finies. 

Il  est  curieux  que  les  paramétres  d'Olinde  Rodrigues  soient  préci- 
sément ceux  du  verseur  représentatif  de  la  rotation. 

Soient,  en  effets  a,  ^,  y  les  cosinus  directeurs  de  l'axe  de  rotation 
et  0  l'amplitude  de  la  rotation.  Le  verseur  qui  la  représente  a  le 

même  axe  et  son  amplitude  angulaire  est  -  •  Sa  partie  scalaire  est 

e 

r  =  co8-> 
tandis  que  les  projections  de  son  vecteur  sont 


(  =  a  sm  -  > 


m  =  p  sin  -y      n  =:  y  sm  - 


Il  suffit  de  se  reporter  aux  formules  (3)  et  (6)  de  la  note  I  de 
M.  Darboux  pouf  constater  que  {,  m^  n,  r  sont  les  variables  d'Olinde 
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Rodrigues  où  Ton  aurait  profité  de  l'homogénéité  pour  faire  en  sorte 

que  ' 

i*  +  m*  +  n*  4-  r*  =  !• 

Raison  de  H  est  dès  lors  facile  de  prévoir  quelles  seront  les  formules  qui,  au 

ridentité  de  la  moyen  des  paramètres  d'Olinde  Rodrigues,  expriment  la  composition 

derrot^tSl^    *®  ^®"*  rotaUons  (r,  l,  m,  n)  (r'  l\m\  n').  Si  (r%  V,  m%  n')  sont 

en  paramètres  ^^^  paramètres  de  la  rotation  composante,  ces  paramètres  s'exprime- 

d'Olinde       ront  en  fonction  des  anciens  par  les  formules  de  la  multiplication  des 

Rodrigues      verseurs 

*^f  *^  ,  r'=  rr'  -    IV   -^  mm'  -  nn' y 

formules  de  la  ,r  «  ;  i  r  r 

mulliplication  V  =  rV    +     r' l   -h  m' n -- nm\ 

des  m'=:rm'  +  r'm.  -h    n'i  —  ln\ 

quatemions.  ^r  _.  ^.^i  ^    r'n  -h  l'm  -^  mV . 

La  théorie  des      On  voit  que  la  théorie  des  renversements  fournit  une  nouvelle 
renversements   interprétation  de  celle  des  verseurs. 

Une  droite  OÂ  représente,  en  effet,  un  renversement,  et  une 

droite  OB  en  représente  un  autre;  la  bi-radiale  1 )  représente  le 

VOA/ 

résultat  de  ces  deux  renversements  effectués  successivement,  et  par 

suite  représente  non  plus  un  quotient,  mais  le  produit  de  ces  deux 

renversements.  La  composition  des  renversements  autour  d'axes  issus 

d'un  point  devient  ainsi  Iç  point  de  départ  de  la  théorie  des  verseurs 

et  de  leur  multiplication. 


comme  base  de 

la  doctrine  des 

quatemions. 
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NOTE  XI 


Sur  les  représentations  graphiques. 


Représenution       L'étude  des  phénomènes  physiques  conduit  souvent  à  observer  la 

graphique      variation  avec  le  temps  de  certaines  données  expérimentales.  Pour 

de  a  variation  ^^  représenter  la  loi  de  cette  variation,  on  a  recours  à  des  procédés 
dune  fonction  ,\  '  '^ 

du  temps.       graphiques. 

Sur  un  axe  Ox  on  porte  un  segment  qui  représente,  à  une  cer- 
taine échelle,  le  temps  écoulé;  en  sorte  que  si  T  est  la  longueur  qui 
représente  T  unité  de  temps  et  t  le  nombre  qui  mesure  le  temps 
écoulé,  la  longueur  portée  sur  l'axe  Ox  est  égale  à  x  =  t. T. 

De  même,  sur  un  axe  Oy  perpendiculaire  à  Ox,  on  pot*te  un  seg- 
ment qui  représente  à  une  certaine  échelle  la  valeur  actuelle  d'une 
quantité  variable  et  mesurée  par  un  certain  nombre  u;  si  U  est  la 
longueur  qui  représente  l'unité,  le  segment  porté  par  Oi/  a  pour 
longueur  y.=zu.\J. 
Diagramme.  On  marque  le  point  M  dont  x,  y  sont  les  coordonnées;  lorsque  le 
temps  s'écoule,  le  point  M  décrit  dans  le  plan  une  couïl)e  appelée 
diagramme  dont  la  forme  donne  une  image  sensible  de  la  variation 
de  la  quantité  mesurée  par  le  nombre  u. 

Si  une  portion  du  diagramme  se  compose  d'une  parallèle  à  Ox, 
c'est  que,  pendant  un  certain  laps  de  temps,  la  quantité  en  question 
aura  conservé  la  même  valeur.  Si,  au  contraire,  une  portion  du  dia- 
gramme est  un  segment  parallèle  à  Ot/,  la  quantité  dont  on  étudie 
la  variation  aura  subi  une  variation  brusque.  Cette  circonstance  ne 
peut  donc  se  présenter  que  dans  des  cas  exceptionnels.  Si  la  quan- 
tité mesurée  par  u  est  un  espace,  il  ne  saurait  y  avoir  variation 
brusque.  Il  en  serait  autrement  si  u  est  la  mesure  d'une  force  ou 
d'une  vitesse.  La  théorie  des  chocs  et  des  percussions  admet,  en 
effet,  des  variations  brusques  de  forces  ou  de  vitesses,  malgré  qu'en 
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réalité  il  ne  puisse  s'agir  que  de  variations  très  rapides  en  des  temps 
très  petits,  mais  finis.  La  courbe  diagramme  comporte  alors  une 
branche  qui  se  confond  sensiblement  avec  une  parallèle  kOy, 

Si  la  quantité  mesurée  par  u  varie  d'une  manière  uniforme  pen- 
dant un  certain  laps  de  temps,  le  diagramme  comportera  un  segment 
rectiligne  oblique  sur  les  axes  de  coordonnées  et  réciproquement; 
dans  ce  cas,  en  effet,  u  est  lié  à  t  par  l'équation 

u  =z  at  -{-  hy 

Il  X 

qui  donne,  en  remplaçant  u  par  f;  eit  par  -> 

équation  d'une  droite. 
Si  la  quantité  u  subit  une  loi  de  variation  définie  par  la  formule 

u=  -  a  t*  4-  ^t  +  c, 

ainsi  que  cela  a  lieu  si  u  représente  l'espace  dans  un  mouvement 
uniformément  varié,  la  courbe  diagramme  est  une  parabole  dont  la 
concavité  est  tournée  vers  les  y  positifs  ou  vers  les  y  négatifs,  suivant 
que  a  est  lui-même  positif  ou  négatif,  c'est-à-dire  suivant  que  le 
mouvement  est  accéléré  ou  retardé. 

Si  il  subit  des  variations  périodiques,  le  diagramme  aura  une 
forme  sinusoïdale;  il  se  reproduira  lui-même  de  période  en  période. 
Si  la  quantité  u  subit,  en  outre  d'une  variation  périodique,  des  varia- 
tions périodiques  secondaires  de  périodes  moindres  et  d'amplitudes 
plus  petites,  le  tracé  sinusoïdal  ci-dessus  deviendra  la  ligne  moyenne 
d'une  ligne  dentelée  dont  la  dentelure  correspond  justement  aux 
périodes  secondaires. 

Toutes  ces  circonstances  se  présentent  dans  la  pratique,  et  le  tracé 

graphique  suffit  pour  mettre  en  évidence  d'un  seul  coup  ces  diverses 

aff'ections  de  la  quantité  u  beaucoup  mieux  que  ne  le  pourraient 

faire  un  tableau  numérique  ou  une  fonction  de  forme  compliquée. 

ReprésenUtion       Si  l'on  connaît  la  relation  analytique  existante  entre  t  et  u,  la 

dérivée  -r-,  dont  on  admet  l'existence,  donne  la  vitesse  de  variation 
dt 

de  la  quantité  u.  Si  0  est  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  tangente  à  la 
courbe  diagramme  au  point  M,  on  a,  comme  on  sait, 


tgO 


dy U  du 
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du       T    ,    ^ 


Construction 

des 
diagrammes. 

Tracé 
par  points. 


La  tangente  à  la  courbe  diagramme  fournit  ainsi  une  représenta- 
tion de  la  vitesse. 

Si  T  =  U,  c'est-à-dire  si  les  deux  unités  sont  représentées  par  la 
même  longueur,  tg  Ô  représente  exactement  cette  vitesse.  Mais,  dans 
beaucoup  de  circonstances,  il  y  aurait  inconvénient  à  adopter  la 
même  échelle  pour  le  temps  et  pour  la  quantité  étudiée;  en  sorte 

T 

que  —  n'est  pas  toujours  égal  à  1. 

du 
La  quantité  v  =:  —  est  elle-même  une  variable  pour  laquelle  on 

peut  construire  un  diagramme,  qui  porte  alors  le  nom  de  diagramme 
des  vitesses. 

Pour  construire  un  diagramme,  on  procède  le  plus  souvent  par 
points.  On  détermine  par  le  calcul  si  la  quantité  u  est  une  fonction 
connue  de  t,  par  Texpérience  si  u  est  le  résultat  d'une  mesure  expé- 
rimentale, les  valeurs  de  u  qui  correspondent  aux  valeurs  de  t  se 
succédant  par  intervalles  aussi  rapprochés  que  possible.  On  réunit 
ensuite  par  un  trait  continu  les  points  ainsi  obtenus.  L'exactitude 
de  ce  procédé  n'est  que  relative.  Il  suppose,  en  effet,  la  certitude 
qu'entre  deux  points  consécutifs  la  courbe  n'offre  aucune  singularité 
et  qu'elle  ne  subit  aucune  oscillation  qui  serait  de  nature  à  rompre 
l'allure  de  la  courbe  telle  qu'elle  résulte  des  points  construits. 

Si,  par  exemple,  on  ne  calcule  sin  x  que  pour  des  valeurs  de  x 
allant  de  2%  en  2^,  on  sera  tenté  de  représenter  la  fonction  par 
une  droite,  car  la  forme  sinusoïdale  n'est  pas  indiquée  par  les  points 
construits. 

Lorsque  la  courbe  que  l'on  se  propose  de  tracer  représente  une 
fonction  connue,  la  discussion  attentive  de  cette  fonction  permet 
d'échapper  aux  difficultés  de  cet  ordre. 

Mais  lorsqu'il  s'agit  de  relier  par  un  tracé  les  points  qui  résultent 
de  mesures  expérimentales,  c'est  à  des  considérations  d'un  autre 
ordre,  d'ordre  physique,  qu'il  faut  demander  la  certitude.  La  conti- 
nuité du  phénomène,  l'absence  prévue  de  maximum  ou  de  minimum 
entre  certaines  limites  sont  autant  dMndications  dont  on  doit  alors 
s'autoriser.  Dans  tous  les  cas,  on  sera  tenu  de  rapprocher  le  plus 
possible  les  uns  des  autres  les  points  construits,  et  l'on  a  des  exem- 
ples où  cette  précaution,  plus-  scrupuleusement  prise,  a  révélé  des 
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affections  qu'avaient  laissées  insoupçonnées  des  mesures  antérieures 
trop  espacées. 
Tracés  Les  inconvénients  du  tracé  par  point  rendent,  on  le  conçoit,  parti- 

continus,       culièrement  précieux  les  tracés  continus  chaque  fois  qu'il  est  possible 
d'y  recourir. 

Loi*sque  la  relation  a  une  forme  analytique  connue,  il  existe  dans 
certains  cas  des  appareils  qui  permettent  de  construire  d'une  manière 
continue  la  courbe  diagramme.  La  droite,  le  cercle,  l'ellipse,  la  para- 
bole et  un  grand  nombre  de  courbes  peuvent  être  ainsi  décrites  par 
des  procédés  mécaniques. 

D'après  le  théorème  de  Kempe,  toute  courbe  algébrique  est  dans 
ce  cas. 
Appareils  Lorsqu'il  s'agit,  au  contraire,  de  représenter  des  données  expéri- 

cnregistreurs.    mentales,  on  a  recours  à  des  appareils  spéciaux  qui  ont  reçu  le  nom 

générique  d'appareils  enregistreurs. 

Le  plus  souvent,  c'est  un  cylindre  de  révolution  tournant  unifor- 
mément autour  de  son  axe,  en  sorte  que  le  temps  écoulé  se  mesure 
sur  la  circonférence  de  base  de  ce  cylindre.  En  face  de  ce  cylindre, 
un  style  muni  d'encre  se  meut  dans  le  sens  des  génératrices;  en 
sorte  que  son  déplacement  mesure  justement  l'amplitude  du  phé- 
nomène que  l'on  se  propose  d'étudier.  L'extrémité  du  style  trace 
alors  sur  le  cylindre  une  courbe  continue  qui,  si  l'on  vient  à  déve- 
lopper la  surface  du  cylindre,  c'est-à-dire  à  dérouler  la  feuille  de 
papier  enroulée  sur  lui,  est  le  diagramme  automatiquement  tracé 
qui  représente  le  phénomène.  C'est  le  procédé  actuellement  employé 
dans  le  système  télégraphique  sous-marin  de  Thomson,  modifié  et 
connu  sous  le  nom  de  système  recorder.  Dans  ce  système,  la  varia- 
tion de  l'intensité  du  courant  est  continûment  enregistrée;  de  manière 
que  la  réception  d'une  dépêche  consiste  dans  le  tracé  d'un  diagramme 
et  sa  lecture  dans  l'interprétation  de  ce  diagramme. 
Graphiques  Nous  terminerons  cette  note  par  la  description  succincte  des 
des  chemins  tableaux  graphiques  employés  par  les  Compagnies  de  chemins  de 
de  fer.         ^^^  p^^^  figurer  la  marche  des  trains. 

Sur  une  ligne  horizontale  on  a  distribué  les  heures  de  dix  minutes 
en  dix  minutes  pour  une  journée  de  minuit  à  minuit.  Par  chaque 
trait  de  division  est  menée  une  ordonnée  verticale.  Le  long  de  l'or- 
donnée extrême  de  gauche  on  a  inscrit  les  noms  des  stations  que 
traverse  la  ligne. 

L'intervalle  de  voie  compris  entre  deux  stations  consécutives 
s'appelle  une  section. 

Désignons  par  8^,  8^y  s,,  ...,  s,,  les  stations  successives  de  la  ligne 


488  LEÇONS  DE  CINÉMATIQUE. 

de  chemin  de  fer  énuinérées  dans  le  sens  ascendant  et  supposons 
un  train  parti  de  s^  à  une  heure  déterminée,  parcourant  la  voie  en 
s*arrêtant  à  certaines  stations,  en  brûlant  certaines  autres  et  devant 
arriver  à  heure  fixe  à  la  station  terminus  s.. 

On  peut  admettre  que  la  vitesse  est  uniforme  dans  chaque  section. 
Il  n'en  est  pas  absolument  ainsi,  non  seulement  à  cause  des  périodes 
de  mouvement  lent  qui  précèdent  et  suivent  les  arrêts,  mais  aussi 
parce  que  la  configuration  de  la  voie  nécessite  des  changements  de 
vitesse.  Mais,  en  fait,  on  peut  traiter,  sur  chaque  section,  le  mouve- 
ment des  trains  comme  s'il  était  uniforme,  la  vitesse  étant  égale  au 
quotient  de  la  distance  qui  sépare  les  deux  stations  extrêmes  de  la 
section  par  le  temps  employé  à  la  parcourir.  Cette  vitesse  moyenne 
peut  d'ailleurs  changer  et  change,  en  effet,  souvent  quand  on  passe 
d'une  section  à  une  autre. 

Voici  comment,  dans  ces  conditions,  un  tracé  représentera  la 
marche  du  train  : 

L'axe  horizontal  Ox  est  celui  suivant  lequel  se  compte  le  temps, 
qui  joue  ainsi  le  rôle  d'abscisse.  L'axe  vertical  le  long  duquel  se 
comptent  les  ordonnées  est  celui  le  long  duquel  se  trouvent  inscrits 
à  gauche  les  noms  des  stations. 

La  période  pendant  laquelle  le  convoi  va  de  s^  en  s^  se  trouvera 
représentée  par  un  segment  de  ligne  droite  qui  coupe  l'axe  Ox  au 
point  correspondant  à  l'heure  de  départ  et  qui  joint  ce  point  au  point 
de  croisement  de  l'horizontale  menée  par  s^  et  de  la  verticale  qui 
correspond  à  l'heure  d'arrivée.  Si  le  train  s'arrête  dix  minutes  en  s,, 
cet  arrêt  sera  figuré  par  un  trait  horizontal  représentant  une  durée 
de  temps  de  dix  minutes,  après  quoi  le  tracé  repartira,  rectiligne, 
pour  aboutir  au  point  de  croisement  de  l'horizontale  du  point  s,  avec 
la  verticale  correspondante  à  l'heure  d'arrivée  à  la  station  s,.  Et  ainsi 
de  suite.  Le  tracé  sera  ainsi  constitué  par  une  ligne  polygonale  com- 
portant par  intervalles  de  petites  parties  horizontales  qui  représentent 
les  périodes  d'arrêt. 

S'il  s'agissait,  au  contraire,  de  figurer  la  marche  d'un  train  parii 
de  s^  et  se  dirigeant  vers  8^,  le  point  de  départ  du  tracé  serait,  natu- 
rellement, sur  l'horizontale  du  point  s^,  et  son  sens  de  parcours 
serait  de  haut  en  bas  du  tableau  au  lieu  d'être  de  bas  en  haut,  comme 
dans  le  cas  précédent. 

Imaginons,  d'après  cela,  que  sur  un  même  tableau  on  ait  ainsi 
représenté  la  marche  des  trains  réguliers  qui  parcourent  une  même 
ligne  dans  une  journée.  Â  tout  instant  du  jour  il  sera  possible  de  se 
rendre  compte  île  l'état  actuel  de  la  circulation  sur  la  voie,  ce  qui  est 
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indispensable,  en  prévision  par  exemple  d'un  arrêt  subit  de  la  circu- 
lation en  un  point  ou  de  la  nécessité  de  mettre  en  route  un  ou  plu- 
sieurs trains  en  dehors  des  trains  réguliers.  Il  devient  alors  facile 
d'assurer  le  garage  des  trains  à  marche  lente  pour  le  passage  de 
trains  plus  rapides,  ainsi  que  le  croisement  des  trains  dans  les 
tronçons  à  voie  unique. 

Les  tableaux  graphiques  rendent  ainsi  possible  et  même  facile  la 
résolution  de  problèmes,  qui  exigeraient  sans  cela  une  longue  et 
minutieuse  discussion  d'équations  de  premier  degré. 
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